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FLOSZO

1! tankdnyv el6zménye egyetemi eléadassorozat, amelyet az egyik szerz$ tobb
dven keresztill, kezd6 fizikusok szamara tartott.

Az clbadas célja az volt, hogy a kezdd fizikusok megfelelé idében és szin-
vonnlasan ismerkedjenek meg azokkal a matematikai modszerekkel, amelyek
i lizikaban sziikségesek, elkeriilve ezzel, hogy a matematikai tételeket akkor
imerjck meg alaposan, amikor e tételeket a fizikaban mar ,elfogadott” sza-
bilyként régen hasznaltak.

A matematika egy részének ilyenfajta elGrehozdsa bizonyos dldozatokat
kivin. Ipyekeztiink azonban ezt az alkalmazasra szabott matematikat logikai-
lng precizen megfogalmazni.

Az cloadasok kifejlesztése soran felmeriilt, hogy hasznos lenne a targykort a
kidolgozott médszerek alkalmazasaval kibéviteni. A tervet megvaldsitando, az
cloadiasok anyagat tartalmazé jegyzetet nagymértékben kibdvitve, kézikonyvet
dolpgoztunk ki. Jelen mii a kézikonyv els6 kotete.

A kdnyv — bizonyos részek kihagyasaval — elsGéves hallgatok szamara is
hasznosnak bizonyulhat, de olvasdként magasabb évfolyami vagy mar pya-
korlo fizikusokat, mérnokoket, kémikusokat, altaldban tehat oktatékat és ku-
tatokat képzeltiink el. K

A mii nem matematikusok szdamara kés2iilt, azonban a targyalasmodban
matematikusok is taldlhatnak érdekességet. Ez az érdekesség egyrészt az cgyes
tételek levezetésekor alkalmazott sajatos fogasokban, masrészt talan az anyag
szokasostdl eltérd felépitésében rejlik.

A mii sajatossaga, hogy noha matematikailag preciz kivan lenni, nem mate-
matikai tételekbdl és ezek bizonyitisabol indul ki, hanem fizikai meggondola-
sok alapjan bizonyos fogalmak bevezetésének célszeriiségét mutatja ki, és csak
tovibbi Iépésként adja meg az igy bevezetett fogalmak és modszerek dltalinos
matematikai megfogalmazasat.



Példakent emlitjilk, hogy vektorokat kezdetben mint sapitsigos mennyisé-
geket vezettiink be, amelyckkel fizikai mennyiségeket, pl. sebességet, erdt stb.,
irhatunk le. A vektordsszeadist és a vektorok kilonbozé szorzatait is fizikai
peldik kapesian vezetjiik be, s esak ezutan tériink ki a vektordsszeadas és -szor-
zds koordinatareprezentiacioban kifejezhetd formaira. A gondolatmenet vila-
gosabb érzékeltetésére kiilonleges jelolést vezettiink be a fizikai mennyiségekre,
a-val jeloljik pl. magat a vektormennyiséget és

X(a)=a

-val azt az a=a,, a,, a; szamhdrmast, amely az a vektort adott % koordinata-
rendszerben reprezentélja.

Az a és a kozotti kiilonbséget 1ényegesebbnek tartjuk, mint pl. a vektor és
tenzor kozotti kiilonbséget.

Moédszeriink sajatossagait még egy példaval érzékeltetjilkk. A vektorok 4lta-
ldnos tulajdonsagainak felhasznaldsaval meghatarozzuk, hogy egy szilard test
pontjaihoz vezetd helyzetvektorok hogyan valtoznak, ha a testet elforgatjuk,
illetve tobb egymds utdni elforgatasnak vetjik ald. A kapott koriilményes ma-
tematikai formalizmust dltaldnositjuk, és e meggondolasok alapjan vezetjiik be
a matrix fogalmat, megmutatva a matrixokra vonatkozé miiveleti szabalyok
célszeriiségét is.

A targyalt anyag feldolgozdsa sordn mindvégig keriiljiikk az egyes mennyisé-
gek tisztan matematikai Uton torténd posztulalasat. A matematikai szabalyok
ismertetése elStt mindig lattatni akarjuk a problémat, amely az adott formaliz-
mus kidolgozasat sziikségessé teszi.

Reméljiik, hogy e mii mind az egyetemi hallgatok, mind a kutatok szamdra
segitséget nyujt egyes problémdk kidolgozasaban, de reméljiik azt is, hogy a
szemlélet, amellyel megmutatjuk a fizikai valosagtél a formalizmushoz vezetd
utat, ugyancsak hasznosnak bizonyul mindazok szdmara, akik a matematika
segitségével 0j fizikai jelenségeket igyekeznek leirni.

Budapest, 1977. junius 30.
A szerzGk
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. SKALAR- ES VEKTORMENNYISEGEK

I. Skalaris mennyiségek

I.1. Fizikai mennyiségek és mérészamok

A tizikai jelenségek mennyiségi leirasara szamokat hasznalunk. Legepysze
1ibbek az olyan mennyiségek, amelyek egyetlen szamadattal jellemezhetok
I'zeket a mennyiségeket skaldris mennyiségeknek nevezzitk. (Skalaris mennyi
Mg példiul a térfogat, tomeg, elektromos toltés stb.)

Amikor cgy lizikai mennyiséget mérdszammal jellemziink, tulajdonképpern
azt mondjuk meg, hogy a fizikai mennyiség cgy elére megvalasztott mertek
epynépnek hanyszorosa. Az, hogy egy rad hossza harom méter, annyit jelent.
hopy a rad epyik végétdl a masik végéig a méterrudat haromszor helyczhet|iik
eymis mellé. Upyanezt fejezi ki az is, hogy a rud hossza 300 cm, csak ckkor
midrickepysépil valasztott hossz rovidebb. A rudat tehat cgyformin jol jelle
meshetjik o deas, illetve a 300-as mérdszammal is.

Lényepes, hogy a rad hosszat, mint fizikai mennyiséget, ne tévesszitk Ossze
mrdssdmmal. A ad egy objektum, amelynek tulajdonsagai szamokkal bizo:
nyos mertékben, de nem kimeritéen jellemezhetok.

A hzikai mennyiségek kozotti osszefiiggéseket — és ezen dsszefiiggések 101
Winyszer(iségeit — sok esetben a méridszamok kozotti fliggvénykapesolatokka
Bdhtjuk mep. Fzek a fiaggvénykapesolatok gyakran algebrai format dltenck

A Kivetkezokben roviden dsszefoglaljuk az algebrai miveletekre vonatkozd

Mabilyokat.



1.2 Algebran szabalyok

ElGszor Osszefoglaljuk o nem negativ szimokin vonatkozo algebrai (6rveé-
nycket, majd roviden foglulkozunk o negativ sziimok bevezetéscével.

Osszeadds:

a+b=b+a kommutativ torvény 1.2-1
a+0=a zérus definicioja 1.2-2
a+(b+c)=(a+b)+c asszociativ torvény 1.2-3
Ervényes tovabba az
at+b=a 1.2-4
cpyenlGtlenség, ha
b=0.
Szorzds:
ab=ba kommutativ torvény 1.2-5
|l -a=a  azegység definicidja 1.2-6
0.a=0 a zérusra vonatkozo szorzasi torvény 1.2-7
a(bc)=(ab)c  asszociativ torvény 1.2-8
Ervényes még az
ab=a 1.2-9
cpyenlitlenség, ha
b=1.

Az Osszeadas és szorzas kozott az
alb+c)=ab+ac 1.2-10

disztributiv torvény teremt kapcsolatot.

1.3. Kivonas és negativ szamok

A lizikai jelensépek leirasakor sziikségiink van a kivonas miiveletére is.
Lepyen b= ¢, akkor clvégezhetjiik a
b—a=c 1.3-1
kivonast. 1.3-1-ben ¢ az a szam, amely eleget tesz a
c+a=b 1.3-2
Oaszetuggesnck.
Az Osszeadasi és kivonasi miiveletet azonban célszer(i egyetlen miiveletté

baszefoglalni. Ekkor a szam kivonasat egy negativ szammal vald Gsszeadassal
helyettesithetjilk. Legyen tehat

b+x=c, 1.3-3




ahiol vzt o nepatiy szamot jelenti, amelynek bohez valo hozzaadasival ugyan-
porn oz credményre jutunk, mmt o Kivonasiaval. Az 1 3-3-ban szerepld x-ct

R a 1.3-4
vl is jeloljik.
Az Osszeadasi miveletnek ez a formalis kiterjesztése csak akkor célszerii, ha
u negativ szamokra vonatkozé miiveleti szabalyok azonosak a pozitiv szdmokra
vonatkozd miveleti szabdlyokkal.
A negativ szamok definicidjat célszer(i a kovetkezd modon rogziteni. Legyen
\ a, ha
x+a=0. 1.3-5
fehit azt is irhatjuk, hogy
a+(—a)=a—a=0. 1.3-6

I cltételezve, hogy az Osszeaddsra vonatkozo6 szabalyok negativ szdmokra is
drvenyesek, lathatd, hogy az 1.3-5-tel definidlt negativ szdmok bevezetésével
| V-1-ct valdoban felirhatjuk az 1.3-2 formaban. Hiszen

c=b—a=b+(-a), 1.3-7
fehit
c+a={b+(—a))+a. 1.3-8
I bhol 1.2-2 és 1.2-3 felhasznaldsaval kovetkezik, hogy
ct+a=b+((—a)+a)=b+0=b. 1.3-9

A kivonas tehat valoban helyettesithetd egy negativ szdmmal valé Ossze-
adassal.

1.4. Negativ szamokat tartalmazo szorzatok

A negativ szamok bevezetése az Osszeadasi és kivondsi miiveletet egy altala-
nosabb miveletté fogja Ossze. Tovabbi hasznos miiveletekhez jutunk, ha a
vorzdst Kiterjesztjiik negativ szamokra. Azt talaljuk, hogy pozitiv és negativ
seamokat tartalmazo szorzatok Ggy értelmezheték, hogy egyrészt e szorzatok
lizikai torvényeket fejezzenek ki, masrészt az altalanositott szorzasi eljards
elepet tegyen az 1.2-5-t6l 1.2-10 szabalyoknak.

Az
a(—h)=c
weorzat, ahol a, b=0 és a egész szam, az alabbi » tag dsszegeként értelmezhetd
(=h)+(=b)+...(—b)=—ab. 1.4-1
a tag




A Coadh seovzat vimgont cunk o kommuatativ tOevény telictelezenevel erelmeze

hetd lpy feltesszil, hopy
(b b~ a) bt ab.,

E detinicid osszhangban van o tobbi miveleti szaballyal,
Legyen
| o x 2= (),
tehit
x=—1.
Szorozzuk meg 1.4-2-t x-szel.

A szorzdsra vonatkozo 1.2-3, 4, 5, 6 azonossdagok alapjan

x(I+x)=x . 0=0.

Kihaszndlva a disztributivitdst, kapjuk, hogy

x+x*=0.
Az cpyenlet mindkét oldalahoz 1-et adva:

l+(x+x>)=1+0=1,
majd alkalmazva az asszociativ torvényt:
LIS G [
Mivel kiindulo feltevésiink (1.4-2) szerint 14+ x=0, kapjuk, hogy
2=l

Vitpyis

(—1)2=1.
Hasonld modon tetszbleges a=>0-ra

14+ x)a=0, ha x=-1,

tehat
a+ xa=0,
(&Y
xa= —a,
vilpyis
—a=(—Da.

1.4-2

1.4-3

1.4-4

Altalaban ¢rvényes tehat, hogy tetszSleges szam (— 1)-szerese egyenld az illetd

szim negativjdaval.
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Az LA szabaly minden tovabbi pnélkil alkalmazhatd negativ a-ra is. Ha
I bdedeat (0 Drpyel beszorozzuk, formalisan azt kapjuk, hogy

(=a)=( 1 (= a)=( 1Ya=a,
tehit

(—a)=a,

Vipyis epy negativ szam negativja pozitiv.

1.5. Tobb tagh 6sszegek és az ezekbdl alkotott szorzat
tulajdonsagai

Az asszociativ €s disztributiv torvényt tobb taga osszegekbdl alkotott szor-
sntokra is kiterjeszthetjilk. A kovetkez8kben a torvényekbdl kovetkezd néhany
epyszer(i Osszefiiggést targyalunk.

lepyen

al+az+ 0o o +a,\,=P|,

b]+b‘_)+. .. +bk:P2,
! 1.5-1
R e -

ahol ay, ass ...y by, by ooy fl, oo, fo tetszBleges szamok. A fenti Osszes szam
Y Osszegét az Osszeadds asszociativitdsa miatt rendkiviil sokféleképpen szamit-
hatjuk ki,

S meghatdrozdsa lehetséges példdul a kovetkezd csoportositasban:
S:P1+P2+...+Pl, 1.5"'2

vilpyis a szamokat soronként dsszeadjuk, majd osszegezziik a kapott eredmé-
nycket. Megtehetjiik azonban azt is, hogy el6szor az egymas alatti szamértéke-
ket Osszegezziik :

a|+bl+.. o +ﬁ:Q|,
aytby+ ... +/,=0,,

1.5-3

a+b+...+£,=0,.

Ly
S:Q1+Q2+...+Q1\. 15'4

Attekinthet8bb jelolést kapunk, ha az ésszegben szereplé mennyiségeket
azonos betiivel jeloljiik ¢s egymastél kettds index hasznilataval kiilonboztetjik
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mep, Az oelso indes elent, hogy az 150 wplalapséma liinyadik sordaban, a
masodik index pedip, hopy hitmyadik oszlopiban alld mennyiséprol van sz26.
Az 1.5-1 Osszepek helyert irhatjuk tehit, hogy

Ay @t ...+, =P,

[ A+ (l,2+ e +a”\:PI'

Szumma jel felhasznalasaval az 1.5-1 és 1.5-3 formuldkat igen tomor forma-
ban irhatjuk fel:

A

2 aij:Pi, 1.5-6
& A=00 o

!

2 a,;=0, 1.5-7

]

1.5-6 ¢s 1.5-7 jelolésével az S Osszeget az

! bk
R [Z a,,,l 1.5-8
i1 =1 =1 ]
(G V2
k k ! :
Sl [z ) 159
i=1 =1 \li=1 )
alakban irhatjuk fel.
Iehat
1 (A \ k " 4 ]
S=2|2Zay;l=212a;l, 1.5-10
PR ST S =T e

vipyis a két index szerinti szummazas felcserélhetd. Ennek kifejezésére a két
index szerint torténd szummazasra egyszer{ibb jeldlést vezethetiink be:

R
S= 3 a, 151
o

Az 1.5-11 an. kettds szumma jol kifejezi, hogy az dsszegezés elvégzésekor a sor-
rend [ényeptelen.

A disztributiv torvény felhasznalasaval a tobb tagh Osszegek szorzatanak tu-
lnjdonsiagait dllapithatjuk meg. Tegyiik fel, hogy 1.5-5-ben az 6sszegezendd
clemek mindegyike egy A4, és B; szamsor elemeibdl

ay=AB, 1.5-12
szerint képzett szorzat.
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1z esctben

! !
>a,= 2 AL,
I fe=|
A disztributivitas miatt
! ! -
s A,.z;,:[ ' ,4,.] B, 1.5-13
=1 =1

I.513-at a masodik index szerint tovabb Osszegezve,

Ik k(! ey
Z AiBj= Z {ZAI'IB:‘ 0
i=1 L\i=1 :

ij=1 )

A disztributivitdst még egyszer felhasznalva,

I ! k
5 A,-Bj:[z A][ > B,.]. 1.5-14
j i=1 i

i.i=1 1

I.colvashatjuk tehat, hogy tobb tagi Osszegek szorzatat egyetlen kettOs
ssummaval helyettesitjiik.

Az 1.5-14 dsszefiiggés érvényessége pusztan az Osszeadas asszociativitdsanak
¢y a disztributiv torvénynek a kdvetkezménye.

A fenti megallapitas fontos, mert a kés6bbiekben talalkozunk olyan mennyi-
sepckkel (pl. vektorokkal €s tenzorokkal), amelyekre érvényes a fenti két tor-
veny, de mas alaptorvények (pl. a kommutativ tdrvény vagy a szorzds asszo-
ciativitasa) nem érvényesek. Ilyen mennyiségekre az 1.5-14 szabdlyok érvé-
nyesck.

2. Vektorok és vektormiveletek

A skalaris mennyiségek a természetben eléforduld jelenségek egy részének
leirasara alkalmasak, sok esetben azonban az egyetlen mérészdmmal torténd
jcllemzés nem elegendd. Gyakran a mérészamon kivill még egy irdnyt is meg
kelt adnunk.

Azokat a mennyiségeket, amelyek egy mérdszdmmal és egy irdnnyal adhatdok
meg, vektoroknak nevezziik. (llyen példaul a sebesség, gyorsulds, elektromos
¢s magneses térerdsség stb.)

A vektorokat alahazott fete (kovér) bettikkel jeloljiik. Az alahazas nélkiili fett betiket a késébbiek
soran bevezetésre kertild vektorreprezentaciok jeldlésére wrtjuk fenn.
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- A vektorok szemléltetésére geometriai dbrazolds-
/"’ madot szokas bevezetni. A vektorokat iranyitott
szakaszokkal abrazoljuk (2.1. dbra). A szakasz
hossza megadja az abrazolt mennyiséghez rendelt
mérdészamot (esetiinkben 6,5), a nyil pedig a
mennyiség iranyat jelzi.

A mérészamot a vektor abszolut értékének nevezziik és

2.1. dbra

laj=a 2.1

=val jeldljiik. A vektorok abszolit értéke nem negativ szam. Barmely vektorra
¢rvényes tehat az
la|=0

Osszeflggés. Azt a vektort, amelynek abszolut értéke zérus, nullvektornak ne-
vezzik. Ha [n|=0, akkor n=0-t is irhatunk. A nullvektornak nincs irdnya.
Az cgyszerliség kedvéért azonban a nullvektort tetszdleges irdnyt vektornak is
vehetjik.,

Fizikai jelenségek kozotti osszefliggéseket sokszor vektorok kozotti dssze-
fliggecsckkel tiikkrozhetiink. A vektormiiveletek bevezetésekor mindig az a cé-
lunk, hogy fizikai jelenségek leirasara alkalmas formalizmust dolgozzunk ki.

2.1. Vektorok Osszegezése

>

Az a és b vektorok
a+b=c 2.1-1

Osszegét az un. paralelogrammaszabaly segitségével

definialjuk (2.2. dbra). A 2.2. abra alapjan lathato,

hogy az a és b vektorok ¢ Osszegét az a és b vekto-
2.2. dbra rokbol alkotott paralelogrammanak az a kezdépont-
jabol b végpontjaba mutatd atldja adja.

Tobb vektor dsszegét ugy képezziik, hogy az Ossze-
adds sorrendjének megfelelen a vektorokat egymas
utan mintegy felfiizziik. Az dsszegvektort az els6 tag
kezd&pontjabdl az utolsd végpontjadba mutatd vektor
adja. A 2.3. dbra szerint

a+tb+ct+d=e.

A 2.2. abrardl leolvashato, hogy

2.3, dbra a l_, L)l LR 2.1-2




tehit a vektorosszegzés kommutativ. A kom- G
mutativitas tobb osszeadandd vektor esetén ﬁ

i fennall. [ d-"
Ugyancsak fenndlla vektordsszegezés asszo- EJJ;«'f —————————
clativitdsais. Az asszociativ torvény érvényes- €
utpe pl. hdrom, nem egy sikba esé a, b, ¢ vek-
{oresceténegyszerlien leolvashatba 2.4. dbrdrdl.
A vektorosszeadast azért definidltuk a fentiek szerint, mert ily m6don sok
jelenséget irhatunk le. Ezt a szabalyt kovetik példaul az erdk és sebességek is.
Ha pl. egy w sebességgel mozgd vonathoz képest y sebességgel mozog egy test,
nkkor a test sebességét a foldhdz képest a

V=y+w 2.1:3

2.4. dbra

Ounzep hatdrozza meg.

Vilagosan kell latnunk azonban azt, hogy az Osszeadasi szabaly csak geo-
metriai szempontbdl puszta definicié. Amennyiben fizikai Osszefiiggéseket al-
lupitunk meg, akkor minden esetben kisérleti tapasztalat, hogy a mennyiségek
hogyan osszegezhet6k, s hidba valtoztatnank meg a vektorosszegezes szabalyait,
i webességek tovabbra is a régi mddon viselkednének. A vektordsszeadas defini-
vlhjit megvaltoztatva, a 2.1-3 sebesség-Osszeaddsi torvény érvényességét veszi-
luné,

2.2. Vektorok kivonasa

Lepyen
a+x=0. 2.2-1
A 2.2-1 osszefliggésnek eleget tevé x vektort az a vektor negativjanak nevez-
ik, ¢s
X=-2a
vil jeloljiik.

A 2.2-1 definiciobdl kdvetkezik, hogy a és —a azonos nagysaga, de ellentétes
irinyu vektorok.
A szamok kivondsanak mintdjara a

c=b+(-2)

fmszepet a b és a vektorok kiillonbségeként is felfoghatjuk, és

c=b-a i /

T
~N
' . . R T ’ - . \
formdaban irhatjuk. A ¢ kiillonbségvektort ugy kapjuk, \c\\ -a
hopy o b vektor végpontjibol az a vektort credeti ira- T
nyaval clentétes iranyban mérjik fel (2.5, dbra). 2.5, dbra



Mivel
athow b

a b a olyan vektor, amit a-hoz adva, bt knpunk.

2.3. Vektor szorzasa szammal

Lipyenld vektorok oOsszegét a természetes szamok és vektorok szorzatdnak
alibbi értelmezésével egyszeriibben irhatjuk fel

ata=2aat+a+a=3a ...stb. 2.3-1

A természetes szammal vald szorzas tehat a vektor irdnyan nem valtoztat,
csak hosszat tobbszorozi.
A 2.3-1 Osszefiiggést tetszbleges szam és vektor szorzatdra altalanositjuk.
lepyen
aa=A, 2.3-2

ahol

Al=|«|la], 2.3-3

valamint A és a irdnya megegyezik, ha «>0. Amennyiben «<0, akkor A és a
iranya cllentétes.

A 2.3-3 definiciobdl és az dsszeadds tulajdonsagaibdl kovetkezik, hogy a vek-
torok ¢s szamok szorzata disztributiv az

x(a+b)=oa+ b 2.3-4

értelemben. A disztributiv tulajdonsag
egyszeriien belathaté a 2.6. dbra alap-
jan.

Az abran a, b, ¢ egy haromszdg ol-
dalai, és iranyitdsuknak megfeleléen

2.6. dbra at+b=c. 2.3-5

Ha a haromszog oldalait « # 0-val megszorozzuk, akkor egy hasonlé harom-
sz0phoz jutunk. (Az «<0 esetben az Gj hdromszoget tiikrozéssel és méreteinek
arinyos viltoztatasaval kapjuk meg.) Kovetkezésképpen

o(a+b)=ca+ ab=ac. 2.3-6

A szammal (skalarral) valo szorzds segitségével sok fizikai Osszefiiggést ki-
tfejezhetiink.

Skalir- és vektormennyiségek szorzataval fejezhetéd ki példaul az impulzus,
tomeg ¢s sebesség kozotti
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poomy
vy iz erdy, pyorsulis ¢s tOmeg dsszefiippését meghatirozo

F=nn

ivpesobat s,

2 UL A haromszog-egyenlStlenség

Lepyen
atb=c.

Phkkor o hirom vektorbol haromszog képezhetd, igy
a+b=c. 2Ry

A 2 3 formuldban a délt betlik a megfelel betiivel jelolt vektormennyiségek
whnzolut ericket jelentik. Az osszefliggés kovetkezik abbol, hogy egy harom-
aedp ket oldalanak 6sszege mindig nagyobb a harmadik oldalnal. Egyenl6ség
vank ukkor johet létre, ha
a=ab, azaz a=uab.
bz esctben
a+b=(1+a)b, azaz c=(1+4 x)b.
Lohilt ckkor
a+b=c,

vapyis 0z a, b vektorok ekkor egy iranyiak.

;12 Vektorok linearis kombinacioja

A vektor-¢és skalarmennyiségek szorzatanak értelmezésckor megallapitottuk,
'llup_y i
b=ca 2.3-8

vektorok a-val parhuzamosak. Ezeket a vektorokat a tovabbiakban azonos
illdwi vapy egy egveneshe esd vektoroknak nevezziik.

Nelivthatod, hogy minden az a #0-val egy egyenesbe es6 b eldallithatd a 2.3-8
aluk bun. Ugyanis az

vitlusztias esetén

|
9 4081, Vektammzimitin i’



A fentd tétel meglorditis is crvényes, Az g o b vektorok epy epyeneshe esnek,
ha létezik olyan «, g szampar, amelyben legnlabb az epyik sziam nem zeérus,
melyre

ag | b0, 2.3-9
J
ugyanis ha pl. « =0, akkor gzil- b.

Az a feltétel, hogy o, g valamelyike nem nulla, az
a4+ f2=>0 2.3-10

alakban is megfogalmazhatd.
2.3-9 ¢s 2.3-10 szitkséges és elégséges feltétele az a €s b vektorok parhuzamos-
saganak. Vagyis a és b nem azonos dllasu vektorok, ha barmely |

2+ f2=0 23-1in
feltételt kielégité «, B értékparra |
ca+ fb=0. 2.3-12%

I'z csetben az a és b vektorok egy sikot feszitenek ki. .
1! sik vektorai elallithatok
c=aa+ fb 2.3-13

alukban. A 2.3-13 alaka kifejezést az a és b vektorok linedris kombindcidjdnak
nevezzik.

A kovetkezdkben bebizonyitjuk, hogy az a és b dltal kifeszitett sikba esd dsszes|
vek tor elddllithatd az a és b vektorok linedris kombindcidjaként.

Legyen ugyanis ¢ tetszoleges, az ab sikba esé vektor. Vegyiink fel egy para-
lelogrammat, amelynek ¢ az egyik atloja, két oldala pedig beleesik a és b egye-
nesébe.

A 2.7. dbra jelbléseivel AB= A; AD B és AC ¢. Tehat

¢c=A+B. 2.3-14

Mivel azonban A ¢és a, illetve B és b azonos allast vektorok,

A=ua, és B=/7b, 2.3-15
c
ahol
A p .
i /3—?.
vagyis !
c=oaa-t /b 2.3-16
27, dbra alakban irhato — allitisunknak megfelelGen.




U ordtel meglorditasaként 2. 316 alupjan megillapitjuk, hogy hivom vektor,
B b g nkkor éaosak akkor esik epy sikba, i letezik olyan o, g4, p szamhiarmas,
il

a2y =0 2.3-17
M anmelyekkel
an -t b+ ye=0. 2.3-18
A fontl alhitas epyszerii atfogalmazisiabol kdvetkezik, hogy amennyiben 2.3-17-ct
Pleldgito tetszolepes o, (1, ¢ szamhiarmasra
aa+t b4 yc#0, 2.3-19
abkin n, b, ¢ nem fekszik egy sikban.
k ok Kk

A kivetkezokben belatjuk, hogy a 2.3-17 és 2.3-19 feltételeknek cleget tevd,
fohidt hidrom, nem egy stkba esd a, b &s ¢ vektor linedris kombindcidja segftségével
il ey d vektort elédllithatunk.

Lopyen d a tér epy tetszdleges vektora. Képzeljiink el egy paralelepipedont,

winelynek cpy esucesba osszefuto élei rendre parhuzamosak a 2.3-17 és 2.3-19-
sk elepet tevo a, b, e vektorokkal, testatldja pedig d.!

A DS dbrajeldléseivel legyen

A=AB, B=AD, C=AH,

I g
Valimint Lo
- €1/ HD S Rrrawtgion cemper et
d-AF,
A
A abin alapian Lithato, hogy 2.8. dbra
A+B+C=d. 2.3-20

AMivel A cs ag B ¢s b, valamint € és ¢ rendre azonos alldsu vektorok, igy

A=a2a; B=pb; C=yc,
Al

A B c

o . /ﬁ’:r,;; 7

' ot meglogalmazasokat egyszeribb formara hozhatnank, ha az eleve nulla vektorokat ki-
B oank gy plo 23418 helyett az egyszeriibb 2.3-16-ot hasznalhatjuk, ha feltessziik, hogy a <0 ¢s
e b Avval hogy kettd, (a, ) helyettharom, (a, 8, ) egyiitthatot hasznalunk, olyan kifejezésckhez ju-
Lk anelyek nkkor s érvenyben maradnak, ha az a, b, ¢ vektorok kozott nulla vektorok is szere-
pielhieirnd
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Ennek alappin 2,020 oy

st fbaoye o d 2.3-21

’ X |
alakra hozhatd, Mivel d-re semmilyen megkotést sem tettiink, 2.3-21 ¢ppen az
credeti allitast jelentl,

Tapasztalati tény, hogy a térben eljarasunk nem folytathatd, azaz mindet
térbeli vektor elallithaté harom adott, nem komplanaris vektor linedris kom
bindciojaként. Ez annak kifejez6dése, hogy teriink haromdimenzios.

2.4. Vektorok éaltal alkotott szog

gy pontbdl induld két vektor altal alkotott szogdn a metsz6 irdnyvonala
altal alkotott egyik szoget értjiik. Az egyértelmiiséget ugy biztositjuk, hogy a
a és b dltal bezart szdgnek azon legkisebb elfordulds szogét nevezziik, amelly
a-1 b irdnyaba fordithatjuk el. E definici6 akkor is fenntarthato, ha a vektoro
irinyvonala nem metszi egymast. Ebben az esetben is

x=(a, b«

az a szog, amellyel a-t elforditva, b-vel parhuzamossa valik.
2.5. Vektorok skalaris szorzasa

rokbdl sajatos modon szarmaztathatok. Ilyen példaul a munka szamérték
Ha az F erd s elmozdulas sordn fejti ki hatasat egy testre, akkor a munkavégze

W =Fs cos 9,

ahol # az erd és az elmozduldsvektor altal alkotott szog.
Bevezetjik az
Fscos 9=Fs

jelolésmodot. Az Fs szorzatot az erd és elmozduldsvektor skaldris szorzatana
nevezziik.
Altalaban az a, b vektorok
ab—A

skaldris szorzatdn az
A=abh cos 2.5-
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mwnnyiscpet argik, ahol 2z g, b vektorok altal bezart
weby (29 dbra). /
Az g vektornak onmapgaval vett  skaliaris  szorzatit o
Wi el jeloljik. A definicio alapjin tehat £

2 2.9. dbra

an - o’

A skaliris szorzas deliniciojat az indokolja, hogy alkalmas a valosdgban el6-
Torduld dsszefiigpésck leirasdra.

25,1, A skaliris szorzat tulajdonsagai

Pldsz0r mepvizsgaljuk, hogy a valos szamok szorzasara vonatkozé 1.2-(5, 6,
1, K) mliveleti szabilyok koziil melyek érvényesek a vektorok skaldris szorza-
(NITE

A 2.5-3 definiciébdl kovetkezik, hogy

ab=ba, 2.54

Wwhit o skalaris szorzas kommutativ. TetszOleges vektornak az n nullvektorral
bdpezett skalaris szorzata zérus:

an=0. 2.5-5

A 2.5-5 egyenlSség és a szamokra vonatkoz6 megfeleld 1.2-8 formula kozott
sy tontos killobnbség van: szamok esetén az

ax=0 (a=0)
Bt lippésbil egyértelmiien kovetkezik, hogy x=0. Az
ax-0 @~0) 2.5-6

velitorepyenletbdl azonban nem kovetkezik az x =0 eredmény.
Dielinicio szerint ugyanis
ax = ax cos 9. 2.5-7

450 teljestlhet a <0 és x ~0 esetén is, ha
cos #=0, azaz #=90°,

yupyin ha az a ¢s x vektorok merdlegesek egymasra.
Az x vektor zérus voltara csak akkor kovetkeztethetiink, ha az

ax=0 2.5-8

epyenldacp tetszOlepes a-ra fennall, Valéban, ha 2.5-8 tetszbleges a vektorra
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fennall, akkor a7z w o yore 2 wehjesal, et
x' 0.

LEbbO! viszont kKdvetkezik, hopy

x=0. 1]
A fenti tétel egy fontos alkalmazasa a kovetkezd: Legyen l
ax =ay 259)
tetszdleges a-ra, akkor I
ax-y)=0
minden a-ra, s igy
P S G

vilgyis ,
X=Yy. 2.5-10

Utobbi eredményiink fontos szerepet jatszik a vektoregyenletek megoldasa-
kor.

A skaldrszorzds eredménye nem vektormennyiség — a miivelet kivezet a
vektorok korébdl —, nincs tehat olyan vektor, amellyel szorozva, tetszbleges
vektor valtozatlan marad.

A vektorok skaldris szorzatdval kapcesolatban az eredeti értelemben vett egy- |
seprol nem  beszélhetiink. Célszer(i azonban tetsz8leges iranyu vektorokhozs
cpyscégvektorokat bevezetni a kovetkezé modon.

Az a -~ vektorhoz tartozo egységvektor

k= 2.5-11

Q IIﬁ

2.5-11 alapjan lathato, hogy k és a azonos iranyu vektorok, valamint hogy k= 1.
(Innen az egységvektor elnevezés.)
A k vektor segitségével a-t az

formaban fejezhetjiik ki.

Fnnek segitségével az ab=ab cos 9 skalarszorzat b cos ¢ tényezdjérél felis-
merhetjik, hogy !
kb=5 cos 9. 2.5-12

1 2.5-12 szorzatot a b vektor a-ra vett vetiiletének nevezziik, és

kb=bcos #=b, 2.5-13
val jeloljik.
A vetiiletet vektorként is kezelhetjiik, definicid szerint

b.=kb,, 2.5-14



eyl b, oz iy ba endd b, abszolit értek g vek

toa . A vettifetvektor peametriad jelenteset o 210 b
dbra mutad ). 4
Moepallapithatjuk azt is, hopy L? b, i
Db =D. 2.5-15 2.10. dbra

7]

A detinicobdl a ba, — ab,, dsszefiiggés is kovetkezik, ahol a, az a vektor b-re
vl vetillele,

A asszociatly torvény nem érvényes a skalarszorzatra. Harom vektor szor-
st i osak gy értelmezhetjitk, ha megadjuk a szorzasok sorrendjét. Az (ab)c
seonzatl peldiaul ¢ iranya vektor, az a(be) viszont a irdnya vektor. Igy a kétféle
nsonznt esak epcszen kiilonleges esetekben egyenld.

A vektorosszeadasra és skalaris szorzasra érvényes az

(a+b)e=ac+be 2.5-16
Oaszelippcssel kifejezhetd disztributiv torvény.

A bhizonyitas clvégzéséhez vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

a+b=A, é (a+be=0. 2.5-17
I pyszeriiség kedvéért foglalkozzunk eldszor azzal ST
W esettel, amikor a, b és ¢ komplanaris vektorok. 7
A ' Il dbra alapjan egyszer(ien beldthato, hogy // b
O=A,c, 2.5-18 v
whuol A, az A vektor e-re vett vetiilete, és /// .
Al =d, + b]. s gty
Tehat ! g
Q=(a,+ b,)c=a,c+b,c. 2.5-19 e
Ay a, ¢s b, vetiiletek segitségével 2.11. dbra
ac=ac, bc=bc. 2.5-20
K ovetkezeskeppen
Q=(a+hb)=ac+be, 288321

amib eppen a szorzat disztributivitasat jelenti.
254016 azonban akkor is helytalld, ha ¢ nincs az a és b vektorok sikjaban.
Seorkessziink e-re két merdleges sikot, amelyek egyike az A=a+b vektorok
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P oveppontjian, nomasik az
/ w vektor O véppontjin
mepy it (2,12, dbra). Le-
» pyen i sikok ¢s a ¢ vek-
A //ﬂ/ for  epyenesének  dofés-
L pontja £, ¢s . Leolvas-
,,y/ hatd, hogy, ha A, az A
B \ vektor c-re vett vetiilete és
/// a \
8 /\\ R a=0Q, ¢ b=0QP,
’ " % f akkor
/ A|:ﬂ|+b|.
/ Ezutan a sikbeli bizo-
915 Abya nyitas valtoztatas nélkiil

megismétethetd a térbeli
esetre.

1.5.2. Alkalmazas. (A cosinustétel)

A skalaris szorzas felhasznalasaval egyszeriien adodik a hdromszogekre vo-
umtkozo cosinustétel. Legyen a, b, ¢ harom vektor ugy, hogy

b—a=c; 2.5-22

i hirom vektor hdromszoget képez. A fenti Osszefiiggést négyzetre emelve,
wadik, hogy
¢*=a’+b?—2ab,
s minthogy
ab=ab cos y,

hol y az a és b vektorok altal bezart szog, azt kapjuk, hogy
c¢t=a*+ b*—2ab cos . 2.5-23

'z u haromszdgre vonatkozo cosinustétel. Tovabba 2.5-23-bol kovetkezik,
iopy'

2 AL )
cos y= a_+2l; b_c_ . 2.5-24

2.13. dbra

I A gondolatmenetet megforditva, a fenti egyenletet a szog kilonleges definiciojanak is felfoghat-
1k
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2.6. A vektoriahs szorzal

Talalkozunk olyan tizikai torvényekkel, amelyekben két vektor egy harmadik
sk tort sajatsigos modon hataroz meg. Igy a B mdgneses térben v sebességgel
Mozpd ¢ 1olesre hatéd erdt a kovetkezé formula alapjan hatarozhatjuk meg:

F '( B sin . 2.6-1

A lTormulaban # a y és B vektorok altal alkotott szog. A képlet alapjan csak
ne e nagysaga adodik. Az F erd irdnya tapasztalat szerint merdleges a v és
B alial Kifeszitett sikra €s a v, B és F vektorok jobbcsavart alkotnak. A 2.6-1
fenmulit szokds az

F-5(yxB) 262

wlak bun is felirni, ahol
YXB
o lenticknek megfeleld irdnyad és
[¥xXB|=vB sin ¢

almzolot érték( vektort jelent.

v « Bt a v és B vektorok vektoridlis szorzatdnak nevezziik. Hasznélatos még
i Wlsd vagy keresztszorzat elnevezés és a [yB] jelolés is.

Altaliban az a és b vektorok vektoridlis szorzatdn a

c=axb 2.6-3

vek Lort értjiik, ahol a
¥ m
c¢=absin y 264 4 it
() iz n és b vektorok altal bezart szog). A 2.14. &
2.14. dbra

dbra alapjan megallapithatjuk, hogy a ¢ vek-
lor napysiga éppen az a és b vektorok altal
alkotote paralelogramma teriiletének szamér-
twhe «

\ ¢ vektor irdnydt az a és b vektorok sikja-
1 merdlegesnek vessziik agy, hogy a, b, ¢ az
mlotl sorrendben jobbrendszert alkot! (2.15.

n""ll ) 2.15. dbra

" Jubbrendszeren a jobb keziink hiivelyk-, mutaté és kozépsé ujjahoz hasonld sorrendii rendsze-
sehn dinyuk (abra). Azt, hogy az adott sorrend a, b, ¢ vektorok jobbrendszert alkotnak-e, konnyen
slencnizhetyiik gy is, hogy ¢ helyébe egy ,,jobbesavart” képzeliink. Képzeletben forgassuk az a vek-
Bl b lele. Amennyiben az a helyére képzelt csavar erre a forgatasra ¢ iranyaba mozduina, akkor g,
b, ¢ ivbbrendszert altkot.
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Mopjepyezaok, hogy o vektoridhin szorzton iy i definiibhatnank, hogy o
L6V képlethen az w, b, ¢ vektorok Balcsavint slkothassanak, 12 konvencid ép-
pen upy alkalmas lenne hizikai OsszelOgpések deirasirn, mint az altulunk meg-
wott Konvenciok. Ha a Konvenctor vitltoztatjuk, o torvények leirasaban pusz-
tan clojeleserck jonnek Iétre. Fontos azonban, hopy cpy konvenciohoz ragasze
kodjunk, mert cgyébként eldjelzavarok 1épnek (el

A vektoridlis szorzat definicigja ismét nem matematikai sziikségszeriség ko=
vetkezménye. A 2.6-1 Lorentz-10rvény és mias hasonld szerkezetl fizikai torve-
nyck leirdsa teszi hasznossa a vektorok kozotti, vektorértékii eredményt add
tjabb szorzasi mivelet bevezetését.

2.0.1. A vektorialis szorzat tulajdonsagai

Roviden dttekintjiik a vektorialis szorzas tulajdonsagait. Vezérfonalként cél-
szerti ismet a szamok szorzasara vonatkozé 1.2-(5, 6, 7, 8) szabalyokkal torténd
Hsszehasonlitas.

A vektorialis szorzas nem kommutativ. Az irany meghatarozasabol kovetke-
ik, hogy

axb=-bXa, 2.6-5

b-t ugyanis éppen ellenkezd irdnyu forgatassal vihetjiik at a-ba, mint a-t b-be.
Az ilyen tipusa szorzasi miiveletet antikommutativnak szokas nevezni.
Az
ax0=0 2.6-6

bsszeliigpés fenndll, azonban az
axy=0 (a=0) 2.6-7
epyenliscpbdl nem kovetkezik, hogy y=0, hiszen
laxy|=aysin #=0 2.6-8
(py is z¢russa valhat, ha
sin #=0, azaz ¥=0 vagy =. 2.6-9
2.0-9 azt jelenti, hogy parhuzamos vektorok keresztszorzata zérus.
Amennyiben azonban 2.6-7 tetszbleges a = 0 esetén fennall, akkor ebbd) mar
kovetkezik, hogy y=0.
Megallapithatjuk azt is, hogy a vektorialis szorzas miveletére nem létezik
olyan vektor, amellyel tetszGleges vektort szorozva, a szorzand6 nem valtozik.
(Nem fétezik tehat az egységszamhoz hasonléan visclkedd vektor.) Ez kovet-

kezmiénye annak, hogy a vektorialis szorzas eredménye mindkét tényezére me-
roleges.
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Harom vekton
Ap-(bg) 2.6-10

hrmus vektorialis szorzata ismét vektort ad credményiil. A hdrmas vektor-
weorztra wzo asszociatly torvény nem érvényes. A miivelet tulajdonsagainak
vizspalatira mdég visszatériink (4.7. fejezet).

Az nsszeadisra ¢és vektoridlis szorzdsra vonatkozd disztributivitds az

ax(b+c)=axb+axe 2.6-11

drlclemben fenndll, bizonyitasat azonban csak késébb adjuk meg.

2.7. A harmas vegyes szorzat

I6bb vektor osszeszorzasakor el6fordulhat az aldbbi tipusd, Gn. hdrmas ve-
pyus szorzat:

a(bx ¢)=0. Pk

2 /1 szerint a b és ¢ vektorok vektoridlis szorzatat kell az a vektorral skalarisan
BZOTOZNN.

Az eddigi definiciok alapjan ezek a miiveletek rendre elvégezhet8k. Az ered-
menynek azonban egyszer(i geometriai jelentése is van.

Ia az a, b, ¢ vektorok egy sikban fekiisznek, akkor barmely kettd vektorialis
sorzata a sikra és igy a harmadik vektorra is merdleges. gy a harmadik vek-
torral valo skalaris szorzat nullat ad. Tehat

a(bx¢)=0,

I n. b, ¢ komplanaris vektorok. (A fenti eredmény akkor is érvényes, ha a
vl torok kozott nulla vektor is el6fordul.)

l.epyenek a, b, ¢ nem komplanaris vektorok. Ezek a térben egy paralelepipe-
dont feszitenek ki (2.16. dbra).

A b < ¢ vektoridlis szorzat abszolut értéke
n b es ¢ vektorok altal kifeszitett paralelog- /
vumma  teritletének szamértékével egyenid. /
Az ubra szerint pedig az a vektor b X ¢ irdanyu
vetlilete éppen a paralelepipedon magassa-
givil cgyenld, tehat

m=a cos . 2.7-2 2.16. dbra

A paralelepipedon alapteriilete

T=|bxe|. Peles
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A 1erToput
Vooib =g agon 2. 7=l

2 -4 eppen az a, b, ¢ vektorok vegyes szorzutiinak abszolut érteke.
Altaliaban azt irhatjuk tehit, hogy

la(bxe)| = || = F. 2.7°8

Szamitsuk ki a paralelepipedon térfogatat most ugy, hogy az a és b vektorok
altal meghatiarozott paralelogrammat tekintjik alapnak. Természetesen a tér-
fopat ugyanannyi marad, tehat

laxblccos y=V, 2.7-6
) most az a X b ¢s ¢ vektorok altal bezart szog. 2.7-6 azonban az

(@axbel=V 2.7
szorzat abszolat értéke.

Hasonl6é eredményt kapunk, ha az a, b, ¢ vektorokbol tetsz8leges sorrendii
hirmasszorzatokat képeziink. Megéllapithat6 tehat, hogy harom vektor vegyes
szorzatanak abszolut értéke a vektorok tetszOleges sorrendje esetén azonos.

Ha az cljeleket is figyelembe vessziik, a harmas vegyes szorzat értéke attol
fugpQen pozitiv vagy negativ, hogy az g, b, ¢ vektorok az adott sorrendben
jobbrendszert alkotnak, vagy sem.

Ha a, b, ¢ jobbrendszert alkot, akkor a 180°-nal kisebb szoget zar be bx¢
winydaval, tehat v pozitiv, vagyis a vegyes szorzat a test térfogatat adja.

Lehit ha a, b, ¢ jobbrendszert alkot, akkor

abx¢)=claxb)=blgxa)=",
(ll‘
2.7-8
a(cxb)=c(bxa)=baxg)= V.

'z azonban azt jelenti, hogy a vegyes szorzat értékének egyértelmii meghata-
rozisihoz clegend6 a vektorok sorrendjét megszabni, a miiveleti jelek sorrendje
tetszoleges lehet.

Bevezethetjlik tehat az

a(bx¢)=(a, b, ©) 2.7-9
rovidebb jelolést.
A lenti eredmények komplandris vektorokra is érvényesek, ahol a vegyes
szorzal eltiinik.
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211, Cikhikus permutacid

2O1E alapjan athatd, hogy az a, b, ¢ vektorok harmas vegyes szorzatanak
eldjele o hivrom vek tor sorrendjétél Figg. A sorrend konnyebb dttekintésére be-
vizetjitk o ciklikus permutacid fogalmat.

ltjuk fel az a, b, ¢ mennyiségeket egy kir mentén (2.17. dbra), valamely —
pélciul az dramutatd jarasaval ellentétos — irdnyban haladva. Az a, b, ¢ sor-
tendhez tartozé ciklikus permuticionak nevezzitk a harom elem olyan permu-
thctolt, amelyckben tetszbleges helyrdl indulva, a megadott irdnyban haladva
soljuk fel az elemeket. a, b, ¢ ciklikus permutécioi tehat:

Py
a-bol indulva a, b, ¢, =
bl indulva b, ¢, a,
¢bol indulva ¢, a, b. (b) (¢) ‘;ﬁ’f,
cab
lorditott sorrendben haladva, az a; b, T i
¢ norrendhez tartozé nem ciklikus pér-
mutaciokhoz jutunk. Ezek:
aval kezdve a, ¢, b, ~ rmach
bevel kezdve b, a, ¢, Uig‘é
cvel kezdve ¢, b, a. 2.17. a dbra

Az igy kapott permutacidk pl. az a, &, b permutacié ciklikus permutacioi-
kent kaphaték meg.

A ciklikus permutécidk felhasznélasaval egyszeriibben felirhatjuk 2.1-7 ered-
menyeket.

Lepyen
a=a), b=a®, c=a® 2.7-11

hirom jobbrendszert alkoté vektor. Igy
a® @) xaMm)= + 1, Vil g

ahol a pozitiv eléjel akkor érvényes, ha K, L, M az 1, 2, 3 szamok ciklikus per-
mulacidja, a negativ eléjel pedig akkor, ha K, L, M az 1, 2, 3-nak nem ciklikus
permutacioja.

Amennyiben a 2.7-11 vektorok valamelyike a 2.7-12 szorzat tényez6i kozott
hetszer szerepel, akkor a harom vektor dltal meghatdarozott paralelepipedon el-
tnjulo, térfogata s igy a 2.7-12 szorzat értéke zérus.

Példaul ¢z az eset fordul el6, ha K=L=1 és M =2, Ebben az esetben azon-
bun K, L, M az 1, 2, 3 szamoknak nem permutacioja!

Altaldban, ha 2.7-12-ben K, L, M az 1, 2, 3 szamoknak nem permutacidja,
nkkor a vegyes szorzat értéke zérus.
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2.7.2.A Levie Civitasszimbolum

Osszetoplalva a fenticket :

+[VI, ha K L, M az 1, 2, 3 ciklikus permutacioja,

At a1 V|, ha K, L, Maz 1,2, 3 nem ciklikus permuticioja,
0, ha K,L, M az 1,2, 3 értékeknek nem permuta-
cidja. 2.7-13

A 2.7-13 dsszefiiggés epyszeriibben felirhato az e, », un. Levi—Civita-szimbo6-
lum bevezetésével.

+1, ha K,L, M az 1, 2, 3 ciklikus permutaciéja,
txrm=y1— 1, ha K, L, M az 1, 2, 3 nem ciklikus permutaciéja, 2.7-14

l 0, ha K,L, M az 1, 2, 3-nak nem permutacidja.
A Levi—Civita-szimbolum segitségével a harmas vegyes szorzat értékét az
exmdMaaM=p 2.7-15

formula adja, ahol Vaz at” (j=1, 2, 3) vektorok altal meghatarozott paralelepi-
pedon kdbtartalmat jelenti.

2.7.3. A vektorialis szorzat disztributivitasa

A vektorialis szorzatra vonatkozo
(a+b)x¢c=axc+bxe¢ 2.7-16

disztributiv torvényt a skaldris szorzatra mar kimutatott disztributivitas segit-
sépcével bizonyitjuk.

Flsé IEpésként belatjuk, hogy a hdrmas vegyes szorzat mindharom tényezs-
jben disztributiv.!

Minthogy
(a+b)x=ax+bx, 2.7-17

w2 ni b, ¢, x vektorok hdrmas vegyes szorzatara fennall az

Yt az eljiarast Katus Gabor elsd éves fizikushallgato javasoltn
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dmazalipges, A hilrmas vepyes szorzal erteke nem vibtozik, ha tenyezoit cikli-
buisan permutadjuk, ey 20408 Gz

ihink ban s Telirhato,
Iz viszont azt jelenti, hopy

X((a +b)x¢)=x(@xe+bxc). 2.7-20
2120 tetszolepes x-re érvényes, tehat N
o
(@a+b)xg¢—-axeg+bxe, 2008

vilgyis o vektoridlis szorzat disztributiv.
Az asszociativ és disztributiv torvények tobb tagu kifejezésekbdl alkotott
seonzatokra vonatkozé alkalmazasabél kovetkezik, hogy

[%’ﬂ‘g(k)JX[; h(l)]z;‘zi [g(r’\')xl_)(l)] ) 2700

A 2.7-22 15k€letes megfelelSje a szamok esetén bizonyitott 1.4-14 szabalynak,
vispyis hogy két tobb tagu kifejezés szorzatat gy kapjuk, hogy egyik tobbtag
minden tagjat a masik tobbtag minden tagjaval megszorozzuk.

3. A derékszogii koordinata-rendszerek

A vektorokat nagysagukkal és iranyukkal jellemezziik. A vektorok irdnyat
altaliban valamilyen rogzitett iranyokhoz viszonyitva lehet megadni. Egyértel-
mucn jellemezhetd egy vektor iranya a Foldon példaul a vizszintes sikkal alko-
1ot szoppeet, valamint a vektor vizszintes sikra vett vetiilete és pl. az északi
Iruny altal alkotott szoggel.

A kovetkezdkben a vektorok jellemzésére mas modszert valasztunk. A 2.3-2
fejeszetben littuk, hogy a tér tetszdleges x vektora eldallithatd

x=oa+pgb+ yc 3.1

alakban, tehat az a, b, ¢ nem komplanaris vektorok linearis kombinacidjaként.
Av u, [,y szamok egyértelmien jellemzik az x vektort. Az a, b, ¢ nem kompla-
wicis alapvektorok lerdgzitése utan tehat minden vektor egyértelmien jellemez-
heto hirom szam scgitségével.

Az a, b, ¢ alapvektorok egy ¥ koordinata-rendszert feszitenek ki. Adjuk
mep ugyanis a rendszer origdjat, és vegyiik fel a tengelyeket az a, b, ¢ vektorok

- x
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wanyaban, A ketket alapvektor abial kiteszion sikokut o ¢ rendszer koordis
matasikjainak, az «, g,y szimokat pedig 5 8 vektor 2ebeli koordinataimak
nevezzuk.

Kulonosen egyszeri helyzetet allitank ¢lé, ha alapvektorként hirom, parons
kKént epynuiisra merdleges egységvektort vilasztunk.

Megallapodas szerint tehat

e'h = g@V = 2L 3

nzaz

= QTS e 14
Az epységvektorok merdlegessége miatt

ee® =g@We®—g®_q 3

3.1. A Kronecker-szimbélum

A 3.3, 3.4 formuldkat a kovetkez6 modon foglalhatjuk dssze:

- | B
(f), (k) 3 L] + i 3
e'e _{0‘ W e (INIG=pI2N8)): 3.1-1
Hasznalatos az
g(i)g(k)z 6ik (ia k= 1: 23 3) 3.8

jelolés is, ahol 4, a Kronecker-szimbolum, melynek definicidja:

_jl, ha i=k,

%4=10, ha ik

3.1-

A 3.1-3 delinicio altaldnos, nemcsak az i, k=1, 2, 3, hanem tetszGleges i,
¢rtckekre értelmezi a Kronecker-deltat.

3.2. Ortogonalis koordinatak

A szemléletbol kovetkezik, hogy az ¢, @), ¢® vektorok nincsenek egy sik-
han. Egyszeriien bizonyithatjuk, hogy a 2.3-19 kritériumnak is eleget tesznek.
Legyen
x=o0e"+pe® +ye®. 3.2-1
Lmeljitk négyzetre az egyenletet. A skaldris szorzisra érvényes a disztributiv
lorvény, igy a szorzast tagonként végezhetjiitk. 3.1-1 felhasznalisaval ez az
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X ol (g QP 4 (et M) 8.2-2
aredmenyre vezet, vagyis tetszoleges a, g4, 9 esetén, melyre
a4 (24 y2==(),
x#0,

thing ¢, ¢ e valébban nem egysika vektorok.

lTetszdleges a vektort elGallithatunk tehdt az e, ¢@), e® vektorok linearis
Lombindcidjaként.

Lepyen

a=a,eV+a,e®+ae®. 3.2-3
Az ay, ay, ay értckeket az a vektor X koordinata-rendszerben vett koordinatdi-
ik nevezziik.

Ava, (k=1, 2, 3) értékeket és szemléletes jelentésiiket megkapjuk, ha a 3.2-3
spyenldséget rendre beszorozzuk ¢%)-val (k=1, 2, 3). 3.1-2 felhasznaldsdval azt
Kapjuk, hogy

ae®=q, (k=1,2,3). 3.24

Az a, criékek tehat az a vektornak az egyes koordinatatengelyekre vett vetii-
lstével cgyenldk. Az a vektort a

1(§)=al, a, ds i)
sedmbirmas jellemzi. Az egyszeriibb irdsmod kedvéért azt is irhatjuk, hogy
a,;, a,, ay=a.

N 1evesszilk Ossze a-f @-val! Az a egy szamhdrmas, amely az irdnnyal és ab-
sl értékkel rendelkezd a vektort egy ¥ koordinata-rendszerben reprezen-
iln, o pedig egy fizikai mennyiség. 3.2-5 helyett azt is irhatjuk, hogy

X(@)=a. 3.2-6

# | us u vektor X-beli reprezentacidjanak nevezzik.

2 |. Az alapvektorok reprezentacidja
Vatirozzuk meg az alapvektorok koordinatait:
X(e®)=e® (k=1,2,3),

e =NeMleft) (k=1,2,3).
 Mivel

3
g el ), 3.2-6
I=1
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u koordindtik jelenténének 3.2-4 értelmezéns ilipjan

eM=8,, (k,Iml,2, D, 3.2-7
Kevésbé tomor formaban felirva 3.2-7 azt jelenti, hogy
e’=1,0,0; e®=0,1,0; ¢®=0,0,]1. 3.2-8

4. Vektormiiveletek derékszogii koordinatak
segitségével

A vektormiiveleteket koordinata-rendszert6l fiiggetleniil vezettiik be. Deli-
niciok konstrudlasakor ez mindig lényeges kovetelmény, hiszen a reprezentd-
ciokat csak technikai okok miatt vezetjilk be. A reprezentacio jellegzetességei-
nck azonban el kell tlinniiik a formulakbdl, ha objektiv Osszefiiggéseket irunk
le. Ezért csak reprezentaciotol fiiggetlen miiveleti szabalyok esetén nyerhetiink
olyan matematikai apparatust, amely a természet Osszefiiggéseinek tiikrozésére
alkalmas.

Hasznos azonban azon révid miiveleti szabalyok megkeresése, amelyek se-
pitségével a reprezentaciotol fiiggetlen, adott miiveletek a reprezentaciok segit-
sépdvel hajthatok végre.

A kovetkez8kben a kiilonbdz6 vektormiiveletek reprezentacitival foglalko-
zunk,

4.1. Osszeadas

Legyen
at+b=c 4.1-1
é8
1’(?!)=3=01, a, as, z(b)=b= bls bz, b?n z(£)=c= Cy, €2y C3-

Fehat

4.1-2-t beirva 4.1-1-be kapjuk, hogy

3 i
D (a+b)e"= 3 e 4.1-3
ke | Ko |




e~ - T—

A1) ket oldalinak Oaszehasonlitisabdl kivetkezik, hogy

e+ by=c¢, (k=1,2,3), 4.1-4
wipyln ket vektor dsszepének (az eredd vektornak) komponenseit a megfeleld
otnponensck Osszege adja. A 4.1-4 formulakat az

at+b=c 4.1-5
Ihlensel foglalhatjuk Ossze.
4,141 ¢s 4.1-5 tulajdonképpen ugyanazt jelenti. Mindkét formula a két vek-
I Onnzeperését fejezi ki. 4.1-1 arra utal, hogy az a és b vektorok Gsszege hogyan
tirozhatéd meg a paralelogrammaszabaly segitségével, 4.1-5 pedig arra, hogy
t(n) - a ¢és X(b)=D>b reprezenticidk segitségével hogyan hatdrozhaté meg az
snsepvektor reprezentacioja.

4.2. Szorzas skalarral
Lopyen ¢=oa és
3
a= 3 ae®.
k=1
A dirztgibutivitds értelmében

k]
_ k)
ag= 2 aae®,
k=1

vilgyls o ¢ vektor komponensei az a vektor komponenseinek «-szorosai. Ska-
frul tehdat komponensenként szorzunk.

Fehat
c=ua. 4.2-1

A isszeadasi és szorzasi miivelet elvégzésébdl kovetkezik, hogy a

3
b=3 ., 4.2-2

b=> «a, 4.2-3



———
4.3 A skaldns szovznt reprezentacidga
Lepyen
A ]
a= 3 a,e*; hm 3 bo' 4.3
kel hed
Ekkor az 1.4. fejezet értclmében a skaldris szorzat disztributivitasat figyelem
véve:

3
ab= > a,be“e®. 4.3-
ko1

Az e® (k=1, 2, 3) vektorok merdlegessége miatt a killonbozé alapvektor
szorzatat tartalmazo tagok eltlinnek, és igy 4.3-2 az

3
ab= 3 ab, 43-

alakra cgyszer(isodik. 4.3-3 tulajdonképpen a skaldrszorzds ¥ koordinat:
rendszerbeli elvégzésére ad miiveleti utasitast. Bevezethetjiik az
ab=ab 4.3-

jelolest is. 1tt a bal oldal a és b skalarszorzatat, a jobb oldal pedig a skalarszo
zas ¥ rendszerbeli kiszamitdsi modjat jelenti, vagyis

3
abcos 4= 2, ab,. 4.3-
k=1
Mivel az ab cos & érték csak az a és b vektoroktdl fiigg, a

3
2 aib,
k=1

éricknek — tetszéleges derékszogili koordinata-rendszert hasznalva — azono
nak kell lennie.

Legyenck a koordinéta-rendszpr alapvektorai ¢V, ¢®), ¢®), a ¥’ koord
nita-rendszeré pedig g(')', g‘z)’, e® . Az a, b vektorok mind a %, mind a ~
koordinata-rendszerben el6allithatok.

Legyen

3 i
=d (k) ralk)
a=2 ae" =2 ae™’,
k=1 K=

3 A
b= 3 he®= T biet"’,
B=1 k=i
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)= awa, dy, ay, KED)mbs by, by, by,

() =a'=a}, a3 a5 L=b' =), b, 0.

As ab skalarszorzatot mindkét koordinata-rendszerbeli reprezentacioval ki-

Wleehetjiik, és
: | 3
ab= > a,b, = I.Z ab;, AL B

k=1 I

ball lepyen. 4.3-6 dirckt bizonyitdsara késébb tériink ki.

4.4. A vektorialis szorzas elvégzése derékszogii
koordinatakkal

al Hatirozzuk meg elészor egy jobbsodrasi % koordinata-rendszer

1). 2). 3
Q(), Q(), Q()

ulapvektorainak vektorialis szorzatat.
A vektorialis szorzat és az egységvektorok definicidja alapjan

g“’xg‘z’zg‘”, g(z)Xg_(')z _e_(S)’

Q(Z)XQ(”:Q(”, gmxgm: —g(”, 4.4-1
3 1 2 1 3 2

e®xeM=e? eMxe®=_ge®

luvabba, minthogy tetsz8leges egységvektor onmagaval valo vektorialis
Moot zila z€rus,

e®xe®=0 (k=1,2,3). 4.4-2

A4 1 ¢s 44-2 a Levi—Civita-szimbolum segitségével az
3 s
E:KJXQ(L}: = En}_g(n 4.4-3
j=1

aluk bin foglathato Ossze, ti. a jobb oldalon legfeljebb egy tag nem zérus, mert
ha A L, akkor ex;=0 miatt minden tag eltlinik; amennyiben KL, akkor
suyotlen tag marad meg, amelynek indexére j= K, L. Szorozzuk 4.4-3-at ‘M-

ml, 311 sepitségével az
i L

eM(eMxe)=¢x 0 i
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credmenyre jutunk, A Aded Ssszefiipgent dielt modon s megkaphatjuk, hi
lipyelembe vessziik, hopy az epysépvektorok epyscpnyi téerfopata kockiat hatas
rozaak meg.

A vektorok koordinitas elGallitisa alappin 440 az ¢ et vektorialiy
szorzat K koordinata-rendszerbeli reprezentactopinak M-edik komponensét
jelenti. Tehi

(€M xXeM) y=txm. 4.4-5

b) Tetsz6leges vektorok vektorialis szorzata. Legyen

axb=c 4.4-6

¢s
i y 3 . 3
a= 3 ae”, b= 2 be” ¢= 3 e®. 4.4-7
4.4-7-ct beirva 4.4-6-ba:
3 f ) 3
2 ag"x 3 b= 3 cg®. 4.4-8
&t <~
A disztributiv torvény 2.7-24 szerinti felhasznaldsaval

3 3
axb= 3 abexe")= 3 ce®. 4.4-9
k=1

i, j=1

Tehit 4.4-3 felhaszndlasdval
3 3
adli=ih Dikeaibe esside 4.4-10
ij k=1 ’ k—1
Mecgszorozva az egyenleteket e(*-mel és figyelembe véve, hogy ¢Me®) =6 ,,,,
3
a= (XN = 314,55 4.4-11
i f=1

Reszletezve a 4.4-11 formulat, megkapjuk az axb vektoriélis szorzat ¥ koor=
dindta-rendszerbeli eldallitasat a tényez8k komponenseivel :

¢1=ayby —asb,,
C2=a3b|—d|h;, 4.4"2

cy=aby,— ah,.

k1]




N2 Tormuliakat Ssszetoplaldnn
c=axb 2 B
vol is jelothetyuk. (Az alahazas nelkili fett beti a £ rendszerbeli reprezenta-

] ot jelentil)

. Vegjegyads: A 4.4-12 formulik megjegyzesét megkonnyiti, hogy minden
vpyes kepletben az elsé harom index az 1, 2, 3 szamok ciklikus permutacioja.

4.5. A harmas vegyes szorzat kifejezése
| koordinatak segitségével.

A determinans fogalma

Az a, b, ¢ vektorokbol képzett

@b, o= 2 54l

-0 X

Iutrimas vegyes szorzat értékét a vektorok % rendszerben vett X(a)-—a, X(b) b,

I'(¢) ¢ reprezentacioi segitségével a skaldris szorzatra vonatkozo 4.3-5 ¢s a

vl torialis szorzatra vonatkozo 4.4-10 dsszefiiggés alapjan hatarozhatjuk meg.
I z¢k felhasznalasaval

3
W= (av b’ C):- Z F/\'Illlal\'b[c)ll' 4'5-2
Aot om=1
| 5 2t részletesen kiirva,
0= a,b,¢5+ axbsc + asb ¢, — azbcy— asbyc — a by, 4.5-3

A 453 formula megjegyzését megkonnyiti, ha a vektorok komponenseit i

a, a; a
D=, b, by =det(a,b,c) 4.5
ey @ €y

wiaba rendezziik. A 4.5-4 formulaval definialt mennyisépet determindnsnak
nevezzitk. A fogalmat késGbb altalanosabban is definialjuk. A determinansok
jelentos szerepet jatszanak az algebriban. A 4.5-4-ben szerepld det jelolés o
determinans szo roviditése. A 4.5-3 kifejtésbdl lathato, hogy a harmasszorzat i
vektorkomponensek pozitiv és negativ elGjellel vett bizonyos harmasszorzatii-
mitk dsszegdt jelenti.

A 4.5-4 elrendezést epészitsik kiaz elsd ket oszlop ismételt feirasaval
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i il iy iy iy
N\ /’ /
/7 U 4
b, b, by by b,
7 N\
o’ i . 9
€ ¢ C3 € €2
Képezziink a folytonos vonalak (féatlok) mentén fekvd elemekbdl harmas-
szovzatokat, és lassuk el 6ket pozitiv elGjellel. A szaggatott vonalak (mellék-
atlok) mentén fekvo elemekbdl képzett harmasszorzatokat pedig lassuk el ne-
pativ clGjellel.

Az igy nyert hattaga 6sszeg €ppen az (a, b, ¢) harmas vegyes szorzat értékét
adja,

4.5-5

4.6. Vektor el6allitdsa harom, nem komplandris vektorbol

Legyen a, b, ¢ harom, nem egy sikba es6 vektor, tehat
a(bx¢)=det(a, b, ¢)=0. 4.6-1

Mir megmutattuk, hogy tetszéleges A vektor eldallithaté az a, b, ¢ vektorok
lincaris kombindciojaként.
Lepyen
A=xa+yb+zc. 4.6-2

Az x, y, z szorzétényezdket a kovetkezdképpen hatarozhatjuk meg. Szorozzuk
4.0-2-t b ¢-vel. Minthogy

b(bx¢)=¢(bx¢)=0,
uzt kapjuk, hogy

A(bx¢)=xa(bx¢). 4.6-3
tehint
(A.b,¢)
X= (—gj),_gj 5 4.6-4

Husonld modon, ha ¢ x a-val, ill. a x b-vel szorzunk, az

(@, A0 e
Tabko’ '
il
b, A
- S 4.6-6

T hike
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Siedmenyt kapjuk, 4.0-5 @5 4.0-6-ban a szimbalaban szerepld harmas vegyes
Becaintokat a szimmetria kedveert az

Ale <a) - a(A x¢)
&
Alaxb)—abxA)

Scnossapoknak megfeleléen atalakitottuk.

Ar v v,z luktorok meghatarozasakor alkalmazott modszert hdromismeret-
lsnen cpyenletrendszerck megoldésdra is felhasznalhatjuk. A 4.6-2 egyenletet
Wwingdlepes reprezentacioban felirva, azt kapjuk, hogy

ax+by+cz=4,,
ax+byy+cz=A,, 4.6-7
ax+byy+cyz= A,

A cpyenletrendszer megoldasat a 4.6-4, 4.6-5, 4.6-6 formulak szolgaltatjak,

“hik ar b, ¢, A vektorokat a megfeleld a, b, ¢, A reprezentaciokkal kell helyet-
tmientunk. Tehat

_ det (A, b, ¢) 3! det (a, A, ¢) % det (a, b, A) 468
*Tdet(a.b,¢)’ Y det(a,b,¢)’ 7 det(a, b, ) N

A mepoldasok 4.6-8 alakd determinansokkal torténé eldallitasat Cramer-sza-
lailynik nevezziik. A késébbiekben latni fogjuk, hogy a modszer altaldnositott
lormitban tetszGleges szamu ismeretlent tartalmazé egyenletre is alkalmaz-
htoy

4.7. A vektorialis harmasszorzat

Vizspaljuk meg az

ax(bxe)=d A7}

aluk i harmasszorzatot. Azonnal lathatd, hogy 4.7-1-ben a zérojel nem felesle-
pen, mert a vektorialis szorzas nem asszociativ miivelet.

I/t abbol lathatjuk, hogy 4.7-1-et a-val szorozva, az
ad=0

srediményt kapjuk, vagyis d a b ¢és ¢ vektorok sikjaban fekszik. Az (axb) x¢=d’
vektor viszont az a és b vektorok sikjiaban van. d és d’ dltalaban tehat nem is
weonos sika vektorok.
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Mivel o 471 szonzis epy a by ¢ sthbon Gl velotorm vezel, irthatjuk, hog

a by bt 4.7

A [1és y szorzoényezok a kovetkezokeppen hatirozhatok meg. Allitsuk ¢l agd
a. b, ¢ vektorokat az ¢ (K= 1, 2, 3) ortogonilis epységvektorok segitsépéveld
Tehat legyen

3 i

3
?3. 2 a/\'g(k)s !.).: Z blg(l)’ €= Z Cmg“":' 4.7
mi= 1

ke ] =1

4.7-3-at 4.7-1-be behelyettesitve és a disztributivitast felhasznalva:

ax(bxe)= 3 abc.fe” X" xe" ). 4.7-

k. l.m

vigyis tetszoleges vektorok harmasszorzata kifejezhet6 az alapvektorok ha
masszorzatdval.
Vezessiik be az

E o= eile egy) 4.7-

jelolést. A kiilonbozd indexit E, ek vagy zérus értékiiek, vagy egységvektorok

[I=m,
E/\‘lm:'o, ha ik# l;ém 4.7

hiszen /- m esetén az e’ xe™ szorzat értéke zérus, k=/=m esetén pedi
et e™ parhuzamos ¢*)-val. E, ;,, nem zérus értékei a kovetkezdk:

Ellln:g(l)x(g(I)XQ(m)): _Q{M)‘ 4.7-
E,..=e™x(eDxem)=e". 4.7-

Az 0sszes lehetséges eseteket az
Ekhn:.e-(l)akm_g(m)akl 4.78

formulaval foglalhatjuk 6ssze. Ennek felhaszndldsaval 4.7-4 az

axx0= 3 abc,€P8m—e™8) 4.7-1(
k,l.m
alakban irhat6 fel. Minthogy
2 GxC 0= 2 a)C, =AC,
Al

2 abd, = 2 agb, = ab,
Kt
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wsl knpjuk, hopy
n - (boce) b)) c(ab). 4.7-11

Hivonld madon

(1 XD) > e b(ac) - a(be). 4l

A0 és 4.7-12 formulakat a vektorialis harmasszorzat kifejtési szabalyanak
novezzilk.

A AT ¢s 4.7-12 formuldk megjegyzését megkonnyiti, ha a kdvetkezs sza-
bitly szerint jarunk el. Kezdjiik a felirdst a k6zépsd tényezdvel. Ezt szorozzuk a
ik ke tényezd skalarszorzatdval. A negativ tagot Ggy kapjuk, hogy a zar6-
[piben levé masik tényez6t szorozzuk a megmaradod két tényezd skalarszorza-
vl A lenti szabdlyok a gyakorlati felhasznalds szempontjabol nagyon fonto-
mik . czért célszerti megjegyezni 6ket.

4.8. Vektorok négyesszorzatai

Az alkalmazasok sordn gyakran taldlkozunk a kovetkez6 tipusu négyesszor-
sntokkal

i) (axb)x(exd)=E. 4.8-1

A 48| tipusi négyesszorzatot a kovetkezOképpen fejthetjiik ki. Vezessiik be
/.

A=axb 4.8-2
Jelolést. Ezzel
E=(axb)x(cxd)=A X (exd)=c(Ad)—d(Ag). 4.8-3
i H d-ba visszairva 4.8-2-t:
E=(axbd)c—(@xbx)d=(a, b, dc—(a, b, c)d. 4.8-4
Iasonlé modon a
B=cxd
jelivles bevezetésével az
E=(axb)xB=b(aB)—-a(bB)=b(a, c,d)—a. ¢, D 4.8-5

cicdmeényt kapjuk.
ehat
(axb)x(cxd)=—a(b, ¢, d)+b(a, ¢, d)= —d(a, b, ¢)+¢c(a, b, d). 4.8-6

h) A négyesszorzatok masik fontos tipusa az

A=(axb)cxd) 4.8-7

43




-
tipusu szovzat. BT 0 vepyes Nzorzil
A (d (), ¢)
atalakitasaval ¢s a 4.7-12 Kilejtési (el sepitsépevel az

A= (ac)(bd)  (ad)(be) 4.8-8
alakban is felirhato.

4.8.1 Reciprok vektorok

A négyesszorzat egy fontos alkalmazasa a kovetkezd. Legyen a, b, ¢ harom
adott, nem komplanaris vektor, tehat

(a, b, ¢)=v 0. 4.8-10

Alkossunk belGliik paronként vektorialis szorzatokat, és osszuk ezeket v-vel.
Lepyen tehat

A= (B0,

B=1 (cxa), 4811
1

C=_(axb

Az ipy detinidlt A, B, C vektorok rendre mer&legesek a b, ¢; ¢, a és a, b vektorok
sikjara,
A 4.8-6 szabaly szerint

AXB=! [(bx9)x (exa)]= [ - ble. ¢ )+ eb. ¢ D))
Minthogy
(¢, ¢, 3)=0¢s (b, ¢, a)=0,
w2t kapjuk, hogy
AxB=1¢

[

Mepszorozva ¢zt az Osszefiiggést
(axb)=Cv-vel,

(A* B, g)l’= l'i; (ﬂx !.')S [




tehun

(B By . 4812

Husonld modon kapjuk, hogy

E:T/— @XQ)’
1
e=1; (AxB),
nhol
A,B,O=V

A 13 a 4.8-10 és 4.8-11 megforditasa. A két Osszefliggés szimmetridja miatt
ur A, B, C vektorokat az a, b, ¢ vektorok reciprok rendszerének nevezziik.
A sammetria folytan lathato, hogy az

g, lla ‘_: pedlg az A’ 1—3’ Q

velotorok reciprok rendszerét alkotja. E megfordithatosag indokolja a reciprok
clneverzést. Az elnevezés eredete még jobban kitlinik ortogonalis a, b, ¢ vektor-

fuirmas esetén. Ekkor ugyanis 4.8-11-bol %A!=%, ig;:lb, |g|=%.

5. Analitikus geometria

5.1. A helyzetvektor és a gorbe egyenletének fogalma

Az eddig kifejtett vektorformalizmus alkalmas kiilonb6zd geometriai prob-
lemak epyszer(l targyalasara. A tér pontjainak helyzetét jellemezhetjiik a tér
epy kivilasziott pontjabol a kérdéses P pontokhoz vezetd r vektorok segitsé-
pevel, bzeket a vektorokat helyzetvektoroknak vagy helyvektoroknak nevezziik.
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Az eddipickben o vektorokkal vépzett miveletek crotén csik i vektorok napy-:
S es vy volt fontos szamunkea, A halyvek torok esetén a (¢ pontjan esak
akkor jellemezhetok egyértelmien, ha az epyes helyvektorokat mindip upyan-
abbol a pontbol merjik fel. A helvvektorokat ilyen ériclemben kotott vek torok -
nak™ nevezzik. Vektorok segitségével porbeket, illetve felideteket jellemezhe-
tink, ha megfeleld modon megadjuk azokat a helyzetvektorokat, amelyck az
alakzat pontjait meghatarozzak. Egy gorbét tehat megadhatunk mint azon
pontok halmazat, amelyek helyzetvektorai

r=r(p) 5.1-1

alakban dllithatok eld, ahol p egy fiiggetlen paraméter. A paraméter szamérté-
kének megfeleléen kapjuk a gorbe pontjait. gy tehat az

r=x(p), r,=r(p,) stb.

cpy porbe pontjainak helyzetvektorai a

P=Pi Pas - -

paraméterértékeknek megfeleléen.

Kényelmi okokbol r(p)-t futovektornak nevezziik. A futovektor tehat nem
cpyctlen vektort jelent, hanem p valtozdsakor ,,végigfut” a gorbe 6sszes pont-
jain,

Feliiletet két paraméter segitségével hatarozhatunk meg. Egy feliilet pontjai
elepet tesznek egy

r=x(p, q) 5.1-2
osszeftiggésnek, ahol

r a feliilet futépontjainak helyzetvektora. Igy a feliilet pontjai a fenti képlet-
bal a p és g paraméterértékek segitségével szamithatok, azaz
L =EPp, 9)E2=UP1s 42)s - - > Xi=K(Pis 1)
a fteliilet pontjai, ahol
P=P1sP2s s P> -+
9=40 492 - -5 qp - - -
adott paraméterértékek.
A fenti modszert a gorbék és feliiletek parametrikus elbéllitasanak nevezziik.
Az 5.1-1, illetve 5.1-2 egyenletek koordinatareprezentaci6ibol egyes esetekben
i paraméterck eliminathaték. Az

F(r)=0 5.1-3

alauk osszefiippést a felilet implicit egyenleténck nevezziik. It F valamilyen
vektorfilgpvény. A felilletet azok a helyzetvektorok alkotjak, amelyek 5.1-3-at
kiclégitik.
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Vegylik enzre, hopy o telitetek on n pdrbel paramcteres reprezentaciaog ko
2001 OmszelOppes all fenn,
A2 teloletet hataroz meg. Azonban, ha az epyik paramétert ropzitjik, ak-
ban
roor(p.q) 5.1-4

Dnzel ippds py adott értéke mellett 5.1-1 szerint egy gorbet hataroz meg. Ez a
e az 5. 1-2 felileten fekszik. gy kulonbozd rogzitett p=py, p,. ... értckeket
helyettesitve S.1-2-be, a felileten egy gorbesereget kapunk. Hasonlé modon

alsit pedip faggetlen paraméternek tekintjiik. Igy az
D=0 7)) =110 2203 500 ) 5.1-5

pirheket kapjuk. Ezck a gorbék metszik az 5.1-4 gorbéket. Az 5.1-4 ¢s 5.1-5
porbeseregek hilozatot képeznek az 5.1-2 feliileten — és ezek segitségével egy
lelileti koordinata-rendszerhez juthatunk. Erre a kérdésre a késébbickben még
visszaleriink. A kovetkezOkben egyes gorbéket és feliileteket vektorkifejezések-
kol jellemziink.,

5. 1.1. Az cgyenes egyenlete

I'py cpyenest egyértelmiien meghatdrozhatunk példaul egy pontjiaval és az
ranyaval. Legyen a egy egyenes valamely pontjanak helyvektora, a K vektor
pedip legyen parhuzamos az egyenessel.

Az 5.1. dbra alapjan lathatd, hogy az egyenes tetszéleges pontjahoz eljuthi-
tunk, ha az a helyvektoru pontbol a K vektor irdnyaban haladunk.

K¢pletben kifejezve:

r=a+pk. 5.1-6

5 16-0t az egyenes paraméteres egyenletének nevez- B
ik, A formuldban p egy paraméter, amely — oo-t6l e
i ~-ig minden értéket felvehet, r pedig az egyenes

futdvektora. Amennyiben p 6sszes lehetséges értékein K
vipipfutunk, r az egyenes Osszes pontjait megadja.
Az cpyenes egyenletét paraméter nélkiil is kifejez- a
het)iik. Allitsuk el ugyanis a K vektort 0
5.1. dbra
K=LxM 5.1

alakban. 1tt L és M a K vektor egyenesére merdleges sikba esé vektorok, 5.4-7/-
bl kodvetkezik, hogy
KL KM -0,
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tehat 5. 1<0-01 Lelel, tlletve Memel szorazvi, a2t kupjuk, hopy

Lwa, & Me/, 5.1+
ihol
a=gl, ¢ goaM. 5.18

Mivel az 5.1-8 cgyenletpart az egyencs pontjai ¢s csak az egyenes pontjal
clégitik ki, 5.1-8-at is az egyenes egyenletének tekinthetjiik. Ezt a format ag
cpyenes implicit egyenletének nevezziik.

Legyen

Z(;)=r‘=x1, X2, X3, I(L‘):Lle: L2, L.’n
5.1-10
I(M)=M=Mla M23 M3

az r, L és M vektorok X koordinata-rendszerben vett reprezentdcioja.
Az 5.1-10 reprezentdcid segitségével 5.1-11 az

Lyx+ Lyx,+Lyx; =l

M.x, + Myx, + My, = ) 5.1-12

alakban irhato fel. Az L, és M, (i=1, 2, 3) értékek kozott fenndll az

K |~0-t 5.1-13
kifejezd
(LoM3— LMY+ (LyM — LiM 3 + (LM, — LyM ) =0

Osszefligges.

Az 5.1-12 egyenletek az egyenes 5.1-8 implicit egyenletének ¥ rendszerbeli
reprezentaciojat jelentik.

5.1-12 egyenletrendszerbdl kifejezhetjiik x,-et és x,-t x, segitségével. Ekkor
uz cgyenes egyenletének explicit alakjahoz jutunk.

5.1.2. A sik egyenlete

A sik egyenletének meghatarozasahoz vegyiik figyelembe, hogy két megfe-
lelGen valasztott vektor linedris kombindcidjaként egy sik minden pontja meg-
hatarozhaté:

Legyen a a kérdéses & sik tetszbleges pontjdnak helyvektora, L és M pedig
két vektor, melyek sikja parhuzamos az & sikkal, és amelyekre

K=LxM#0. 5.1-14
Ekkor a sik tetszdleges pontjanak helyvektora elGallithatéd az

r=a+pL+qM 5.1-15
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aluk ban, nhol a pes g patameterck e
feke o &8 4o KOz minden értckel
felvehet (5.2, dbra),

Az 51415 egyenletet a sik paraméte-
ron cpyentetenek nevezzik.

50415 cgyenietet  K-val  skaldrisan
BEOTOZVA, Q)

5.1-16

Ty
il
R

whol

5.2. dbra

a=Ka. 5117

A K vektort — mivel K merdleges az & sikra — a sik normadlvektoranak ne-
vezzitk. 5.1-16 a sik implicit egyenlete.
Az

r=%(), K=Z%XK)
koordindtareprezentacio segitségével a sik implicit egyenlete a

K=X=+K2x2+K3x3=a, 5.1'18
Ki+ K3+ K3=0

wivoi

aluk ban is felirhato.

Amennyiben K30, az 5.1-18 egyenletbdl kifejezhetd x,, és a sik egyenleté-
ek

oa— Kl‘tl — K}_.‘.‘z

X3 K, 5.1-19
explicit alakjéhoz jutunk.
Bevezetve a
jeloléscket, a sik explicit egyenlete az
Xy=Ax,+ Bx;+ C 5.1-21

lormira hozhato.
A K, -0 feltétel csak annyit jelent, hogy a vizsgalt sik nem tartaimazza az
, lengelyt. Az utdbbi esetben 5.1-21 helyett azt kapjuk, hogy

Kix,+ K,x,=a, x,tetszbleges, 5.1-22

L2091, Vehtorsedmitan e




5.2, A sik annhtikus peometriaga

Az cddigickben az alakzatok cgyenletct o tevben ivtuk e Tpen gyakran clos
fordul azonban, hogy vizsgdlatainkat clependd epyetlen sikra korlitoznunk,
lHyen esetekben célszerii olyan koordindta-rendszert valasztanunk, amelynek =
X, x; koordinatasikja egybeesik a kérdéses sikkal, valamint 1, ¢s M vektoroks
ként célszerii e és e@)-t hasznalni. Ekkor K =¢'?). !
I¢ sik vektorai eléallithatok az

r=x,e"+x,e?® 5.2-1
formiban.

5.2.1. Az egyenes egyenlete

A sikban fekvd, a sik a helyvektord pontjan atmend és a K vektorral parhus |
zamos cgyenesének egyenletét 5.1-1 szerint az

r=a+pK 5.2-8 |

alakban irhatjuk fel. L vektorként e(®)-at valasztva, az M =n vektor az x, \,
sikba ¢s6 és az 5.2-2 egyenesre merdleges vektor.
Az cgyenes 5.1-3 implicit egyenlete ekkor

Ir —na 5.2-3

alakot olt. (Csak egy egyenletet kapunk, mert L=¢®’ mer&leges a-ra is.) Az n
vektort az egyenes normalvektordnak nevezziik.
A

Xm)=n=n,n,; X@=a=a,a, ¢ XKIr=r=r,rn 5.2-4
reprezenticidban az 5.2-3 egyenlet az
nr=na
format olti. Ezt az egyenletet koordinatas alakban kifejtve:
11X+ MoXy =1 a;+ ya,. 5.2-§
A harmadik koordinata mindeniitt zérus, ezért mindeniitt elhagytuk.
5.2-5-bo! egyszerlien meghatarozhatjuk az cpyenes epyenletenck explicit alaks

jal, ha n, 20, 5.2-5-b0l x,-t kifejezve, az
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", ",

Lwmnhoz jutunk. A

n , N+ nya,
L= ¢y pm Al 272
", ",

Jelilesekkel ¢ppen az egyenes ismert
X;=mx,+b 5.2-6

Wunytenyezas alakjat kapjuk.
Abban az esetben, ha m, b0, akkor b-vel osztva, 5.2-6-ot az

o M 5]
Pr P2
alakban is felirhatjuk, ahol

b
s i p2=b.

t ) 7-ct az egyenes tengelymetszetes egyenletének nevezziik, mert p, és p, az
mvenes dltal a tengelyekbd! kimetszett szakaszok hossza.

5 )2 A kor egyenlete

I pyszerien felirhatjuk az x,, x, sikban fekvé a kozépponti kor egyenletét is.
As '3 dbra alapjan ugyanis

(r—a)=R? 5258
shol r a futopont helyvektora, R pedig a kor sugara. A X(r)=r=x,, x,;

I(n) a-ay, a, koordinatareprezenticioban az egyenlet koordinatas kifejtése

n/

(x,—a)*+(x,—a,)*=R? 529

alinkot alti. 5.2-9-r6l leolvashatd, hogy az
utipo kozépponta (a=0) kor egyenlete

xi+x3=R?

wlalkon 5.3, dbra
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5.2.0 Az clhipszis ¢és laperbola cpyenlete

Az ellipszis azon pontok mértani helyg,
amelyek ket ponttol a fokuszpontoks
10l vett i, 0 tivolsdgainak  Osszege e
landé. Jeloljiok ezt az  allandot 2a-val,
Ekkor az cllipszis pontjaira (5.4. dbra)

u+v="2a. 5.2-108

A hiperbola azon pontok mértani hclyc;_.I
amelyek két ponttol vett u, v tavolsigal
kiildnbségének abszolit értéke allandd.
Tehdt a hiperbola pontjaira !

lu—v|=2a. 5.2-11

5.4. dbra

Az 5.2-10 ¢&s 5.2-11 osszefiiggések az ellipszis és hiperbola futépontjaval () és o
l6kuszok f, és f, helyvektoraival is kifejezhet6k, hiszen

u=lt~fil, v=l—Ll. 5.2-12.

A kéttajta gorbe 5.2-10 és 5.2-11 egyenleteit egyetlen egyenletté egyesithetjiik:

tuto=2a. 5.2-!3I

5.2-13 a kovetkezd négy egyenletet adja egyszerre: |

2a—u—0v=0 (a),
2a—u+0=0 (b),
2a+u—-v=0 (c), 5.2-14
2a+u+0=0 (d).

Ha cpy r helyvektor az 5.2-14 egyenletek barmelyikét kielégiti, akkor r a
fenti kapszeletek valamely pontja lehet.
Megillapithatjuk, hogy az 5.2-14 (d) egyenlet semmiképpen sem elégithetd
ki, czt az egyenletet csak szimmetriaokokbdl irtuk fel.
Amennyiben
2a=|f, - L, |,
ikkor csak 5.2-14 (a) teljesiithet. Ez pedig egy ellipszis pontjaihoz vezet. Ha
20< i!l _!.'Zia

akkor csak 5.2-14 (b) és (c) teljesiilhet. E két egyenlet egy hiperbola két agat’
hiatiirozza meg. .

Az 5.2-14 (a)—(d) egyenletek egyetlen egyenletté fophatok ossze, ha dssze-
szovozzuk Oket. Ha w, 0 5.2-14 cgyik egyenletenck mepoldisa, akkor
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(o)X o 2avu oX2a b utp)o0, 5.2-15

Az 52015 szorzat szimmetrikus eredmenyre vezet, ha az clsé és negyedik, vala-
mint o omasodik és harmadik tényezdt dsszeszorozzuk. A szorzis eredménye-
bent o
(4~ (Ut ) N4a? - (1 0)})=0,
Metve o
(4?12 — 02 = 2uv)(4a? — 12— 02+ 2up)=0

sredimenyhez jutunk. Ebbol
(4a*—u?—v?)?*—4u??=0. 5.2-16

52106 az u, v kozotti Osszefiiggést kényelmes formaban adja, minthogy racio-
nilis Kilejezésre vezet. Hasznaljunk olyan koordinata-rendszert, amelyben

H=0,—f, f2=0,+f,

twhiit 4 pydjtopontok az x, tengelyen az origotdl szimmetrikusan balra €s jobbra
helyezkednek el. Ebben a reprezentacioban 5.2-12 igy irhato (5.5. dbra) :

2= (x,+f)+x3,
V2= (x, —f)2+ x%’

tehuit

W+ 02=2x7+2x3+ 2f2

w2 = (x{+ x3+ f2)?*— af g =
laverint 5.2-16 a
(4@ - 2x7—2x2 =21 —4(x>+ x3+ £ 22+ 162, =0
nhik ot olti.
I:lvégezve a négyzetre emelést és rendezve az egyenletet, az
(@~ +axi=aXa*~f?) 5.2-18
lormulihoz jutunk.
Amennyiben a?— 220, i
" [
o ah E
a'zl Ta—zf—fzz ] 52-]9 f £ ,_;

52419 az ellipszis ¢s hiperbola k6z0s egyenlete.

Mas format kapunk, ha az S




s T . ,
|”J j‘il_.hl

Jellést vezetjilk bo,
Ekkor az ellipszin exctében, nhol /< a, nzt kupjuk, hogy

Xl . :
2t h | 5.2-2
Hiperbola esetén pedig
x2 _&.2
;21._322:!' 5.2'2'
Az a=fesetben 5.2-18 szerint
X2=0.

Tehat az ellipszis, illetve hiperbola egyenessé fajul el. Az egyenes a gyuijtd=
pontokon halad at. Az F\F, szakaszt elfajult ellipszisnek, az egyenes F,I<,
szakaszon kiviili részeit az elfajult hiperbola két dganak tekinthetjiik.

5.2-20-at és 5.2-21-et az ellipszis, illetve hiperbola kanonikus egyenletének
nevezzik,

5.2.4. A parabola egyenlete

Befejezésiil a parabola egyenletét hatarozzuk meg. Paraboldnak azon pon-
tok mértani helyét nevezziik, amelyek egy rogzitett ponttol és egy ra nem illesz-
kedd egyenestdl azonos tavolsagban vannak.

Az cgyenest a parabola vezéregyenesének, a pontot a parabola fokuszanak
nevezziik,

A parabola egyenletét koordindtareprezentacioban irjuk fel. Vegyiink fel
vpy derékszogit koordindta-rendszert ugy, hogy az x, tengely legyen merdleges
a parabola vezéregyenesére és menjen at a fékuszponton,
az origd pedig felezze a vezéregyenes és a fokuszpont ta-
volsagat (5.6. dbra).

A fékuszpont koordinatait jeldljiik ‘; , O-val. Ebben az
esetben az origd trividlisan a parabola pontja. Az abra
alapjan rl =1, tehat p?=13, vagyis

[xl+g]~=[x.—[23]~+x§. 5.2-19

5.2-19-ben a kijelolt miiveleteket elvégezve és rendezve,
5.6. dbra a parabola

al2)




== T
N2, 5.2-20

hivnonlkus egyenletéhez jutunk.,

5.3. Sikbeli polarkoordinatak

Sikgdrbék dbrazolasakor egyes esetekben hasznos, ha a helyzetvektort nem
e vy, x; koordinatdkkal, hanem az orig6tol mért

r=yxi+x
+

tivolsaggal, valamint az ¢ vektor és az x, tengely kdzotti g szoggel jellemezziik.!

lgy tehat
X =rCOS @,
X, =r sin @; 5.3-1

rel ¢s g-t az r vektor polarkoordinatdinak nevezziik (5.7. dbra).
Azt is irhatjuk, hogy

r=r,p.

X@m=r,9 L

A ¢ szOget az egyértelmiiség biztositdsa céljabol

i 00 27 tartomanyra korladtozhatnank. Célszer(ibb

nzonban  tetszbleges ¢ értéket megengedni, s ez

encthen o+ 27, p+4m, ..., p+2kn értékek ugyan-

wzt a vektort jellemzik. :
Az 5.3-1 formuldk megforditasaval az

1

5.7. dbra

r=yxi+xj,

5.3-2

X

_ x
—=arc sin 2 __ 5.3-3
Y xi+x2 Y x3i+x2

@ =arc cos

képletek adéddnak.

5.3-3 esetén azért szilkséges a latszolag dupla meghatdrozas, mert az arc sin
¢ arc cos fiiggvények a 0—2x tartomanyban tobb értékiiek, egyértelmi meg-
hatarozast csak egyiittes felhasznaldsukkal érhetiink el.

A tovabbiakban meghatdrozzuk néhany sikbeli alakzat polarkoordinatas
cpyenletét.

U A gyokjel alat clhelyezett + jel arra utal, hogy o négyzetgydk pozitiv értékét kell venni.
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S Az epyenes |'\4'||r'irkum‘(”ﬂmﬁhﬁlr

Az epyenes 5207 driinytenyezds alakjan as me tp o Osszelppes hipyelombes
vetelével atrendezhetjilk az

Xy CO8 @~ X Sina e 5.3

alakra, ahol ¢= b cos a alland6 mennyiscy.
x, €¢s x, helyére beirva 5.3-1 kifejezéseket, az cgyencs egyenlete az

rsin (p—a)=c 5.3-5
alakot olti. Ha

sin (p—a) =0,
tehat

akkor oszthatunk sin (¢-a)val is, igy az

c

=— 3-
g - ] 5.3-6

képletet kapjuk. Az 5.3-6 egyenlet olyan gorbét ad, amely nem az origon megy
keresztiil. Az origon athaladé gorbék esetében 5.3-5-re kell visszatérni. Ha
¢ (-t helyettesitiink be, azt kapjuk, hogy

rsin (g — ) =0, 5.3-7
tchat ha r 40, akkor
sin (g —)=0.

Lkkor r tetszéleges, o =, m+« igy 5.3-7 az origén athalad6é egyenes két fél-
cpyenesét adja.

5.3.2. Az ellipszis, hiperbola és parabola polarkoordindtas egyenlete

Az cllipszis és hiperbola kozos egyenletét az 5.2-13 egyenletek segitségével

t+utv=2a 5.3-8

alakban irhatjuk fel. Ha valamelyik gyajtopontot vesszilk origonak, és az x,
tengely a fokuszokat 6sszekotd egyenes, akkor (5.8., 5.9. dbra)

V== Vr—2+—4f2—4fr cos . 5.3-9
5.3-8-bol kovetkezik, hogy

v} =2a T u)?,
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Blint 5, V9 sepitdycvel
PR AL A cos gty A g dar,

Vupyis

d R
PR el 5.3-10
ba—fcosyp

5.8. dbra
Megjepyezzik, hogy 5.3-10 csak olyan ¢ érié-
belre hatiroz meg pontokat, ahol r=0-nak adé-
dik, Tehat, ha a=f, csak a + jel ad pontokat,
ﬂ-ulu'(H}', !
. | 2a
4. L; -0  minden @-re. 5.3-11 A,
a—fcosg of

I uz cllipszis egyenlete. 5.3-11-bdl kovetkezik,
hogy (5.8, dbra)

5.9. dbra

e Pl
r-;—_—~j;—a+f, ha (p—O,

aZ__fZ
= —= — h' =7Tr.
r g a—f, ha ¢==

lehit r az a—f és a+ f értékek kozott ingadozik.
Az a~ [ esetekre (5.9. dbra)

a’—f? a
devrapmr ok

Sl

chben a tartomdnyban a radiuszvektor a hiperbola mindkét agat metszi — és

wyihe i), R 13 i 5.3-13
r_—a—fcos<p>0’ b o COS¢<f’ ' Wi

¢hben o tartomdnyban a radiuszvektor a hiperboldnak csak egyik agat metszi.
I zcket az egyenleteket gyakran felhasznaljuk példaul a csillagaszatban. Az
w411 kifejezés adja ugyanis egy bolygd palyajat a Naptol valo tavolsag és az
wamut fliggvényeként.
Szokdsos még az 5.3-11, 5.3-12 és 5.3-13 egyenletek szamlaléjat és nevezdjét
v -val végigosztani, valamint a

Baalr? ;
br=|a>*—f?, p &=/ ¢&s ("-‘,

a a
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I T r 1
](;im(‘.iuk(:l heveretnl, (o1 n ,;i'\rlﬂmui pediy numerikus excent
citasnnk nevezziik )
A fenti jeldlésekkel az ellipszis epyenlete
r - S— 5314
1= ¢cosq

n hiperbolaé pedig

p
T R A a8
¢ t1—ecosg 5.4
alaku.
Az 5.10. dbra és a parabola definicidjanak felhas
( nalasaval, koordinata-rendszeriink origojat ismét i
fokuszpontba helyezve, a parabola egyenlete az
-
‘r=p+rcosg 5.3-1
£ alakban irhato fel. Kifejezve r-et:
P PRI 5.3-17
- 1—cosg
\ Lathato tehat, hogy a harom gorbe egyenlete egyon
tetlien az

5.10. dbra 4

Jr=i1—ecos<;7 S48

‘ormaban irhaté — ahol a nevezSben szerepld kettds el8jel csak a hiperbola
ssetén érvényes —, amikor is

p e
cllipszis, ha =0, <1,
hiperbola, ha <0, =],
parabola, ha =0, =

Mepjepyezzilk még, hogy 5.3-14 f=0 esetén trividlisan egy origé kozépponti
wOr epyenlete.

5.4. Harom sik k6z6s pontjanak meghatarozasa

Legyen a hiarom sik egyenlete

K.lr,:ah
Kot = 0y, 5.4-1
Kir=o4



Eeressik azt az r, helyvektom pontot, amely mindhiarom sikon rajta van,
tehint nmely mindharom egyenletet kielégiti

Amennyiben o K, K,, K, nem Komplanarisak, akkor 4.8-11-nek megfeleléen
dedintalhatjuk a

.'_‘l F‘"m (5,,,X_K")/V

rectprok vektorokat, ahol
V=K(K;xK,).
Minthogy
l_(jl_‘l= 6]1’

litjuk, hogy az
ro=o,k; + ok, + o3k, 5.4-2

vektor 5.4-1 megoldasa.

Abban az esetben, ha a harom K, normalvektor egy sikba esik, akkor a fenti
madszer nem alkalmazhato, és a harom siknak vagy nincs kdz0s pontja, vagy
epy cgyenesben metszik egymast, illetve mindharom sik egybeesik.

5.5. Sik és egyenes metszéspontja

l.egyen
r=a+pK+qL 55:1
epy sik,
r=b—sM 5.5-2

pedig egy egyenes paraméteres egyenlete. (A negativ elGjelet a késébbi egysze-
1ibb jelolések kedvéért vezettiik be.) A két alakzat kbzos pontja eleget tesz
1¥4

a+pK+qL=b—sM, 5.5-3
letve

PK+qL+sM=b-a 5.5-4
epycnletnek.

Amennyiben K, L, M nem egy sikba esnek, ismét bevezethetjilk a k, 1, m

reciprok vektorokat, és igy

p=(h-23k; g=(b-2a)l; s=(b-2a)m. 5.5-5
Amennyiben a
det (K, L, M)=0

feltétel nem teljesiil, az egyenesnek ¢és a siknak vagy nincs egyetlen k6z6s pontja
nem, vagy a teljes egyenes a sikban fekszik.
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5.0, Térelemek thvoliapn

A kivetkezOkben néhiny eddig tavpyalt alakznt tivolsapginak  analitikus
meghatirozisiaval foglalkozunk.
5.6.1. Két pont tavolsaga

Két pont tavolsaga a
d=ir,—xnl 5.68

formulaval adhaté meg. Koordinatas felbontasban
K@) ==Xy, X5, X35 K(L)=T1=Y, Y2, V35

d= }r/(xl—Y1)2+(x2—YZ)2+(x3—Y3)2 . 5.6-2

5.6.2. Két parhuzamos sik tavolsaga

Legyen a két, §, és §, sik egyenlete

Si: r=a+pK+qL 5.6-3
es

8,0 r=b+pK+qL. 5.6-4

Mivel az 5.6-3-ban és 5.6-4-ben szereplé K, L azonos, a két sik parhuzamos
cpymissal. A két sik tavolsagat a két sikra merdleges egyenesnek a sikok kozé
esd szakasza adja meg.

Konstrualjunk egy pa-

K ralelepipedont, amelynek
@\ / oldalai b—a, K, L (5./1.
N ’
A dbra).
1 R - Az 5.11. abrardl leol-
K- o vashat6, hogy ezen para-
L

lelepipedon a két sik kozé
simul.

A paralelepipedon tér-
fogatat a 2.7. fejezet alap-
jan a

5.11. dbra 5.6-5
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vopyes szaraat abwzolor dradtke adpn, Az v il 8 sikban fekva oldallapok e
phlete

enmivel
Ver . m,
it ket sik tavolsiaga az
| l.’._f_l, 5, L
sk ) 5.6:6
KxL
formuliaval hatdrozhaté meg.
5.6.3. Kitér6 egyenesek tavolsaga
Lepyen a két s, és s, kitéré egyenes egyenlete
s r=a+pK, 5.6-7
S;: r=h+gqL, 5.6-8

¢s tegyik fel, hogy KXL=M=0, tehat az egyenesek nem parhuzamosak.
A két egyenes tetszés szerinti P és Q pontjat 6sszekotd vektor

PO =r(P)-1(Q)=a—b+pK—q.L 5.6-9

(p, €s q, jeloli a két egyenes P és Q pontjahoz tartozd paraméterértéket).

A kitérd egyenesek tdvolsdga definicié szerint a két egyenes altal a mindket-
1ore merdleges egyenesbdl kivagott szakasz hosszaval egyenlS. (Kimutathatd,
hogy a két kitérd egyenes pontjait 6sszekotd szakaszok kozott ez a legrovidebb.)

Sziikségiink van tehat arra a Fé vektorra, amely mindkét egyenesre mers-
lepes. Ez a szakasz parhuzamos a K x L vektorral, vagyis
PO-1(P)~K(0)=SK <L), 5.6-10

ahol S egyel6re ismeretlen ardnyossagi tényez8. Beirva ezt az 5.6-9 egyenletbe,
Ve

SExL)=a—b+pK+qiL 5.6-11

cgyeneshez jutunk, amely az S, p,, q, ismeretlenekre megoldhaté. Szorozzuk
be 5.6-11-et K x L-lel skalarisan, és fejezziik ki S-et

@ DKL
O KxLE
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A ket cpyenesck o tavoliapat ae STE © Ly ovektor abszolat értcke adja,
tehuit

;K L I
. KL o

Vizsgdljuk meg most a fentick geometriai jelens
tését (5.12. dbra). Vegyiik fel az els6 egyenes a éx
a masodik egyenes b pontjaban az L, ill. K vckto-
rokat.

Ezek a vektorok két egymassal parhuzamos sikot
feszitenek ki, amelyek tartalmazzdk a kitérd egyene-
seket. Mivel mindkét sik mer&leges a K x L vektor=
ra, nyilvanvalé, hogy a kitérd egyenesek tavolsiga
203, dbra megegyezik a két sik tavolsagaval. A kétsik tavol-
saga pedig 5.6-6 alapjan

((a—b), K, L)

ami megepyezik el6z6 eredményi'mkkel..

5.6.4. Pont és sik tavolsaga

Pont ¢s sik tdvolsdga definicio szerint a pontbol a sikra bocsatott merdleges
szakasz hossza. Legyen a P pont helyvektora a, az & sik egyenlete pedig

r=b+pK+gqL.

Pektessiink az a helyvektoru P ponton keresztiil az § sikkal parhuzamos sikot.
Az igy kapott 8 sik egyenlete

r=a+pK+qL.
A két sik tavolsdga megegyezik a pont és a sik tavolsagaval, tehdt a tavolsag a

(@b, K, L)

a= —_|K><_I;.T—— 56' 1 3

formulaval fejezhetd ki.

({9
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505 Pont éx epyenes tavolsapa

Lepyen o 2 pont helyvektora a, és az egyenes egyenlete

r bipk.

Amennyihen a P2 pont nincs az egyenesen, akkor
ws cpyenes ¢s a pont cgy sikot hataroz meg.
Mind o K, mind pedig az a—b vektor benne van
shiben a sikban, tehat a sik egyenlete felirhato az

r=b+pK+qg(a—b) 5.6-14

slikban. A pont és egyenes tavolsagat a pontbdl
ns cpyenesre bocsatott merdleges szakasz hossza

nelp meg. Az 5.13. dbra alapjan
d=|a—b]sin #,

nhol # a K és a—b vektorok altal bezdrt szog.

5,0.6. Alkalmazasok

5.13. dbra

Vizsgaljunk egy, az origd koriil szabadon elforgathatd merev testet, amelyre

us 1, helyvektort P pontban egy F erd hat.

Az F erd forgatonyomatéka az origéra vonatkozodan definicié szerint

M=r,xF.

5.6-15

Il o test nem forgathatd szabadon, hanem csak egy az origon atmend k egy-
wpvektorral meghatarozott iranyu tengely koriil forgathato el, akkor a tengely-

re hatéo nyomaték
M, =kM =k xF)=(k, 1o, F). 5.6-16

Ha az erdt hatdsvonala mentén eltoljuk, ak-
kor r, helyett az

r=r,+qF 5.6-17

helyvektorral kell szamolnunk (5.14. dbra).

Amennyiben a nyomatékot nem az origora,
hiancem a tengely mds pontjdra szamitjuk, akkor
nz eré tamadaspontja és a forgasi centrum ko-
70Ut vektor

r'=r,+ql+ pk. 5.6-18

.

5.14. dbra
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1t g és g kétele eltolast jellemad pavmmdter, Az eltolt eronek az eltolt forghal
centrumen hatd nyomatckn

(ko r's 1) (K, (eg b kb gl 1) 5.0:19
A disztributiv torvény felhasznalasaval adaodik, hogy
(!0: l_(3 E)':(L" I_(n £)7 5()'20

viigyis a4 nyomaték nem valtozik, ha az er6t hatasvonala, ill. a forgaspontot a
tengely mentén tetszblegesen eltoljuk.

Végiil egy kinematikai példat emlitiink a vektorialis szorzat gyakorlati alkils
mazasara,

I‘orogjon egy merev test egy k egységvektor iranyaba mutatéd tengely koriil
m sz0psebességgel.

A forgast jellemezhetjiik az

=k 5.6-21

szogsebességvektorral is. (A vektor irdnya a for-
gasi tengely iranyat, nagysaga pedig a szogsebes-
séget adja meg.)

Ha a tengely az origéon megy keresztiill, akkor

az r koordinatavektorral jellemzett pont sebessé-
gét a

Y=0XI 5.6-22

formula adja meg (5.15. dbra).

5.15. dbra

6. Gombi geometria

A kétdimenzids euklideszi geometria a sikfelilleteken elhelyezkedd idomok
tulajdonsagaival foglalkozik. Az egyszer(ibb alakzatokat ekkor pontok €s egye-
nesek hatdroljak. Felvetddik a kérdés, hogyan 4ltalanosithatok az euklideszi
peometria eljardsai gorbiilt feliileteken elhelyezkedd idomok tulajdonsdgainak
vizsgilatara.

A probléma a foldméréssel kapcsolatban meriilt fel, ugyanis a kozel gomb
alaka Foldon clhelyezked6 idomok méretei kozotti pontos dsszefiiggések meg-
allapitasakor mar nem mindig elegendd a 101d felszinének sikkal torténd ko-
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solitese. Jelentkezik e o problémn o onllagisznthon s, Az dpitestek lntszolngos
tvolapad kozotn Gueelippések mepallapitisn az cppombon fekvd pontok
peomaetriajianak Kidolpozasial tette sziksépesse.

A Kovetkezokben a pdmbi geometriaval foglalkozunk. A konyv L. kdtetében
totazolepes porbilt feliilet geometridjanak leirdsaval is foglalkozunk.

6.1. A geodetikus vonal

A porbiilt feliletek dltalaban nem tartalmaznak egyeneseket. Egy tetszGleges
A porbe feliilet A4 és B pontjait 6sszekotd egyenes tobbnyire kilép a feliiletbdl.
A k&t pont kozott azonban meghuzhatjuk azt a vonalat, amelyen keresztiil a
legrovidebb dton juthatunk A-bol B-be az § feliilet elhagyasa nélkiil.! Ezt a
porbet az A ¢s B pontokat 0sszek6td geodetikus vonalnak? nevezziik.

A késObbiek sordn latni fogjuk, hogy az § felilleten a geodetikus vonalak az
epyencsckhez hasonlé tulajdonsagokkal rendelkeznek. Bizonyos értelemben
tehit o geodetikus vonalak a gorbiilt feliiletek ,,egyeneseinek” tekinthet6k.

Ciombfeliileten a geodetikus vonalak a gomb fékorei. Az O kdzépponta
pomb A és B pontjat 0sszekotd geodetikus vonalat tehat a gdmb és az AOB
nk metszetgorbéje szolgaltatja.

6.2. A gombharomszog

Mctssze egymast a g, és g, geodetikus vonal a P pontban. Jeloljitk a g, és g,
pirbék P pontban vett érintdit #,-gyel és 1,-vel. Az érint6k hajlassz6gét defini-
sitszerfien a két geodetikus vonal hajlasszogének tekintjiik, tehat

(81, 8L =(1;, 1)

Lepyen gy, &5, g3 harom geodetikus vonal, amelyek legalabb harom metszés-
ponttal rendelkeznek, és jeloljiik

' Pontosabban fogalmazva az 4B pontokat 9sszekdtd vonalat akkor nevezziik geodetikusnak,
hi w vonal tetszbleges P| P, szakaszara érvényes, hogy a P, és P, kozotti legrovidebb utat hatarozza
niey

A definicio altalanositasa egyes esetekben arra az eredményre vezet, hogy két pontot tdbb geade-
tikns vonallal is 6sszekothetiink. Pl. egy gémbfeliilet 4 és B pontjat dsszekdtd legrovidebb iv geode-
ikt vonal, azonban az 4 pontbol B-be a gombot megkeriilve is eljuthatunk, tgy, hogy a ,,keriils Gt”
i talsagosan tavol fekvé pontjait 6sszekotd ivdarabok az adott két pont kézott a legrovidebbek.

A gimbfeliilet két pontjat dsszekotd legrovidebb iv a két pont altal meghatarozott gdmbi f6kor
tuy Ive. A fenti definicio értelmében azonban geodetikud vonalnak tekintjiji( a fokor gombo6t meg-
keruld ivétis. Ez utobbi iv mar nem a legrovidebb az adott két pont kdzott. A gémbi f6kdron valasz-
ot kv csak akkor a legrovidebb két pont kdzitt, ha a hozza tartozé szog n-nél kisebb.

* Az clnevezés utal arra, hogy a fogalmat n f8ldmérésben (geodézia) vezették be eldszor.
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iaary cpytk metszespontjiat A-val,
£, cpyik metszespontjiat fvel,
214, epyik metszespontjiat C-vel.

Az ABC pontok a gdmbon egy hiaromszoget alkotnak, amelynek oldalai

Q)

)
=BC a g, ivdarabja,
-

<)
|

CA a g, ivdarabja,

—

AB a g, ivdarabja.

]

©

i

A hiaromszog szogei pedig

oc=(g2,g3)<[, 5=(g39gl)<I9 y:(g29gl)l<):-

A gobmbharomszdg oldalait alkoté ivek
egyszerfien kifejezhet6k az alabbi for-
méaban (6.1. dbra).

@=Ra, b=Rb, ¢=Rc, 628
ahol R a gdbmb sugara és
a=(COB)x, b=(COA)«,
c=(A0B)«. 6.2-2

A gdbmbhdromszogek tdrgyaldsakor te-
hat az oldalakat célszerii a megfeleld
fokorivekhez tartozé kozépponti $zo-
6.1. dbra gekkel kifejezni.

6.3. A gobmbharomszog trigonometriaja

A kovetkezOkben a gdmbharomszog adatai kozotti dsszefiiggéseket hataro-
Zunk meg.

Az ABC gdmbharomszoget egyértelmien jellemezhetjiik a gomb koézéppont-
jihol az A, B, C csiicsok iranyaba mutato tetszéleges hosszlisaga A, B, C vek-
torokkal. Az eléz6ekben megadott definicidk szerint

I Megjepyezziik, hogy a fenti jeloléseket ciklikusan permutalva, a harmadik szogre 3’ = (g, g,)<I-t
Lapnank. Azonban 37" <3 a haromszog kiilsé szoge. Amennyiben a belsé szogekre akarunk szo-
itk ozm, akkor a lent aszimmetrikus irasmodot kell hasznalnunk.
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B, ¢ Jui 08 (W)
a3, C)yy, tehat cos g Tl
h(C, A hi / (€4) 6.3-1
y(C, A),  tehat cos b A 2
e - e (4B)
¢ (A, =‘)<):, tehat cos C~—14§—..

Hisonld médon

 Bxg)
sin a=—5~—,
in b =<4 6.3-2
sin —-—A—B—, o
. IBXA|
sin C———A—B—.

A pombhdaromszog szogei azonosak az oldalakat kimetsz6 fokorok sikjainak
weipcvel, Igy példaul

_ (CXAXCXB)
©% Y =ICXANCXB]
 (CXAX(CXB)
SIn Y= ICx AlICXB] S

Az o Cs f# sz0g megfeleld szogfiiggvényei a 6.3-3 formulakbdl a betiik ciklikus
permutaciéjaval allithatok els.
A vektorialis négyesszorzatra vonatkoz6 4.8-6 azonossag alapjan

tehit
(CXA)YX(C < B)| = C(A, B, C). 6.3-5




—

lpy 632 ¢s 6,83 alapjin

sin e (BAl CXAICH B
sin y ABCA, B, C)

A 6.3-6 kifejezés nem vdltozik, ha a jobb oldalin az A, B, C vektorokat ciklik
san permutaljuk. Kovetkezésképpen

sine_sin g siny
sing sinb sinc’

A 6.3-7 osszefiiggést a gombhdromszigekre vonatkozd sinustételnek nevezzii
A cosinustétel megfeleldjét az alabbi modon kaphatjuk meg. 4.8-8 alapji

(CXA)NCXB)=ABC?—(CB)(CA). 6.3
6.3-8-at [CxA| |CxB]|-vel elosztva 6.3-1 és 6.3-2 fethasznalasaval a

cos ¢ cos acos b
sinbsina sin bsina

cos y=

képlethez, és ebbdl a

cos c=cos a cos b+sin a sin b cos y
Osszefiiggéshez jutunk. A 6.3-9 egyenlet a gémbhdromszdg oldalaira vonatkoz
cosinustételt fejezi ki.

6.4. A polar-gdmbharomszog

Tekintsiik az A, B, C nem komplanaris vektorok altal meghatdrozott gomb
hiaromszoget, amelyre

ABXC)=V=0. 6.4-1

(Ha V0, az A, B, C vektorok sorrendjének megfelel6 valasztasdval mindig el-
crhetjik, hogy V=0 teljesiiljon.)

Rendeljiink hozza az A, B, C vektorok altal kifeszitett gombharomszéghoz
cpy ujabb haromszoget, amelynek csticsait az

A*=BXC, B*=CxA é& C*=AxB 6.4-2



vok torok epyenesel hdarozzak meg. Az

¢ PB* C* vektorokkal meghatarozon
haromaszopet az eredetl hiaromszop polia
pombhiaromszopénck nevezzik (6.2, db-
(TR

A polir-gombhiromszopet tohat az cre-
detl pombharomszoget kimetszd 16korok
alk jutnak normalvektorai hatarozzak meg.

Amennyiben 6.4-1 teljesiil, akkor a 6.4-2
bwazef uppeésck a kovetkezdképpen fordit-
hitok meg

A= (BEXC?), B=, (C*XA®), 6.2. dbra
Q-_"V(A*xl_;_*). 6.4-3

Minthopy a gombhiromszog oldalait jellemzd szogek és a gdmbharomszog
sehpei liggetlenek a gomb sugaratol, s igy a csticsokat kijelol6 vektorok hossza-
1l i, 6.4-3-bol kovetkezik, hogy az A*, B*, C* vektorok altal kijelolt gomb-
haromszog polarharomszogét az A, B, C vektorok jeldlik ki.

A két haromszog adatai kozott fenndllnak a kovetkezd dsszefiiggések :

(A* <X C*)(B*xC*)

=
T e T o
gy 6.4-3 miatt
BA
COS ¢*====co0s y. 6.4-4
BA
lehit
D= 1 )
ta hasonléd médon a=a*, f=Db*. i G4
Az inverz transzformaciobdl kiindulva pedig
(AxCNBXQ) A'B* My
e N AT A "
Fehuny
ar=qg - fr=5, y¥=ec. 6.4-7

A poldr-gombhdromsziog oldalai és szogei tehdt rendre egyenlGek az eredeti
Ibromszag szogeivel és oldalaival.
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e ¥ ———— & e e &
Fzen Oanzefliggés alapjin o mnlnilM,' epy fonton visltozutithoz juthantu

Irjuk fel o cosinustételt egy gOmbhidromuzidy polidrhiromszdgére :

cos ¢*=cos a* cos b* —sin a* sin b* cos y*. 6.4
6.4-5 ¢s 6.4-7 felhaszndlasdval ebbdl az eredeti haromszogre a
COS ¥ =c0S « o8 f—sin « sin f cos ¢ 64

Osszefliggés kovetkezik. 4 6.4-9 kapcsolatot a gémbhdromszdg szogeire vona
kozd cosinustételnek nevezziik.

6.5. Egy hatareset

A gombharomszogeket sikharomszogekkel kozelitjiik, ha oldalaik sokk
kisebbek, mint a gomb sugara. Vizsgdljuk meg az

a b ¢ -

a—k;, b—Ta—, C——f 6.5+

oldalakkal meghatarozott gpmbharomszdget az R~ - hataratmenet esetén.

A kis szogek szogfliggvényeit ez esetben helyettesithetjitk az alabbi kozelité
sekkel:

e 2
sin 8~68, cos 6~ V 1 ~—02~1—2i 6.5-2

A 6.5-2 kozelitések felhasznaldsaval a gombharomszog oldalaira vonatkozd
cosinustétel az

] % COS 7 6.5-3

alakot olti. Elvégezve a kijelolt miiveleteket, és a negyedrendben Kkicsiny tago-
kat clhanyagolva, a

2=a2+ b*—2ab cos y 6.5-4
formuldahoz jutunk. A 6.5-4 osszefiiggés a sikharomszogekre vonatkozo cosinus-
tételt adja. A gdbmb sugarahoz képest elhanyagolhatdan kicsiny oldalakkal ren-

delkezd gombharomszogekre tehat jo kozelitéssel alkalmazhatjuk a sikharom-
«dpekre vonatkozé cosinustételt.
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p— T

A szbpekre vonatkozd

COR 3 CON a Kl /1 8l o win g cos ¢ 6.5-5

tetelt felirvi, é8 o cos e~ | kozelitést alkalmazva, adodik, hogy

Co8 y ~ o8 (2 + /).

K Ovetkezésképpen y ~ 180° — (a+ f), azaz ebben a hatdresetben a gdmbharom-

nebg szogeinek osszege jo kozelitéssel 180°.

6.6. Alkalmazas. A térbeli polarkoordinatak
egy tulajdonsaga

A 6.3. dbrdrdl leolvashato, hogy egy tet-
nzileges vektort jellemezhetiink egy sza-
kusz &s két szog megadasaval is. Az r, 8, ¢
érickeket az r vektor polarkoordinatdinak
nevezzik.

Legyenek egy ® koordindta-rendszer
alupvektorai az e, e@), e egységvek-
torok. Jeldljiik ezen vektorok polarkoordi-
mitait #%, ®), rrel, k=1, 2, 3, r értéke
mindharom vektor esetén egységhosszu-
N,

A 6.3. dbrdn bejelolt példa alapjan latha-
16, hogy az e®) vektorok ¥, koordinata-
-rendszerben vett reprezentacioi

¥ (e N =sin &, cos @,, sin ¥, sin g, cos ¢,
k=1, 2, 3). 6.6-1

Az cgységsugari korbol az e®) vektorok
egy PP,P, gombharomszoget metszenek
ki (6.4. dbra). Vegyiik hozza a fenti pon-
tokhoz a #,=0 koordinataval jellemzett P,
pontot. Ekkor kiilonb6z6 PP, P,gdmbha-
romszogek keletkeznek. Ezeknek oldalai

~ ~ ~ 7
PoP=1b,, PP =18, és PP = 2 (k1)

T

6.4. dbra
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(Phpnrl)‘ Sy
Alkalmazva erre o hidromszogre a cosinusidelt, azt kapjuk, hogy

O=cos #, cos #,4-sin B, 8in B, Cos (g, ),
tehat

ctg 4, ctg #,= —cos (¢;~ ). .

A k= értékpirokra harom egyenletet kapunk. Ezekbdl kovetkezik, hogy ‘
i o
e

Adott ¢, g, és 5 szdgekhez tehat a #,, 4,, 9, értékek meghatdrozhatdk. fgy
0.6-1 ¢s 6.6-2 scgitségével harom, paronként egymasra merdleges egységvektort
hitrom paraméterrel allithatunk eld.

Mcgjegyezzilk még, hogy a harom paraméter annyiban nem fiiggetlen, hogy
0.6-2-nck csak akkor van értelme, ha a gyokjel alatt pozitiv szam all. A gyok
mindkdét eldjele esetén egységvektort kapunk.
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I OPFRATOROK

7. Linearis operatorok

A vizsgalat targya sok esetben egy fizikai rendszer valtozasa. Egy valtozast
szimbolikusan operatorral fejezhetiink ki. Ha egy Q objektumot Q*-ra valtoz-
tutunk, tchat a

Q-Q*
atmenctet vizsgaljuk, azt is irhatjuk, hogy
Q*=AQ,

ahiol A a valtozast jellemz6 operator.

7.1. Forgatasi operatorok

I'py pelda a valtozasra az elforgatds. Legyen példaul Q egy P, Py, ... pon-
1ul bol @ll6 merev test. Q-t elforgatva, jeldljiik az elforgatott testet Q*-gal, pont-

mit pedig P, PY, ..., Pi-gal. A Q—~Q* valtozast egy ,forgatasi operator” jel-
lemzi. Az elforgatas tényét az

0Q=Q* 7.111

lormuliaval fejezhetjitk ki.

A 1.1-1 formuldban Q az elforgatdst 1étesité operatort jeloli. Az Q operator
tehat o test méreteitdl €s helyzetétdl fiiggetleniil az elforgatast jellemzi. Az O
aperitort tetszoleges merev testre is alkalmazhatjuk. A jeldlésben alkalmazott
slithuzist annak kiemelésére hasznaljuk, hogy O a reprezentaciotol és a testtdl
foppcetlenil egy objektive 1étezd miiveletet jelent.
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B i
Amennyiben B cpy Qb1 Kulonbaal, adan helyzeti merey test, akkor ag 0
operacio ezl a testet az
I+ OR 7,13
hiclyzetbe viszi at.
A tovibbiakban a forgatasi operatorok tulajdonsagait vizsgiljiuk. Alljon a
Q test a Py, Py ... P, pontokbol, amelyek helyvektorai rendre

o, =L, Ip,=D....0p,=I, 718
Az clforgatott Q* rendszer pontjai pedig legyenek
PTa A0 ) P:I:,
helyvektoraik pedig

Yol =1l skl it 7.1

=iy 7.1-5
A tovabbi pontok helyvektoraira pedig fennall az

r;=0r, 7.1-6

Osszefiigpés.

7.2. Az ortogonalis transzformacid

Flemezziik elészor a forgatds néhdny tulajdonsagat. Az elforgatast jellemez-
hetjiik anélkil is, hogy az r, forgaspontot megadjuk. Legyen ugyanis

L= — I
a Pt P lel osszekotd vektor.
Az clforgatds ezeket a vektorokat az

k.
1,=0r,

formulanak megfeleléen megvaltoztatja. ¥, az elforgatott test P és P/ pontjit
kot Ossze.

Az clforgatas tulajdonsaga, hogy

a=ua*,
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Vil y s
On nl, 1.2+1

sz o lorgatas o merev test pontai Kozotl tivolsagokat nem valtoztatja meg.!
A 120 tulapdonsageal rendelkezo operiatorokat ortogondlis operatoroknak ne-
vezzik.

A Torgatiasi operacio tovabbi tulajdonsapait a 7.2-1 képletbdl allapithatjuk
mep. Legyen ABC cgy merev testen Kijelolt haromszog, melynek oldalai az a,
b, ¢ vektorok. Megleleld irdanyitas esetén irhatjuk, hogy

atb=c. 7.2-2
A testtel egyiitt elforgatott haromszog
oldalai legyenek az a*, b*, ¢* vektorok

(7.1, dbra). Az clforgatott idom olda-
laira delinicio szerint érvényes, hogy

a*+b*=c* 7.2-3
Minthogy
a*~0a, b*-0Ob, ¢*=0Oc,
/.2-3 helyett irhatjuk, hogy
O@+b)-0a+Ob. 724 i AR

Mivel az ABC és az elforgatott A*B*C* haromszdgek oldalai egyenl&ek:
=@ D)= () =, 7.2-5

a haromszogek egybevagoak, és igy szogeik is egyenldek. Ebbdl kovetkezik,
hopy

a*b*=ab, 7.2-6
tchat két vektor skalaris szorzata nem valtozik az elforgatas kovetkeztében.

A skaldris szorzat értéke a vektorok tiikrdzése esetén sem valtozik. A 7.2-6
osszelliggés tehat altalanosan jellemzi az ortogondlis operatorokat. Kénnyen
tlalhatunk olyan jellemzét is, amelynek segitségével megkillonbdztethetjiik a
thkrozéseket és forgatasokat.

l.cpyen a, b, ¢ harom, nem egy sikba es6 vektor, és legyen

UIgy pontrendszer pontjai kozott tavolsagok akkor sem valtoznak, ha a pontokat tetszéleges
W tokreaeeik. gy 7.2-1 a forgatasi operatorokri vonatkozo sziikséges feltételt jelent. Elégségessé
aconban csak akkor valik, ha a forgatasokon kivill tikrozésekel 1s megengediink.
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thol O epy ortogonalis fransztormiacion ptdl Amennyiben O forpatast jelent,

ikkor
(. ho¢) w* b* ¢*) 7.7
A Litkrozes a hirom vektor altal definialt sodeist meplorditja, czéet ha O tikride
2¢s, akkor
(a,b, ©)= —(a* b*, ¢*). 7.2-8

A hirmas vegyes szorzat a tilkrozés hatdsara elgjelet valt. Ennck segitségével
tchat kiilonvalaszthatjuk az ortogondlis transzformaciok koziil a tikrozésekel.

7.3. Homogén linearis transzformacidk

I'rdekes eredményre jutunk két, egy egyenesbe esé vektor transzformaldsa
eselében.
Ha
b=aa,

akkor az a és b altal bezért szog 0°, ha =0, 180°, ha a<0; minthogy
(@, b)< =(@@* b")<,
az clforgatott vektorok szoge is 0°, illetve 180°, és igy 7.1-1 segitségével
a*=ob* ha a=uab.

Operatorokkal kifejezve:

O(xa)==Qa. 71.3-1
7.2-2-t és 7.3-1-et Osszefogva, azt kapjuk, hogy ha
«a+pb=c¢,
akkor
aa*+ fh*=c*.
Operatorral kifejezve:
O(«a + fb)==0a + FOb. 7.3-2

16bb vektorra altalanositva a meggondolast, azt kapjuk, hogy

(_)Z “(V)E(v): Z a(”)((_)g(")), 7.3-3
ahol az o -k tetszOleges szamok, az a¢*-k pedig tetszdleges vektorok.
A 7.3-3 osszefiiggés az O operatorra jellemz6. Azokat az A opcratorokat,

amelyck a 7.3-3 tulajdonsaggal rendelkeznek, tehat amelyckre fenndll az
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T
A[.‘_,'""'l“'] z"ul'A.l"' .44

GunzelOppes, linedris s homogdn (vektors ) operdtornak nevezzik. (Rovidebben
lincaris operittorrol is beszelhetiink ) Fzek szerint az ortogonilis operdtorok
linedris (pontosabban: lincdris homogén vektors) operatorok. Az ortogonalis
operiatorok kilonleges jellemzéje a 7.2-5 és 7.2-6 altal leirt sajatsag, tchat az
orfogondlis operdtorok olyan linedris operdtorok, amelyek két vektor skaldris
seorzatdt nem vdltoztatjdk.

7.4. A linearis operatorok reprezentacioja

Altaliban egy A linedris operatort azzal jellemezhetiink, hogyha megadjuk
hitrom nem komplandris a, b, ¢ vektor transzformaltjait. Tehat megadjuk az
n. b, ¢ vektorokat, amelyekre

i=Aa, b=Ab, T-Ac 7.4-1

A transzformaltakat most feliilhtizassal jeldljiik, a csillag jelolést az ortogonalis
trunszforméaciok esetére tartjuk fenn.
Fla
(@, b, ©)=0,

nkkor tetszdleges vektort eléallithatunk az

x=a«a+fb+yec 7.4-2
alakban.
Az «, B, y értékeket 4.6-8 szerint hatarozhatjuk meg. Alkalmazzuk A-t 7.4-2
két oldalara. 7.3-4 segitségével azt kapjuk, hogy

X=Ax=ul+fb+%, T

(chit minden x vektor transzformaltjat eld tudjuk allitani, ha az a, b, ¢ vekto-
rok ¢s @, b, T transzformaltjaik ismeretesek.

A transzformaci6 elBallitasara egyszerii kifejezéseket kapunk, ha egy %
koordinata-rendszer alapvektoraibol indulunk ki. Legyen tehat

a=e®), b=e®, g=¢®.
Megadva az

Ae®)=f®) 7.4-4
vektorokat, azt taldljuk, hogy
x= 2 x,e%), 7.4-5
nhol
Xy Vg, X = (X)), 7.4-6
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. T
iy 748 helvett irhntjuk, hopy

2= 2 xf", 7,447

Szorozzuk ATt e -val. Azt kapjuk, hopy

Re= etk 3y flipth, 7448
1
Legyen
9(,‘ )I.(I)' AAI (k7 /' l, 2, 3)a —/-‘1",
akkor
X, = Z Ak1x1~ 7.4-10
]

Az X vektor Z-beli reprezentacioja
X(X)=RX=3Xy, X5, %3,

tehat eloallithaté az x vektor ¥-beli komponenseinek linearis kombinacioja-
kent.

7.4-10 tehat megadja azt az eljardst, amelynek segitségével x adott reprezenta-
cidjabol X reprezentaciojat kiszamithatjuk. Az A,, egyiitthatok szamértékei
1.4-9 segitségével allapithatok meg. Az x—~X transzformacio ezutdn barmely
¥ rendszerben 7.4-10 szerint hajthato végre.

A fenti meggondolast masképpen is megfogalmazhatjuk. Legyen az A opera-
tor ¥-beli reprezentacioja

fZ(A):AI\I (k, I:1, 2, 3).
'z kilenc szamérték, éspedig ugy, hogy ha
a=Aa,

akkor a ¥ reprezentacidban
3
a,= 2 Aia,
=1
Az A, ¢rickeket szimmetrikusan rendezve matrixnak is nevezziik, és az

.An Ay A13I
A=14, A, A23
Ay Ay Aj;)

semaval jeloljiik.
Az Ay, értékeket az A matrix elemeinek nevezziik. A fenti sémanak megfele-
16en

Alh AlZ* AH




* e E—
we A atris elad,
"Ah 4.u- ‘u (I' I: 3 &)

pondty o Andik sorn, Hasonld mddon
Ay s ey = U], 2. 9)
aomitrix fedik oszlopa. A matrixjelolest felhasznilva,
K(A) = A,
ahol 0z A matrix elemei 7.4-9 szerint

Ay=e®fD (k,1=1,2,3).

1.5. Az ortogonalis transzformacidk reprezentacidja,
ortogonalitasi relaciok

Az
a*=0a 7.5-1

orfopondlis transzformaciot az dltaldnos linedris transzformaciohoz hasonloan
jollemezhetjiik. Tehat megadjuk, hogy egy X rendszer ¢ ) alapvektorai hogyan
viltoznak az Q transzformacio folytan, azaz megadjuk az

ek)*=Qe®) 7.5-2

vektorokat. Minthogy a forgatds olyan linedris opericio, amely a vektorok
lhosszit és szogét nem valtoztatja, 7.2-6-bol kovetkezik, hogy
e_‘“‘g“":b'“_ 7.5%3
Keressiink még valamilyen egyszer( kritériumot a titkrozések és elforgatasok
megkiilonboztetésére is. Alkossanak az eredeti ¢ ©) alapvektorok jobbrendszert,
Az clforgatasok ezen a tulajdonsagon nem valtoztatnak, tehit

OMTIGAETICOM 71.5-4
lha
&P e — + 1.

A tiikrozés az alapvektorok sodrasat megvaltoztatja, igy ¢z csetben

Sy . .
g(l\) x(_)(/) ,g(l”] X TESES
ha

Erim ' ! Q
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Lepyen n & reprezentiacioban

KO)=0O, Kn)on, L(n*) a* 7.540
¢s
”r - Z ()L l(ll, 7.5'7
ahol !
(O QY05
0=0; 0, Oyl.
03, O3, Oy

Az O, ¢rtckek nem fiiggetlenek, hiszen az Q operator két vektor skaldris szors
catiin nem valtoztat.
Legyen

7.5-8

Innen 7.5-7 és 7.5-8 segitségével azt kapjuk, hogy

3
g*l_)*: Z a:bl’r= Z ambnokmokm

k=1 m, n

minthogy azonban
a*b*=ab,
czer

Z ambnokmokn: Z aKbK‘ 7'5-9
m n K

A fenti osszefiiggés akkor €s csak akkor 4ll fenn minden a és b vektorra,
ha

Z Okmok.n= 6mn (ms n= 1, 29 3)- 7.5'10
k

Valdban, minthogy 7.5-9 minden vektorra érvényes kell hogy legyen, vehetjiik

pl, hogy

a,,= alum a,= 6kn (lna n= 13 2: 3)
Izcket az értékeket 7.5-9-be helyettesitve 7.5-10-ct kapjuk. A 7.5-10 formuldk
uz ugynevezett ortogonalitasi relaciok. I relicioknak kell teljesiitniiik egy linea-

ris transzformacioé cgyitthatéira, hogy a transzformicio ortogondlis legyen.

RO



ot Az ortogonals transzlormaciok exphart alakja

al Poplalkozzunk closzor a sikbeli transzlformiciok leirasaval. A sik vekto-

pait ket komponenssel irhatuk le, ¢s gy az

a*=0a
nih beli forgatast az

2
af= Z Ok,a, 7.5'1]
I=1
tormulival reprezentalhatjuk, ahol ]
O, ;=eMe™* (k,/=1,2).
P IR e e
A 7.2 dbrdbdl lathatjuk, hogy ha a sik- 2] L ISP
beli ¢ rendszeregységvektoraitq szoggel i | &
ellorgatjuk, akkor az % o
e =cos g, sin ¢, il i
e’ = —sing,cosq¢ 7.5-12 Fia
slk beli vektorokat kapjuk. Eszerint az Q operator reprezentacidja
_fcosg -—sing 75-13
T ising  cose¢f 3
I’z az clforgatds a X rendszerben igy irhato fel (7.3. dbra):
ay =a, cos ¢ —a, sin ¢,
7.5-14
as =a, sin ¢+ a, cos ¢.
\ b) A hdromdimenzids esetben az e*)*
______ vektorokat a X reprezenticioban polar-
‘ koordinatakkal jellemezhetjiik, tehat

ahol 6.6-2 szerint

e®)*=sin 9, cos ¢, sin 9, sing,, cos #,

7.5-15

24 =|J_ cos (¢1— )

S NN

7.3. dbra

f 42238/1. Vektorsrdmitds

cos (¢ — @) oS (P — )

7.5-16
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Megjegyads: A Kétdimenzids forgntint o liromdimenzios forpatig speciis
lis esetének is tekinthetjiik, ha a 7512 formulakint kiepésziguk az ¢t g
osszeftigpéssel. Az Q operator O« ¥(Q) reprezenticiojn ez esetben

cosq sing 0]
O=|-sing cos¢ ()'.

0 0 1

A tobbi formulak is érvényben maradnak az a,=aj Kiegészitéssel.

A 7.5-17 formula explicit formaban adja a sikbeli forgatds operatorat. Ez a
operator természetesen eleget tesz a kordbban megadott ortogonalitasi relaciok:
nak. Err6l konnyen meggy6zddhetiink, hiszen példaul

1+ 0%+ 03, =cos2p+sing+0=1
¢s
0||02|+ 0]2022+ 013023=COS 12 Sil’l (p—Sm @ Ccos (P+0=0.

Hasonlo modon teljesiil a tovabbi négy relacio is.

7.6. Linearis transzformaciok egymas utani alkalmazasa

Legyen A és B két linearis operator. Transzformaljunk el8szor egy a vektor
A szerint. Legyen
=Aa, 7.6%

18]

majd transzformaljuk a-t B szerint, és legyen

a=Ba. 7.6-
7.6-2 helyett azt is irhatjuk, hogy
a=B(Aa). 7.68

A 7.6-2 és 7.6-3 formulat egy X reprezentdcidban kifejtve, az

ﬁk = Z ARIGI! a,, = Z Bmhak‘
ilt 4 4

a,= 2 B, Aua, 7.6
k.l
osszefuggeésekhez jutunk. 7.6-4 az
Em= Z [Z Bm.kAk!] a,
I k

alakban is felirhaté. Ennek alapjan viszont bevezethetjiik a

82



T

!‘ml “hl ¢ .ml l'h"s

s

Jelobest
2 annyit jelent, hogy az A ¢és B linciris transzformiciok cgymasutanja cgyet-
lon Ttncanis transzformacioval helyettesithets, lgy

a=Ca, 71.6-6
ahol C linciris operiator. Ennek X-beli reprezentécioja
X(O)=C,

nmelynek elemeit 7.6-5 definialja.

A C operitort az A és B operatorok szorzatdnak nevezziik. A szorzast a ¥
reprezentacioban 7.6-5 szerint végezhetjiik el.

Villasszunk most specidlisan forgatasokat leir6 linearis operdtorokat (Q, P),
e legyen

nkkor

nhol Q reprezentacidja

X(Q)=Q,

amclynek elemei

3
ka= IZI Pklolm (k7 m= la 29 3)
Amennyiben O és P kétdimenziés forgatasok, akkor O és P felirhat6 az

0=[C_OS¢ —sin ¢)
sing cosg)

p|cos¥ —sin
“Isiny  cosy

alikban. A
Q=PO
szorzat pedig

Qim= IZ POy,
=Tl
szerint a
cos (p+y) —sin(p+w)
Q=|_.
sin (@ + ) cos (g + )
alakot olti.



A g s p szOgeel 10rend sikbeli elforgatisol cpymasutangi tehat, amint az vars
atd volt, egyetlen gy szo0ggel tOrend ellorpatassal helyettesithetd.

Ez az credmény is mutatja, hogy eddigi meggondolasaink a forgatasok he- |
lyes leirdsdhoz vezettek.

8. Matrixalgebra

A forgatasi operatorokat mdtrixokkal reprezentaltuk. A kovetkezSkben a
fogalmat kibGvitjiik, és a matrixmiiveleteket szabalyokba foglaljuk. A matrix-
miiveleteket ugy vezetjiik be, hogy a forgatasok leirdsa attekinthetébbé valjék,
de a matrixszamitas egyéb teriileteken is hasznalhat6 legyen.

8.1. A matrix fogalma

Matrixnak — mint mar emlitettitk — egy megfelel6 modon rendezett szdm-
halmazt neveziink. A szdmhalmaz tagjai a madtrix elemei. A matrix elemeit
cpy- vagy tobb indexes betiikifejezéssel jeloljiikk. Az indexek sorrendje adja a
szamhalmaz rendezésének modjat.

Az

a,...ay 8.1-1

szamokbol allé szam- N-est egydimenzios matrixnak nevezziik. Mivel a vek-
torok egydimenzidés matrixokkal reprezentalhatok, az egydimenziés matrixot
gyakran vektornak is nevezik. Ez az elnevezés azonban megtévesztd, mert —
mint a késébbiek soran latni fogjuk — nem minden szam- N-es tekinthetd
vektornak. Vektoron egy specialis tulajdonsdgokkal rendelkezd valodi objek-
tumot, illetve annak reprezentaciojat értjiik, s tetszéleges szam-N-es nem mindig/
rendelkezik ezekkel a tulajdonsagokkal. (Képezhetiink példaul Budapest férfi,
nd és gyermek lakéinak szamabol egy szdmharmast, ez a szimharmas azonban
semmiképpen sem tekinthet6 egy vektor reprezentdciojanak.)

Ez¢rt a matrixszamitasban hasznalt szam-N-esek elnevezésére az egydimen-
zios matrix kifejezést hasznaljuk. A vektor elnevezésre csak akkor tériink at,
amikor ¢z mar nem adhat okot félreértésekre. A fenti esetben, mivel a szam-
halmaz N clembdl all, N komponensii matrixrél beszéliink.

A kétindexes mennyiségek a forgatasok leirdsakor mar hasznalt kétdimenzios
sémaban irhatok fel. Az A, elemeket tartalmazo A matrix elemei tehat az

K4




"n 4|\'

‘AMI A\IN;

tormaba rendezhetok.

Az A miitrixot kétdimenziosnak nevezziik, mert kétdimenzios séma segitsé-
pevel allithato el A 8.1-2 séma alapjan az A matrixot N oszlopd és M sora
vipy Vo< M-cs matrixnak is nevezzilk. Amennyiben N =M, akkor kvadratikus
matrixrol beszeliink.

Altaliban legyenck az 4,, , mennyiségek egy n indexszel jellemezhetd szam-

—

halmaz clemei, ckkor azt m”ondjuk, hogy az A,, , értékek egy n dimenzios
milrix clemei. Az egyes indexek kiilonbozd értékeket vehetnek fel. Altalaban
tehit meg kell adni, hogy

e 1L AR/
/= l - .Nz,
s=1...N,.
A legegyszeriibb esetben Ny =N,= ... =N,=N, vagyis minden index ugyanazon

drtckeken futhat végig. Ezeket a matrixokat N-ed rendli matrixoknak nevez-
sk,

Amennyiben egy matrix dimenzidjat is kifejezésre akarjuk juttatni, akkor az

(n)

A
ssimbolumot haszndljuk. Ennek alapjan tehat

)
A egydimenzios matrix,

@)
A kétdimenziés matrix, ,,szokasos matrix”

3)
A haromdimenzios matrix.

A tovabbiakban ezt a jelolésmodot csak akkor hasznaljuk, ha formulaink
cpyébként félreérthetévé valnanak.
Amennyiben az indexek értelmezési tartomanya is lényeges, akkor az alabbi
jelblésmodot hasznaljuk :
(1)

N komponensii matrix;
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MN N oszloppal es M sorial rendelkezo matrix

3

1
haromdimenzios matrix, melynck elsé indexe 1., N,
NNN, y '

masodik indexec az 1...N,,
harmadik indexe az 1...N, értéket veszi fel.

Hasonld jelolést hasznalhatunk a tobb dimenzids matrixok esetén.
(n)
Az n dimenzios matrixot tehat ————— szimbolummal jelolhetjiik. Az
NN,...N,

)
cpyszeriiség kedveért azonban — félreérthetd esetektdl eltekintve — az A jeld-
fest hasznaljuk.

Vepezetiil néhany elfajult esettel foglalkozunk. Az n=0 esetén, azaz a null-
dimenzios matrixon index nélkiili mennyiséget értiink. A nulldimenziés matrix
cpy szamériéket jelent. A nulldimenzids matrixot gyakran — nem egészen pon-
tosan - skalarnak is nevezik.

(1]
Az | cpykomponens(i matrixot egyetlen szamértékkel jellemezhetjiik.

K ctdimenzidés matrixok esetén az

(2)

A= (AP e R SR )
malrixot sorvektornak, a

(B
(é)_ BZ]

By,

matrixot pedig oszlopvektornak is szokas nevezni.

A sor, illetve oszlop kifejezésnek két dimenzio esetén szemléletes tartalma
vin. Nem célszeri azonban ezeket a fogalmakat az n =2 esetekre is kiterjesz-
tent. o 1 oesetén pl. a sor- és oszlopvektorok kozotti kiilonbségtétel megdup-
liznn o vektorfogalmat anélkiil, hogy a fogalom tartalma béviilne.!

Y epy tetsz6leges o dimenzios matrix valamely &= n indexe csak az | értéket veheti fel, akkor

n
Aomatees tulagdonkeppen egy n- & dimenziopa matrixsza cgyszerGsodik. 1y modon [I\] elfajulasi

lehetoség vin, s enneck megfeleléen ‘J l féle n— k& dimenzios matrixotr kellene bevezetniink.
.
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R Mateoamiivelerek

et niterix akkor egyenld, ha azonos dimenziopiak, mdexcik ertelimezesi tar-
tonmiinya rendre megegycezik, ¢s az azonos indexii clemek egyenloek egymdssal.

K21, Osszeadas ¢és kivonas

(n) {n)
Legyen A egy 4, clemii, B pedig egy B,,. . ,elemil matrix, amelyek azo-

nos dimenzidjiak, és indexeik értelmezési tartomanya rendre megegyezik. Ez
vactben a

(n) (n) ()
C=A+B

dsszcgmatrix elemeit definicio szerint a

(n) (n} (n)
Cur.s=Ag s+ By 8.2-2

osszeliiggés hatarozza meg. A 8.2-2 definicios egyenlet az n=0, 1 esetben a szo-
lasos skalar-, illetve vektordsszeadasi szabalyt adja vissza. A kétdimenzios eset
fehit

Crr=Ar1+ By

(Jsszefoglalva : Két matrix Osszegének elemei megegyeznek az egyes matrixok
mcpfeleld indexii elemeinek osszegével. A fenti Osszeadasi szabdly alapjan meg-
hatarozhatjuk a nullmatrix elemeit. Nullmatrixon definicié szerint azt a mat-
nxot értjik, amelyre tetszbleges A matrix esetén fennall az

A+0=A

Osszefliggés. A 8.2-2 Osszegzési szabalybol kovetkezik, hogy a nullmatrix min-
den cleme zérus.

§.2.2. Matrix szorzasa szammal

LLegyen
()
A=A4,, .
()

A B A~ A
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mitrinon wzt o mdteinol ek, "“mpﬂ-ﬁﬁd&n eleme az A mateis clemeinek
Anzoronn, tehit

Brs B s 823

Matrix ¢és skalir szorzatara dehnicid szerint érvényes o kommutativitids és az
asszoctativitas, valamint a két miveletre vonatkozoan a

(4 +24)A=4A+ 1A 'l

8.2-4
MA+B)=3A+ B |

cpyenloségekkel kifejezett disztributivitds is.

8.2.3. Kétdimenzios matrixok szorzasi szabalyai

A kétdimenzios matrixok szorzasat a két egymads utani forgatas leirasakor
kupott kifejezés alapjan definidljuk. Lattuk, hogy az O, P forgatasok egymas-
utinja helyett cgyetlen Q elforgatdssal is ugyanarra az eredményre juthatunk.
Az clforgatasok O ¢és P matrixreprezentacidinak felhasznaldsaval azt kapjuk,
hopy a Q matrix clemeit a

le:' Z Pkmoml 8.2"5

formulival hatirozhatjuk meg.
A 825 Kifejezést altalanositva, az A és B kétdimenzidés matrixok

C=AB
seorzatal a

Ci= 2 AgmBmit 8.2-6

cpyenlettel definidljuk.
Hangsilyozzuk, hogy a szorzasi szabaly a két matrix kozelebbi indexeire tor-
lénd Osszegezést ir elS.

Osszegz6 index

Mivel az els6 index a matrix sorait, a masodik index a matrix oszlopait jeloli,
1 8.2-6 definiciot roviden sor—oszlop szorzasnak szokas nevezni.

Az AB szorzasi miivelet csak abban az esetben végezhet el, ha A masodik
ndexe ugyanannyi értéket vesz fel, mint B els6 indexe.




e
A Eétdimenzion mateisok szorzdmn alnlaban aem kommutativ miivelet, 12 a
dotinioio kozvetlen kovetkezmenye, mivel uz epyik matrix soradt o masik osze
fopiival kell szoroznunk, higzen

{ ki 2 'I'l " Iimi

—
|

kilejezesben o kozeli indexre kell osszegezniink. A szorzisi miiveletet delinial-
Wtk apy is, hogy a kommutativitis fennalljon. A

Cl::' 2 oAy,
me

velop - oszlop szorzasi definicio mar kommutativ miiveletekre vezetne. Az al-
tlunk clfogadott szorzasi szabaly azonban alkalmasabb objektiv dsszefiiggé-
sk leirisira. A bevezetésben targyalt forgatdsok esetén példaul két forgatas
spvmasutanja dltalaban fiigg az egyes forgatasok sorrendjétdl. Ezért ez a mii-
welet ¢ppen a nem kommutativ szorzasi szabaly segitségével irhaté le helyesen.

A szorzasi szabaly kozvetlen kovetkezménye, hogy a nullmatrix és tetszdleges
matrix szorzatanak ercdménye ismét a nullmatrix

0A=0.
A kvadratikus matrixok korében célszerii bevezetni az
E =6, 8.2-7

elemekkel rendelkezd E egységmatrixot. Az igy definialt matrixra ugyanis fenn-
all, hopy tetszdleges A matrixszal szorozva:

EA=AE=A. 8.2-8

A miitrixszorzdsra vonatkozoan érvényes az asszociativ, valamint az Gssze-
mlasra ¢s szorzdsra vonatkozdan a disztributiv térvény.
Az asszociativ torvény érvényességét a kovetkez6 modon lathatjuk be.
Lepyen
P=(AB)C.

A szorzisi szabdly ismételt alkalmazdsdval a P matrix elemeit a

PkI: Z (AB)I\'oCol: Z I[Z Akman} Col
o o \(m
formula hatarozza meg. A szummazasok sorrendje azonban felcserélhetd, igy

PH Z Akm [ Z IHnrn( ‘--.‘l Z Akm(BC)ml’

m

39




amd viszont e AMBCY sorrendn wmwwl nronos Tehat irhiatjuk,

|IU)'\

Po(AB)C  A(C) Al 8,20

vagyis a szorzat felirasakor o ziarojel hasznalatintol eltekinthetunk.
Hasonlo modon Lithatd be az

AB+C)=AB | AC 8.2-10

disztributiv torvény érvényessége is, ezt azonban az olvasora bizzuk.

8.2.4. Egy- ¢s kétdimenzids matrix szorzata

A miivelet a késobb targyalasra keriil6 altalanos métrix—matrix szorzas spe-
cualis esete. Fontossaga miatt azonban kiilon is targyaljuk.

Az epy- ¢s kétdimenzios matrixszorzatot is a forgatasok vizsgalatakor talalt
osszeflippesek dltalanositasaként vezetjilk be. Megallapitottuk, hogy az a vek-
tor a* clforgatottjanak komponenseit az

3
a,fz IZI 0,4, 8.2-11

formula segitségével hatarozhatjuk meg. A 8.2-11 Osszefiiggés altalanositasaval
az
a= a, .. 'aN

2)
N Kkomponensii matrix és az A kétdimenzidés matrix

b=Aa
szorvzatinak clemeit a
b=, Aus 8.2-12
Osszelliggessel definialjuk. !
(¢lszerit a detiniciot arra az esetre is kiterjeszteni, amikor az egydimenzios
milrix az elsé tényezd.

A
b'=aA
szorzat elemeit a
3
A=A alAl: 8.2-13
=1
kifejezessel definialjuk.
Altaliban b ~b’, tehat
Aa<aA, 8.2-14

N




yooe i miivelet sem loommutatiy

Fonadl azonban az

w(Ab) - (aA)h R.2-15

deiclomben velt asszocttivitias, A bizonyitis celjabol irjuk Kia 8.2-15 bal olda-
in s erepld szorzatot komponensekben':

1 \ L] L]
.\_; ay ( :.: Al\mbm] Z Z aI\A/\'mbm- 8'2-16
Ao Lo j L AT |

B 6han o szummazas sorrendjét feleserélve, a

3 3
Z bm [AZI akAkm]

m- |

asoizathoz jutunk, ami éppen 8.2-15 jobb oldalaval egyenértékii. A 8.2-15
wkkcoviativ torvény miatt a szorzatot zarojel nélkiil is felirhatjuk, tehat

a(Ab)=(aA)b=aAb. 8.2-17

A epy- ¢s kétdimenzids matrixok szorzasara fennall az

A(a+b)=Aa+ Ab, |

o (a+b)A=aA+bA, 8.2-18

valamint az
(A+B)a=Aa+Ba, ill. a(A+B)=aA+aB 8.2-19

priclemben vett diszeributivitds is.

I zcknek a torvényeknek az igazolasa a 8.2-18 és 8.2-19 osszefiiggések kom-
ponensenként torténd kiirasaval egyszeriien végrehajthato.

Vepill még egy, a matrixok egyenlGségére vonatkozé tételt bizonyitunk.

Moy jegyezziik, hogy két matrix szorzata egyenld lehet a nullamdtrixszal,
el

AB=0

akkoris, ha A=0¢és B+«0.

I'¢ldaként emlitjiik az
li= 3l 1 0
) ][Ry

AX =0,

0 0
> o
ssorzatot.

Ha azonban

minden olyan X-re, amelyre a fenti szorzat értelmezhetd, akkor ebbdl A=0
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28
e kovetkezik, Boétel helyett epy hinondd @il bizonyitunk, 1. ha

XAy 0 8.2-20
minden x és y-ra, amelyekre a fenti szorzat ¢rtelmezhetd, akkor

A0

Valoban, ha A cgy N XX M-cs matrix, akkor x-nek &, y-nak M komponense kell
hogy legyen. Minthogy 8.2-20 minden x-re ¢és y-ra ¢érvényes, x-et megvalaszt-
hatjuk agy, hogy az n-edik komponense 1, a tobbi 0, y-t pedig Ggy, hogy m-cdik
komponense 1, a tobbi 0. Legyen
.’C,\Zﬁhl (k:1,2,...,N),
ymza!m (1:1’2’---1M)‘)
tchat
XAy: Z 6knAk161m:Anm:0'
k.l

Haazn=1,2, ..., Nésm=1, 2, ..., M eseteket sorba vessziik, latjuk, hogy 3
minden A4, -nek el kell tiinnie, azaz A=0.
Hasonld modon belatjuk, hogy ha tetszGleges x, y-ra

xAy =xBy, 8.2-21 ¢
uakkor

A=B.
Upyanis 8.2-21-bal és a disztributiv térvénybdl kovetkezik, hogy

x(A—B)y=0,
tehald
A-B=0
¢s
A=B, 8.2-22

vapyis 8.2-21-b6l 8.2-22 valdban kovetkezik.

8.3. A transzpozicié

A
b=aA 8.3-1 ‘

szorvzisi miveletet komponensenként kiirva a 8.3-1 formuldhoz jutunk,
bk: Z aIA Tk 8.3‘2

Tekintsitk o B matrixot, amelynek elemeit a

Tp)




WAy (k, 1= 1.3, 0 8.3

DuscelDppes detinbilja,
A I miteixot tehit ey kapjuk, hopy A soralt és oszlopait feleseréljik.,
KoV bat 8B 3 2-be beirva, a

D=2 B 3.3-4
7

B el Gppest kapjuk. Az a, és B,, értékek itt minden tovabbi nélkiil felcserél-
etk . hiszen ezek mar szamértékeket jelolnek.
Tehat
b=aA =Ba, 8.3-5

vingyis a-bol b gy is eldallithato, hogy a-t a B matrixszal jobbrdl szorozzuk.
A I matrixot az A matrix transzpondltjdnak nevezzik, és a transzponalt jelo-

lencre o

~

B=A 8.3-6
joliilést hasznaljuk. A transzponalt matrixra altaldban érvényes, hogy
aA = Aa. 8.3-7
A deliniciobdl az is kovetkezik, hogy ha 8.3-6 fennall, akkor
B-A. 8.3-8
Az ismételt transzponalas tehat visszavezet az eredeti matrixhoz, vagyis
A=A

I ¢ nyilvanvald, hiszen a transzpozicid a sorok és oszlopok felcserélését jelenti,
nwz ismctelt csere az eredeti allapotot allitja vissza.

K 1 1. Néhany specidlis matrix
Nconmetrikus mdtrixoknak nevezzilk az olyan matrixokat, amelyekre
A=A, (Lk=1,2,3).
Sehmmetrikus matrixok esetén tehat
A=A,

en lpy tetszoleges a esetén
aA = Aa.
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I DiagondIme
vtldhel

rixnak nevezziik wz olynn nu\trhul. unmiyuuh slemel 1 lemek kis

vételével eltlinnek. Tehat

D=0, 8.3-9°
Hletve részletesen

A mar megismert E egységmatrix a diagonalmatrix specidlis esete, hiszen

E =064

8.3.2. A transzpozicio szabalyai

A matrixokkal val6 szamolds szempontjabol igen fontos az Gsszeg- és szor-
zatmatrixok transzponaltjanak kifejezése az eredeti matrixok elemeivel.
_ Legyenek A,,, B,,, C,rendre az A, B, C métrixok elemei. A C=A + B matrix
C transzponaltja

~ NS i~

C—A+B=A+ B,
hiszen komponensekben kifejezve:
Cu=A;+ By,
Cii= Cp=Ay+ By= A+ B, 8.3-10
Az A és B matrixok C= AB szorzatanak transzponaltjara pedig fennall, hogy
C=(AB)=BA. 8.3-11

8.3-11 bizonyitdsdra irjuk fel C-t komponensekben

Cer=> AiBss |

~ . {
. Ckl: C1k= Z AlmBmk'
m

Ha a 8.3-12 szummadban transzponaltakra tériink at,

éMk1= Z An:nlEkm= 2 E’\m’:i:m" 83-13

m
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W e yezOk trmwzponidt it torditont sorrendben Osszeszorozzak,
B osznbidyt tetszdleges szimin miatrix szorzatirn kiterjesztve, azt kapjuk, hogy
hiit

A=PQ...S, 8.3-14
nhkor b -

A=S...QP, 8.3-15
vilpyls epy szorzat transzponaltja megegyezik a tényezok transzponéltjainak for-
ditonl sorrendben vett szorzatdval.

8.4. Szimmetrikus és antiszimmetrikus matrixok

A szimmetrikus matrixokat az ~
A=A 8.4-1
Oazet ligeessel definialtuk.
Antiszimmetrikusnak az olyan matrixokat nevezziik, amelyekre fennall, hogy
B=—B. 8.4-2
Delinicid szerint tehat
B.,= — By. 8.4-3

A definiciébdl kovetkezik, hogy. B.,=0, tehdt az antiszimmetrikus matrix
dingondlis elemei eltiinnek. TetszOleges A matrixbol egyszerlien képezhetiink
azimmetrikus és antiszimmetrikus matrixokat. Tekintsiik ugyanis a

B=A+A 8.4-4
N -
C=A-A 8.4-5
nuitrixokat.
A 8.4-4-ben szereplé B matrix By, elemei a

By =At A=A+ Ay
formulaval hatarozhatok meg. Leolvashatd, hogy

Bu:Blk-

B=A+A

mtrix tehat szimmetrikus matrix. Hasonlé modon beldthatd, hogy a C matrix
antiszimmetrikus.

A fentiek alapjan adodik, hogy tetsz8leges A matrix egy szimmetrikus és egy
antiszimmetrikus matrix 6sszegére bonthaté.
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iahol a jobb oldal elsé tagja szimmmetrikus, a nuisodik tigja pedig antiszinimets
rikus matrix.

8.5. A diadikus szorzat

Legyen a egy N komponens(, és b egy M komponensi matrix. a és b diadikus
szorzatanak nevezziik és
A=aob-vel 8.5-1

jeloljitk azt a matrixot, amelynek komponensei az
g = (=1, 27" TONFI=1, 2) .., M) 8.5-2

mennyiségek. Itt a, és b, a és b komponenseit jelentik.
A definiciobdl kovetkezik, hogy egy A matrix és az aob matrix szorzatara
fennallnak az
A(acb)=(Aa)ob 8.5-3
s az
(aob)A=ao (bA)
dsszeftiggések. A ¢ egydimenzids matrix €és az aob matrix szorzatdra pedig az

(aob)c=a(bc) 8.5-4

s

c(aob)=(ca)b
Osszefliggések, hiszen pl.

[(achb)e], = ?. abc,=a ; bic,={a(bc)].

8.6. Tobb dimenzids matrixok szorzasa

A szorzasi miivelet altaldnositasa céljabol el6szor a diadikus szorzast altala-

(n)
nositjuk. Ezt a miveletet a mdtrixok direkt szorzatanak nevezziik. Az A és

(m)
B matrixok

(n+nt) {n) ()

C =AoB 8.6-1
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okt szorzatin azt o C o mateixot detjlik, amelynek elemeit 2

('AI il Pl il '41\1 5 I 8.6-2

I
n m

ryq...0

fszel bppes hatiirozza meg. A deliniciobol lathaté, hogy a direkt szorzas tetszo-
lagon dimenzidpa és az indexekben tetszleges értelmezési tartomany matrixok
Eiwdhen clvégezhets. A direkt szorzas eredményeként mindig olyan matrixhoz
Jutink, amelynek dimenzioja a tényezOmatrixok dimenzidinak Osszege.

Lithatd az is, hogy az n=1, m=1 eset megegyezik az egydimenzios matrixok
R lejezetben definidlt diadikus szorzatdval.

Vizspaljuk meg most, hogy milyen mddon altalanosithatnank a tobbi matrix-
aionzinl miiveletet. Az eddig bevezetett szorzasi szabalyok a kovetkezk:

1))
a b = Z akbk,
k

1)(2)
(a A)= AZ a Ay,

@y
(A a)=2 Aga, 8.6-3
1

(2)(2)
(A B)kl: Z ALH!BHM"

m

A wrorzisi szabdlyok kozos vondsa az, hogy a tényezdket mindig az egymas-
liis lepkozelebb fekvd indexparra kell 6sszegezni.
Funck a szabdlynak kozvetlen altaldnositdsaként példaul az

33 @
AB=C
Mo ead clemeit a
4) 33
(’klmn: (A B )k.‘nrn = Z AklsBsmn 8.6-4
s

ansettppedéssel definialjuk.
\Mialaban egy m és n dimenzids matrix szorzata definidlhaté gy, hogy egy
nito 2 dimenziés matrixra vezessen. Az ecredményben az egyes elemek in-

aneit o szorzo elsé m— | indexe ¢s a szorzando utolsé n— 1 indexe adja meg.
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szamok, ha A clemei A, ., B clemei pedig B, . voltak.

Az igy definialt matrixszorzas €s a dirckt szorzat kozott ¢rdekes kapesoli
allapithato meg. A matrixszorzat ugyanis a direkt szorzatbol ugy kaphatd ““<¥1
hogy a szorz6 utolséd indexét és a szorzando elsé indexét egybeejtjiik, majd Os:
szepeziink az egybeejtett indexpdrra. Tehat az A, B matrixok szorzatdnak cle
meire fennall a

(n)y (m)
CkI...z= Z (A ocB )kl...ssq...z: Z Akl...sBsq...z 8.0~

Osszeltigpes. A mivelet természetesen csak akkor végezhetd el, ha az egybeejtet
indexck értelmezési-tartomanya megegyezik.

1'6bb indexpar egybeejtésével, majd szummazdssal tovabbi szorzasi miivele
tcket is bevezethetiink. Haromindexes matrixok esetén példaul az

3)3) @)
(AB)=C 8.6-6
szorzat elemeit a
Co= 2 AraBig 8.6-7
st

Osszeliipgeéssel definialhatjuk. A szummazast eldszor a legkdzelebb fekvs index
parra, majd a megmaradd legkdzelebbi indexpdrra kell elvégezni. A jelolésber
a kettds zardjel arra utal, hogy két indexparra kell dsszegezni.

Altalaban tefsz8leges matrix esetén két indexet egybeejthetiink, majd ssze
pezhetiink rd, ha az indexek értelmezési tartomanya megegyezik. Ezt a miive
letet kontrakcionak nevezzilk. Tehat

(n 2) N (n)

Agr...= 2 AA: ....... oot e
oYy s=s'=1

n—2 index nmdex

K ¢tdimenzios kvadratikus matrixok esetén példaul a kontrakcié eredménye-
kent o (oatdban dllo elemek 6sszegét kapjuk. Ezt az Osszeget a métrix spurjdnak
nevezzik.

w
> A, =spur A. 8.6-8
k==

A B.0-3-ban lelsoroit kilonbozE tipusa szorzatok mindegyike a direkt szorzat
kontrakciojakent foghato fel.
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Y. Homogen hincans transziormaciok
matrnxreprezentaciog

A Hopontban Kifeptett matrixalpebra alkalmas o lincdris operatorok czek
bion az ortoponalis operatorok — tulajdonsagainak kifejtésére.
Legyen A egy lincaris operitor. Az
a-Aa 9.1

Basetippest a £ reprezenticioban az

5,\.:;A,\,,a, 9.2

fortnulival, ill. a matrixszorzasi jelolést felhasznalva, az
a=Aa 9.3

boplettel fejezhetjiik ki, ahol az A= ¥(A) az a matrix, amely az A operator X-
buli reprezentiacioja. Két linedris operator egymas utani alkalmazdsat matrix-
woon st segitségével fejezziik ki.

lepyen

Abkor o ¥ reprezentacioban

a=Aa és a—Ba—B(Aa),
Hletve
B(Aa)= (BA)a=Ca, 9.4
llhl‘l
C=BA.

A matrixszorzasi szabaly értelmében tehat

st e
Ckf ) Bﬁ.m"1m!‘

m

vapyis az A, B transzformaciok egymasutanjat egy C transzformadcid helyette-
alti, ahol
C=X(Q),
vipyis € K-beli reprezentacidja a B és A operatorok B, A reprezenticidjanak
nlrixszorzata.
Mepallapithato még, hogy az egy- ¢s kétdimenzids matrixok szorzatara fenn-
||” iz

A aA 9.5
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Onszetuppes, hiszen

(Aa)ym 2 A, 0,8 T 04, (u“l’),.
/ i

-
Amennyiben A és a lineiris operitor, il vektor reprezentacioja, akkor A
annak az A operiatornak a reprezenticidja, amelyre teljesil a
e
b(Aa)=a(Ab) 9.0

osszetiippés. 9.6-ban a ziarodjelezés az operator ¢s a két vektor szorzasanak sors
rendjét szabja meg. Lathatd, hogy ez a sorrend nem valtoztathaté meg.

9.1. Az ortogonalis transzformacidk reprezentacidja

Az ortogonalis transzformaciok a linearis transzformaciok kiilonleges esetét
képviselik. Leirasukra tehat alkalmas a fenti médszer. A O ortogondlis operits
tor reprezentacidja legyen

0= %(0),

ahol

Or=e“e®* (k,1=1,2,3).

It e * az e alapvektor O szerinti elforgatottja.

9.1.1. Az ortogonalitasi relaciok

9.5-ben A helyett O-t irva, a X reprezentacioban

a*=0a=a6, 9.1-1
vigy O-t egy b vektorra alkalmazva,
b*=0b=bO. 9.1-2
Az O operatornak sajatossdga azonban, hogy
ab—a*b*.
A ¥ reprezentacidban ez a szorzat 9.1-1 és 9.1-2 felhaszndlasaval az
a*b* —a00b 9.1-3

alakot Ol4.
Minthogy 9.1-3 tetszOleges a, b vektorra érvényes, 8.2-21 szerint

00 -E. 9.1-4

I'zz¢l az ortogonalitasi relacio 7.5-10 dltal kifejezett formajiahoz jutottunk.
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1Y Az mverz transztormactd

Az ortogonalitist relacio segitsepevel ey O operitor altal detmialt elforgatis
weplorditottat ts leirhatjuk . Szorozzuk 9.0 Fet O-val balrol, azt kapjuk, hogy

Oa* O »a,
Wwhitl 9,1 =1 sepitsepcvel %,
a- Qa* 9.1-5
Vilgty
a=a*0. 9.1-6
Fehat amennyiben O '-nek nevezzitk azt a forgatdsi operatort, amely az O
Loatast visszaforgatja, akkor
%O )=0, ha %(Q)=0. 9.1-7
A# lnverz forgatast tehat a X rendszerben az egyes forgatdsi operatorok O rep-
reaenbicioinak O transzpondlt matrixa reprezentalja.
Seorozzuk 9.1-5-6t O-val balrdl, azt kapjuk, hogy
Oa—00a*, 9.1-8
tohiat 9.1-1 segitségével 8
a*=00a*. 9.1-9
vy mepfelel a—= 0 'a* vektor elforgatottja), igy tehat 9.1-9-bsl kovetkezik,
hopy -
OO=E. 9.1-10

4110 hasonlit 9.1-4-hez, de valdjdban mas Osszefiiggéseket reprezental. Errél
meppyozodhetiink, ha 9.1-4-et, illetve 9.1-10-et komponensekben irjuk fel.
Upyanis 9.1-4 szerint

g:omkoml = 6k 4]

; OxnO 1m= 5k1,

ietve 9.1-10 szerint

tehat az egyik esetben az els6, a masik esetben a masodik indexpar szerint kell
imnzepezni. A 9.1-4 és 9.1-10 Osszefiiggések azonban nem fiiggetlenek — hiszen
ws utabbiakat az elsékbdl levezettiik.

Az ortogonalitasi relaciok csak hat fiiggetlen Osszefiiggést adnak a kilenc
(), etk kozott. Kézenfekvo tehat, hogy az ortogonalis matrixokat harom fiig-
petlen paraméter segitségével hatarozhatjuk meg. Egy ilyen paraméteres el8-
allitast korabban mar megadtunk.

Mepjepyezzitk még, hogy a fentick szerint éppen a 9.1-4, illetve 9.1-10 6ssze-
Thppesek azok a sziikséges ¢s clégsépes feltételek, amelyeket egy linearis opera-
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tor reprezentaciopinak ki Kell elégitenie ahihioz, hogy ortoponalin: operiton
irjon le.

Fovibbia, minthogy a skaldris szorzathol indultunk ki, a 9.1-4, illetve 9. 110
nek eleget tevo operatorok forgatast vagy titkrozést jellemeznek.

9.2. Két elforgatas egymasutanja

Legyen
a*=Qa, a**=Pa* 9.24

lchat az a-bol a*-hoz jutunk, ha el6szor Q szerint, azutan P szerint forgatunk.,
¥-beli reprezentacidban tehat

a*=0a, a**=Qa, 9.2-2
ahol
Q-=PO

0=%(Q), P=X(P)

1z O és P operatorok reprezentacidja. Minthogy O, P ortogonalis operatorokat
reprezental,
PP-0O0-E, 9.2-3

viszont 9.2-2 szerint 3o, -, Weplesy

Q=(P0O)=0P,
igy " ey 8

QQ=POOP=PP=E,

tehat Q is ortogonalis operdtor. Két forgatds egymasutanja tehat ismét forga-
tist hoz létre. Ez az eredmény magatol értetédo, igy megfontoldsaink ellent-
mondasmentességét tdmasztja ala.

10. Permutaciés operatorok

10.1. A csoport fogalma

Az ¢léz6 pontban az ortogonalis matrixok tulajdonsagaival foglalkoztunk.
Megallapitottuk, hogy

a) az ortogondlis matrixok szorzata ismét ortogondlis matrix;

b ) az ortogondlis matrixok szorzdsa asszociativ mivelet;

¢) az I cgységmatrix is ortogonalis matrix;

d) minden ortogonalis matrixnak van inverze, ugyhogy
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A fentioa), ), ¢)d) tukgdonsipokkal szokis o csoport Togalimat delinialng.
A altalanos delmiciot igy togalimazzuk |

Lepyenck a, b, ¢, . ..ocpy G halmaz clemel, smelyck kozot ertelmeztink epy
mibveletet, A miiveletet a tovibbiak b szorzasnak nevezzok, ¢s pl. az a ¢s b
slomek szorzatat ab-vel jeloljik. A ¢ halmazt csoportnak nevezzik, ha teljesul-
wok 0 kovetkezo axiomak :

I Amennyiben a ¢s b G eleme, akkor

ab=c 10.1-1
tonek cpyertelmiien meghatdrozott eteme.
2 A miivelet asszociativ, azaz
a(bc)=(ab)c. 10.1-2

I Lctezik egységelem, azaz G-nek van olyan e eleme, amellyel tetszilepes v
slomel szorozva, az x elemet kapjuk eredményiil:

ex=Xx. 10.1-3
4G otartalmazza tetszdleges a elemének inverz elemeét. Az a clem b inverzét a

ba=ab=e 10,14
Omszefugpes definidlja.

A 10.1-1, 10.1-2, 10.1-3, 10.1-4 &sszefliggéseket csoportaxiomaknak szokils
Ve,

Flungsilyozzuk, hogy a szorzasi miivelet kommutativitasat nem kotottik ki
Amennyiben még ez is teljesill, akkor a csoportot Abel-féle vagy kommutativ
vmoportnak nevezzilk. Lattuk, hogy az ortogonalis matrixok, illetve transztor
maciok csoportot alkotnak.

10.2. A permutacios csoport

| permutdcid fogalma

Lepyen A, B, C, ..., S ndb elem, amelyet # helyre helyeziink el upy, hopy
minden helyre csak egy elem kertiljon. Az A, B, C, ..., S elemekbol ily madon
A vzimia killonbozé elemsorozatot hozhatunk létre.

lnduljunk ki az elemek egy megadott sorrendjébdl:

als] ] s |

fr | 10,21
1 2 Oh s L -
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Permutalisnak nevezzok ozt aomoveletet, amikor epy adott sorremd o clems
sorozitol drendezunk . s gy az eredeti elemek epy masik sorrendjchez jutunk,

lpy a permutilis elemsorozatokra ertehmezett opericid. A permuticios opes
ratort gy jellemezhetjik, hogy mepadjuk, hopy az egyes helyeken levd clemes
ket milyen mas helyekre viszi at.

Fgey permuticios operdtor megadhatd példaul az alabbi téglalapmatrixszal

| g )
p_[l, B n,], 10.2-2

ahol az egymas alatti szamok azt jelentik, hogy ez az operacio az elsd helyen :ls

16 elemet az 17, a masodik helyen allé elemet a 2’ stb. helyekre viszi at.
Amennyiben megallapodunk abban, hogy az atrendezést mindig az 1, 2, .. .,

n sorrendben adjuk meg, akkor a fenti P permutacios operatort mar az alsé

L2 g v il
is jellemzi.
Azonban nem mindig célszer(i az a jeldlés, ahol az eredeti sorrendbdl indu-
lunk ki; vegyiik példaul négy elem egy permutacidéjanak

10.2-3

atrendezését.

Errc a permutaciora jellemz6, hogy az els6 helyen levd elemet a masodik
helyre, a masodik helyen levét a harmadik helyre vissziik stb. E permutaciét
azonban példaul igy is jelolhetjiik :

g 34 Gk
P_[3 oY 2], 10.2-4

a 10.2-2 és 10.2-4 jeldlések nyilvan ugyanazt a permutdciot jelzik. Igy 10.2-3
helyett irhatjuk azt is, hogy

P:[a, Dot 6 ‘] 10.2-5
b i e

aholaza d', b b parok az 1 1’, 2 2" parokkal azonosak, tehat csak az oszlopok
sorrendjét valtoztattuk meg. A permutacié 10.2-5 szerinti jeldlése n utasitast
jelent; ezeket az utasitasokat kiillonb6z6 sorrendben is megadhatjuk, és igy ju-
tunk a 10.2-4 jeloléshez.

N clemen értelmezett permutacidés operatorok N! elembdl allo csoportot al-
kotnak. A 10.1-1, 2, 3, 4 csoporttulajdonsdgok a kovetkezd mddon teljesiilnek:
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Folepyen 1P ds O kdt dtrendesés b Mo ogy wlott sorreadet eldszonr 8 szering,
woubin b dpy atrendezett sort Q szerinl semdezznk an epy ) atrendezest knpunk,
wimelyet Recel jeldihetiink

Ve credetitep az needik helyen levd elem eldazin az n'cdik helyre jut, A mae
neelik ateendezésben pedip ez az elem nz nocdik helyrdl az n''<edik helyre Kertl.
A Lét atrendezest epy Iepesben is vegrehajthatjuk gy, hogy az needik helyen
v elemet ropton az n’'-edik helyre visszik.

rhatjuk tehat, hogy

p [ S G TV L7TR2 T L S
DR ' o Q | p2” ... H" N’
i
(Rl 2 S Y
3
R=Ql ll” Pl WREHRE LS gl TRER N"]

Ar R permutaciot a Q és P permutaciok szorzatinak tekinthetjiik.

1A permuticiok ilyenfajta egymasutinjara érvényes az asszociativ (Orvény,
Hirom egymas wtani atrendezést (P, Q, R-ct) ugyanis kétféle modon fehet két
lpesben végrehajtani. A P-t és Q-t Osszevonva, egy

S=QR

alrendezest kapunk; ezt végrehajtva, majd a harmadik atrendezést alkalmazva,
i veplepes
T=RS=R(QP)
sonrendhez jutunk,
A T sorrendet ugy is elérhetjiik, hogy el0szor a P-nek megfeleld dtrendezesi
it juk végre, azutan pedig az (RQ)=U kombindlt atrendezést, tehil
T=PU=(RQ)P,
vinpyls
T=R(QP)=(RQ)P.

I pységelemnek azt az atrendezést vessziik, ahol semmi sem valtozik, tehat
S N
E- :
B . N
ipy Pl EP =P, hiszen E nem valtoztat a sorrenden.
I. Minden permutdcionak létezik inverze, hiszen minden atrendezést visszi

inrendezhetiink. A visszarendezést az eredeti permuticié reciprokitnak neves
2k
1P es QL ebben a fejezetben a PésQ permutiacios operatorok egy reprezentaciont jelentt,

ann eplalapmateix is lehet. A reprezentaciok szorzatat azonban most nen a s20kasos mtrixszorzas-
sl kel képezniink.
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Litjuk tehat, hogy a csoporttulajdonsagok értelmezheték és érvényesiilnek.
Az asszociativ torvénybdl kovetkezik az alabbi fontos tulajdonsag.
Legyen P 'és Q ! a P, ill. Q permutéciok inverze. Tehat

PP '=P 'P=E,

QQ '=Q 'Q-E.
Akkor
QP=R
-bol kovetkezik, hogy
R '=P 'Q !,

hiszen jobbroél szorozva R-rel,
R 'R=(P 'Q YQP)=P '(Q 'QP=P 'P=E.
Tobb tényczdre kiterjesztve, azt is kapjuk, hogy
(PQ...S) '=S '...Q 'P L

Példaként az N =2, 3 esetet targyaljuk részletesebben.

10.2.1. Kételemii elemsorozatokon értelmezett operatorcsoport

Az A, B elemekbdl két killonbdzd sorrendii elemsorozat képezhet6:
A, B és B, A.

Ennck megfelelden két permutdcids operatort értelmezhetiink: Ezek, a fenti
matrixjelolést alkalmazva,
1 2
Pefi 3

1 2
P2=[2 1]-

P, az clemek credeti sorrendjén nem valtoztat, P, pedig a sorrendet felcse-
réli, tehat
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(A, By (li, A).
A permticlok szorzOtblgn tehit i kOvetkezd:

I’I ll2

P, | P, P,

P, P, P,
|

Ai epységelem az E=P|, hiszen nem valtoztatja meg az adott sorrendet.
Mind P-nek, mind P,-nek 6nmaga az inverze, mert a fenti tabla értelmében

P,P,=E, é P,P,=E.

10,2.2. Haromelem{i elemsorozatokon értelmezett operatorcsoport

A kivetkezbkben az A4, B, C elemekbdl alkotott elemsorozatokon értelme-
it permutdcios operatorok tulajdonsagaival foglalkozunk. Minthogy harom
slem hat permutaciot tesz lehetévé, ebben az esetben mar hatféle kiilldnbdzd
operitort definidlhatunk.

I zcket az operatorokat a mar haszndlt téglalapmatrixokkal egyenérték, de
sukkal szemléletesebb geometriai dbrazolasmod segitségével allitjuk elS. Egy
uperitort pl. a 10.1. dbrdn lathaté sémaval reprezentdlhatunk. Ez azt jelenti,
hopy o kérdéses operator egy tetszOleges haromelemii elemsoro-
ot transzformal gy, hogy az els6 helyen allé elemet a harmadik ——
helyre, a masodik helyen allot az elsd helyre, a harmadik helyen Zi
allin pedig a masodik helyre viszi 4t. A nyilak jol szemléltetik
i helyeseréket. A geometriai dbrdzoldsmaod segitségével egyszeriien  10.1. dbra
mephatirozhatjuk két operdtor szorzatat is, tehat két egymas uta-

Wl elemesere eredményét (10.2, dbra).
1 - Még jobban lathaté az elemek atrendezése, ha rep-
i/ Z(_ ; rezentdcioikat egymas ald rajzoljuk. Igy az operito-
(N rok szorzata a 10.3. dbra segitségével szemlélhetd.
10.2. dbra A lehetséges hatféle operatort a 10.4. dbra szerinti sé-
mak szemléltetik.

Az operitorok abraibol lathato, hogy a P, operator nem valtoztat egy adott
dlemsor sorrendjén, Py, Py és P, pedig egy clemet a helyén hagy, a masik kettd
sorrendjét pedig feleseréli,
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- i ’ zeket ne l"»rl_ll'?!th-l'nl;nll‘ amelyek cink Eét elem so

I A l rendpet eserélib ol ransspozleids operitoroknak ngs
/}/ I(\_.,,; & vezzike A Py ex 1 operatorok az clemek sorrend)ét
L ciklikusan valtoztatjnk .

10.3. dbra Az operdtorok szorzata a fentickben ismerteteit
prafikus eljaras segitségével egyszerlien meghatirozhatd. Példaként még a Py éx
I, operiatorok négyzeteit és szorzatat hatarozzuk meg (/0.5. dbra ).

RN

o
Ay

LT R,
P S

Hasonlé modon hatdrozhatjuk meg a tobbi operatorok szorzatét is, s ennck
credménycként a

10.5. dbra

P.P,
L 1 2 3 4 5 6
k
i E=P, P, P, P, P, P,
) P, E=P, P, P, P, P,
3 P, X E-P, P, P, P,
4 p, | P, P, E=P, P, P,
5 P, A P, P, P, E=P,
A B TR i R (TR A

tiblazathoz jutunk,
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A tablivzat alapjon mepallvpithatd, hopy ezek az operatorok vilaban csopor
o alk otk

Vopyik eszre mep, hopy o Py, Py 1 operatorok Kihagyasiaval az credeti cso-
pot epy (17, B P

R oA P, P,
P-E R Npn P,
P, P, P, E
P, P, E P,

whoaopoitjihoz jutunk.

[0.3. Az N elemii permutéaciék néhany tulajdonsaga

A permutdcidk gazdag elméletébdl csak egy, a tovdbbiakban sziikséges téteire
Ieriink ki. Kimutatjuk, hogy N elem N! permutacidjat egyértelmiien két, egy-

arant I, N! elemet tartalmazo részre valaszthatjuk szét. Az egyes részekhez tar-

tuio clemeket az elem pdros, ill. pdratlan permutacidinak nevezziik.

10.3. 1. Transzpozicid €és szomszeédcsere

|y permutacié soran nem szitkséges, hogy a cserékben minden hely részt
wwpyen. Az operacio egyértelmilien megadhaté akkor is, ha csupan a megvaltozé
helyeket tiintetjik fel. A

P_!'I 2rami% k+1...N\I
_11’2’...k’ S e
aperator a rovidebb
5 e e
P:[l’ y TR, k’] A

weimbolummal is egyértelmiien jellemezhetd. (Természetesen nem sziikséges,
hopy a mepgviltozo helyek az eredeti sorrendben cldl legyenek.)
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lpen (ontos szeeepel patszanak azok a2 operitorok amelyek ket helyet Tels
eserclnek, Lzek az operatorok o 1030 gpyuzeinitelt jeloles sepitsepevel a

T lﬁ : | 10.3.2
e i )
szimbolummat jeldlhetdk. 10.3-2 tehat azt fejezi ki, hogy a k-adik helyen clhes
lyezett elem az l-edik helyre kerill, az /-edik helyen elhelyezett elem a k-adik
helyre keriil, a tobbi elem helye pedig valtozatlan marad. A 10.3-2 alaka permus
ticiokat transzpozicidknak nevezzik. A 10.3-2 jelolés a transzpoziciok esetén
tovitbb cpyszerGsithetd, a transzpozicio jellemzésére elegendd ugyanis a két fels
cserélodo hely megaddsa. Ezért a tovabbiakban a
T=(k, ) 10.3-3
jelolést hasznaljuk. Bizonyitasainkban kiilondsen jol felhaszndlhatok azok
transzpoziciok, ametyekben két szomszédos hely cserélédik. Ezeket szomszéds
csereknek nevezziik és
S=(k, k+1) 10.3-4
-gyel jelbljik.
A kovetkez8kben megmutatjuk, hogy minden permutdcié szomszédcserck
sorozatira bonthato, tehat
P=S.S,_,...S,, 10.3-5

ahol S, szomszédcseréket, P pedig egy adott permutaciot jelent.

Ahhoz, hogy 10.3-5 érvényességét belassuk, kezdjilk a cseréket azzal az il
hellyel, amely a P permutacio alkalmazasa utdn az utolséva valik. Tehdt P al-
Kalmazadsa utan 7— N-be keriil. Ha i=N, akkor ezt a helyet a jobb szomszéddal
cseréljiik, azutdn a kovetkezé jobb szomszéddal, mindaddig, mig az utolsd
helyre jut (10.6. dbra).

N Ezek utan ehhez hasonlo eljarassal az
N — 1-edik helyre keriil elemet vissziik
2_{. 1épésenként az utolséd eldtti helyre. [gy

|><L folytatva, végeredményben— ha nagyon
sok Iépésben is — elérjiik a P permuta-
X cio altal rogzitett sorrendet.
) Megjegyezziik, hogy a szomszédcse-
e g rék helyett transzpoziciokat alkalmaz-
var is clérhetjiik a P altal el8irt elrendezést, és ez dltalaban kevesebb 1épést igé-
nycl, mintha szomszédcserékre szoritkozunk.

Valoban, legyen
| b B notatod | e

I'-nek valaszthatjuk azt a transzpoziciot, amellyel az fi-edik helyet az utolsd
N-cdik hellyel eseréljiik fel; T, az a csere, amellyel az igy dtrendezett sorrend
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Vst (1007 abwad, Dy 1Epesedt W pdare hadadva, s
et eldallithatjuk o vepso sorrendet (1 abea)

-

meptelely helyer o vepst sorrenal A Ll helyen l

K
N o
10,7 dbra /x

1012, Paros és paratlan permutaciok

A paros és paratlan permutaciok bevezetésére elsd Iepésként megmutatjuk,

hopy az cgységpermuticiot

H='S, S s 10.3-6
ovitk paros szami egymas utani szomszédeserével allithatjuk el6. Vilidgosabbian
itejezve: alkalmazzuk egy N elemii sorra egymas utdn az S, S,, ..., S, szom-
wrddesereket. | cserék megvaltoztatjak az eredeti sorrendet, azonban cldfordul-
hit, hogy egy bizonyos 1épés utén Gjra az eredeti sorrend all elé. Bebizonyitjuk,
fiopy ¢z csak paros szamu lépés utan torténhet meg.

Vizsgialjuk ehhez a k-adik hely mozgdsat a permutacié szomszédcserckkel
ntend eléallitasaban az egyes 1épések sordn.

Az S, szomszédceserében olyan k -k’ atmenet jon létre, amelyben k" a
kol k1, k értékek valamelyikével egyenld, attdl fiiggben, hogy k jobb
vipy bal oldali szomszédjaval cserél helyet, ill. nem vesz részt cserében.

Hasonld médon a masodik 1épésben S,-ben olyan k'~ k' dtmenet kovetkezik
b, amelyben & értéke

K—1, kK+1 vagy Kk’
il =40 lehet.

A cseréket feltérképezve,
megrajzolhatjuk a k-adik
hely ,,palyajat” ( 10.8. dbra).
Az eredetileg k-adik helyen
levd elem az n-edik lépes

vredk l€pés  tan a k(n)-edik helyre ke-
ril. Amennyiben azonban
10.3-6 fennall, akkor a k-
adik hely valtozasaira felir
hatjuk, hogy

kO)=k, k(1),
kQ), ..., k(Ly=k,

V,-edik [¢pés

x<
\. vagyis az L-edik [épés utan

k=k(L) (=I(L) ismét az eredeti A-adik hely-
10.8. dbra re jutunk vissza.

|
|
|
|
|
|
|
|
1
|
}
4
|
|
|
|
|
|
!
|
|
|
|
|
1
|
1
|
|
|
|
|
I
|
|
|
|
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Az L 1Epesbd! alldy operaciosorazat epyes Wpsel o kovetkezd semaval jelles
mezhetok
L. Az elsd lepésben az credetileg ACDedik en fihedik helyek eseréladnek el
2. A masodik [épesben az eredetileg AC)vdik én /(2 edik helyek cserélodnek
fel.

A v-edik lépésben az eredetileg k(v)-edik és /(v)-edik helyek cserélédnek fel,

Az L-edik 1épésben az eredetileg k(L)-edik és /(L)-edik helyek cserélédnek
fel.
A KD, ..., k(L) és I(1), ..., I(L) helyek a permutaciosorozat abrazolisi
alapjan hatarozhaték meg. k(v) és /(v) (v=1...L) tobbszor is felveheti a

k(vy=k
és

I(v)=1 10.3-7

¢rickeket. Legyenek v=v, v,, ..., v, azon lépések, amelyekben 10.3-6 bekdvet-
kezik. A 10.3-7-nek megfelels v, értékek n,, szama a k és [ értékektdl fiigg. Az
n,, ertcket a permutacié abrazoldsa alapjan meghatarozhatjuk, hiszen n,, éppen
a k-adik ¢és /-edik helypalydk metszéspontjainak szdmadval egyenld. (A 10.8.
dbrdn 1athaté esetben n, ,=2.)

Minthogy az L 1épés mindegyikében egy és csak egy palyametszés kovetkez-
het be, kell, hogy

lepyen. Az cgyes n, ~ek viszont paros szamok (beleértve a zérus értéket is), hi-
szen tetszoleges k, [ part paros szamu épésben kell felcserélniink, ha azt akar-
ik, hogy eredeti sorrendjlik visszaalljon.

1 bbol azonban kovetkezik, hogy L paros.

A kovetkezOkben foglatkozzunk egy tetszdleges P permutacioval. P tobb-
lele modon dllithato el szomszédeserék szorzataként. Legyen tehat

P:S[SL ]...S]ZSK_‘...SI, 10.3'8
10.3-8-bol kovetkezik, hogy (minthogy s &' =sy)
Rl = shsSINNS) S S
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EwPP w8 .8 i S8 6p g 10.3-9

1049 az I operitor K4 £ szomszédeseréhdl alld eldallitasa. Minthogy E-t csak
M sznmi szomszédesere szorzataval lehet elddallitani, czért attérve a K=k,
o1 jelobésre,

k4= piros szam;
!gy vy k ¢s Lis paratlan, 10.3-10
ny A ¢s /s piros.

Lahit, hia cgy P permutdcio elallitasa a paros szamu szomszédcsere szorzata,
bkor u szomszédeserékbdl torténd dsszes elBéllitdsa paros szamu tényezot tar-
bmine, Bzeket a permutaciokat pdros permutdcidknak nevezzik.

Husonld modon kovetkezik, hogy azon permutdcidoknak, amelyeknek van
My poratlan szdmu szomszédcserébdl torténd elGallitasa, minden el8allitasa
wathn tényez6t tartalmaz.

b zcket pdratlan permutdcidknak nevezziik.

Latjuk tehat, hogy az N elem N! permutacioja egyértelmiien paros és paratlan
pnuticiokra oszthato.

~ Meliatjuk azt is, hogy ha P és P’ paratlan permutaciok, és Q és Q' paros per-
mntnciok, akkor

PP’ é QQ' paros permuticio,
PQ ¢és P'Q° paratlan permutacio. 10.3-11

A bizonyitdst ugy végezhetjik el, hogy a PP’; QQ’ szorzatokat szomszéd-
wickre bontjuk és figyelembe vessziik az asszociativ torvényt.

Mepmutatjuk még, hogy az N elem N! permutacidja koézott pontosan = N!

2
jubios, illetve paratlan permutacié taldlhaté.
| epyenek rendre
Ql)zE, Ql’ QZ’ o 9% Qn 10.3-12
- s Dsszes permutaciok, P opedig legyen egy paratlan permutdcio.
10.3-11 miatt a
Po=BLUEERQ 1 Pr=PQ) 10.3-13

mindepyike paratlan permutdcié. Ezek a permutdciok az Nt permutécio dsszes
parntlan permutdciojan végigfutnak. Ha létezne ugyanis egy P, ., permutacio,
winely 10.3-12 sorban nem fordult ¢l6, akkor

> Ip
Qn-l I |nl

5 112471 Vehtorszdmitas | |3




i = A
-*,- : Ty

olyan piros permuticid lenne, amely 10,51 2-ben nem fordult el - ellemtéthen
t kiinduldssal, amely szerint 10.3-12 w2z Osszes piros permuticion tartalimazzag
Ldtjuk tehat, hogy a péros, illetve pdratlan permuticiok szdma azonos. )

Mecgjegyzés: Az N=2 esetben
P,=E pdros,
P,=(1,2) paratlan.
Az N =3 esetben az eredeti sorrend ciklikus permutécioi:
123 231D (312 parospermutécidk;
a nem ciklikus permutaciok :
213 (132 (321) paératlanok.

Ebbél az is kovetkezik, hogy két ciklikus permutdcié szorzata ismét cikliku
permutacid!

10.3.3. Permutacidk elallitasa transzpoziciokkal

Egy transzpozici6 pl. ha a k-adik helyet felcseréljiik a k+ n-edik hellyel:

2...k...n+k...n

1
T=(ks”+k)—[l 2...n+k...k...n)°

paratlan permutécié. Ezt a kovetkez6képpen latjuk be: P-t ugy allithatjuk el
szomszédcserékkel, hogy k-t k+ 1-gyel, k+ 1-et k+ 2-vel stb. végiil k+n—1-
k + n-nel cseréljiik fel. fgy n 1épésben k-t n+ k helyére hoztuk. A k+ n-edik he
lyet, amely az utolso csere folytdn a k4 n— 1 helyre jutott, bal felé cserélve n—
szomszédcserével hozhatjuk a k-adi
-l n ol ns2 ned md helyre. Ezek a cserék a kozbenss hely
——————————————————————————— ket visszahozzak eredeti helyzetiikbe. ig
|><‘ n+(n—1)=2n—1 lépésben, tehat para
.><. lan szomszédcsere segitségével allitottu

________________________ el6 a transzpoziciot.
><. Latjuk tehat, hogy a transzpozicid
———————————————————————— valoban paratlan permutdciok. A fent
|><| eredményt n=3 esetén az 4bran szemlél

““““““““““““““““““ tetjiik (10.9. dbra).
->_<i_ _____________________ Tehat (n, n+3) 6t szomszédcseréve
10.9. dbry eldallithato.
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K itejtettitk mar, hogy tetwzdleges permatdeld transzpozieidk szorzatnként is
eloallithutd. Minthogy o trunszpozicldk piratlan permutaciok, egy piratlan
permatield paratlan, egy pdros permuticid ek piros szama transzpoziciok
srorzatuként allithutd el6.

Vzért egy permuticié péros, illetve pdratlan voltdt Ggy is fogalmazhatjuk,
By o

P=T.7T,...T,

permutidcié péaros, ha ! paros; paratlan, ha / paratlan. Ez a definicioé egybevag
i nzomszédeseréknél alkotott definicioval, és minden permutdcidt egyértelmiien
piros vagy pdratlan permutacionak mindsit.

1. Linearis egyenletrendszerek

[1.1. Linearis egyenletrendszerek felirasa matrixokkal

A 4.6. fejezetben mar foglalkoztunk a haromismeretlenes egyenletrendszerek
mepolddsaval. Altalaban egy linearis egyenletrendszert az

A“x|+A|2x2+ v +A|NxN:y1

A2,x| +A22.x2+ e +A2NxN=y2
i 2 : 11.1-1

AppXi+ArpXo+ .o oo FAMNIN=Y M
slukban irhatunk fel.

A 11.1-1 rendszert tobbek kozott eliminaciés modszerrel oldhatjuk meg, azaz
s cpyes egyenleteket megfelelé faktorokkal megszorozzuk, majd az igy kapott
vpyenleteket Osszeadjuk. Ha a faktorokat megfelelden valasztjuk, elérhetjiik,
hopy az uj egyenletek nem tartalmazzak az Ssszes ismeretlent. Ily médon 1épés-
10l lépesre haladva, egyismeretlenes egyenlethez juthatunk. Az elimindciés méd-
arvrt o matrixalgebra segitségével rendszeresebbé (és igy egyszeriibbé) tehetjiik.

A 11.1-1 egyenletet az

Ax=y 11.1-2
formiaban is felirhatjuk dgy, hogy
Ay Ay e Ay
A= 11.1-3
Ay cen Apgn)
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cpy N oo Meoes matiix, es

NG it 1,04
cpydimenzios matrixok.

Abban az esetben, ha N=M, az ismeretlenck szama egyenld az cpyenleteh
szamaval, s ckkor A négyzetes matrix. A kdvetkezdkben csak ezzel az esettal
foglalkozunk.

Szorozzuk a 11.1-2-t egy N X N-es B matrixszal. Azt kapjuk, hogy

BAx=By. INE

11.1-5 teljesiilése sziikséges (de nem mindig elégséges) feltétel a 11.1-2-t kiel

gitd x értékekre vonatkozoan. Egyszeriien lathato, hogy 11.1-5 nem elégség

feltétel, hiszen a B=0 esetben 11.1-5 semmitmondo, 0=0 egyenletté valik.
Amennyiben sikeriil olyan B matrixot talalni, amelyre

BA=E, 11.1-6
akkor 11.1-5-b6l és 11.1-6-bdl kovetkezik, hogy

x =By, 11.1-]

minthogy Ex =x.

11.1-7 sziikséges feltételt ad x-re. Azt azonban, hogy 11.1-7 valoban 11.1-1;

illetve 11.1-2 megoldésa-e, behelyettesitéssel kell eldonteni. 11.1-1 és 11.1-7-bé|
kovetkezik, hogy

Ax = ABy.

Tehat H1.1-7 akkor megoldasa a 11.1-2-nek, ha

ABy=y.
-z csak akkor igaz, ha
AB=E. 11.1-8

A megoldas sziikséges és elégséges feltétele tehat egy B matrix 1étezése, amelyre
AB=BA=E. 11.1-9

A B matrixot, amely 11.1-9-nek eleget tesz,
B=A"!

-gyel jeloljiik és A reciprok matrixanak nevezziik.
Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a

BA=E 11.1-10

ceyenldséebdl nem kovetkezik automatikusan az
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BenzelOppes, A L IOnek eleget tevd mntrinoknt A bal oldall reciprokainak,
w4 et Kielepitd matrisokat pedip A jobih oldali reciprokainak nevezzilk,
A reciprok miatrix explicit clonllitisinval o kéadbbick soran foglalkozunk.
Maost csak annyit bizonyitunk, hogy amennyiben az A matrixhoz létezik olyan

W omitrix, amelyre
AB=LF ¢ BA=E, 11.1-12

nhkor B az A matrix cgyetlen reciprok matrixa. Tegyiik fel ugyanis, hogy B,
W A matrix B-tol kulonbozé bal oldali reciproka, tehat

B,A=E. 11.1-13
Seorozzuk be 11.1-13-at jobbrol B-vel. A

B,AB=EB

spyenlethez jutunk. Az asszociativitas és 11.1-12 els6 egyenletének felhasznala-
il o
(B,A)B=B,(AB)=B, =B. 11.1-14
lehit
B,=B.

Hasonlo médon lathatjuk be, hogy A tetszOleges jobb oldali reciproka is B
kell tegyen. Tehat, ha B egyszerre bal és jobb oldali reciprok, akkor A-nak ¢z
we vpyetlen reciproka létezik.

11.2. A determinans fogalma

Az N=M =3 esetben megmutattuk, hogy a 11.1-1 tipusi egyenletrendszer
akkor ¢s csak akkor rendelkezik egyértelmii megoldassal, ha

det A=0, 11.2-1

det A= 3 e,,A4,,AnAs,. 11252
Lk

<, 1

H

Mcepmutatjuk, hogy az N=3 esetre vonatkozo eredmény tetszOleges N értékre
altnlinosithatoé. A 11.2-2 definiciot az N =3 esetekre megfelelé moédon kiter-
jesztv: adodik, hogy az

Ax=y

vpyenlet egy és csak egy megoldasrendszerrel rendelkezik, ha

det A 20,
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Belduk ogyvanis hopy hacdet A 20 teljenil, ahblor Aok cpy &0 cank epy recips
ok matrika fetezik . tehat ebben az exethivn
oAy 11,20
cpycrtelmien adja a 11.2-2 megoldastendazerct
k¥ tétel bizonyitasakor mindenekelott det A<t kell az NV # 3 esetekre definilng,
Tetszoteges A matrix determindnsanak detinicioja a kovetkezo:
dCtA: Z Fk[....\'AlI\'AZI'"A.-\«'_\H II,""“
kpyleltsed
ahol &, 1, ..., s olyan indexeket jelent, amelyek mindegyike az 1, ..., N ¢rtes
keket veszi fel.
vir , az N index( Levi—Civita-szimbolum, amelynek definicidja:

, ha kl...sazl 2... N paros permuticioja;
, ha ki...saz1 2...N pdratlan permutdcioja; || 2.4

1
FI\(...: ]
l 0, -ha kl...saz 1 2...N nem permutdcidja.

A fenti definicio az N =3 esetén érvényes definicidval egybeesik, hiszen harom
clem ciklikus permutacioi paros permutaciok. A kdvetkezékben megmutatjuk,
hogy a 11.2-4 aitalanositast felhasznalva, adédik a 11.2-3 formula.

Az N =1 esetben érvényes, hogy

g=1
¢y
det A=A,
N 2 esetén
en=¢ep=0, ep=1, & =-1,

tehat
det A:A11A22 = A12A21.

Az N <X N-es A matrix determinansa N-ed rend{i homogén fiiggvénye a matrix
clemeinek. Jelolésként a

At Adom g - B0 SR
dCtA'——::

semat is hasznaljuk. Ha tehat a matrix elemeit egyenes vonalak kodzé fogjuk,
akkor a matrix determinansat kivdnjuk jelolni.

Mecgjepyezzitk, hogy a determindns fenti definicidja nem ,logikai sziikség-
seeriiség”, hanem célszer(iségi szempontok kovetkezménye. Az igy definidlt
mennyiséy segitségével sikeriil pl. az N egyenletbdl alld lineéris egyenletrend-
szer megoldasat tomor formaban elSallitani (amint ezt a kovetkezbkben rész=
letezzink).
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L2000 A Levie Civitienzimbdlum tatajdonsdpen

AL definciobol o Levi Civiteazimbalum kovetkezo tulagdonsiagaihoz
thatunk
I Ha ket mdexel teleserclunk, akkor a szzmbolum ertéke — [-szeresére val-
tzik, Tehat pl,
il g Bk ks 11.2-6

Vilaban, ha k7. . .5 piros (paratlan) permutacioja az 1...N-nek, akkor Ik. . .s

a4 thnszpozicid miatt paratlan (paros) permutaciova valik, és igy a szimbolum

éntcke [-rol — f-re, illetve —1-r6l + 1-re véltozik. Amennyiben kl/...s nem

petmulicidja ... N-nek, akkor lk. . .s sem az, igy 11.2-6 mindkét oldala zérus.
2. Altaldban fennall, hogy

Ekl...J:pek’l’nl'...s’! 11.2'7

whol

kelim? . S ASA=R(e lomis. ., ),

crss

|H\n|'

_[+1, ha P paros permutacio,
“|—=1, ha P paratlan permutdcio.

11.3. A determinans néhany tulajdonsiga

A determindns néhdny olyan tulajdonsagat elemezziik, amelynek ismerete
L likscépes a reciprok matrix eléallitdsdhoz.

Lepyen A egy A, elemekkel rendelkezé matrix. Szarmaztassunk ebbél az
¢lud két sor cseréjével egy B matrixot. Tehat

Blk:AZka sz:Am

Ay=By, ha [=2. 11.3-1
Definicid szerint
det B= 2 ¢, BBy ..By,. 11.3-2
11.3-1 felhasznaldsaval
8B = A St e 11.3-3

I'1.3-3 helyett 11.2-7 segitségével azt irhatjuk, hogy
dcl l‘ 2"‘//\. "‘A”AZAY...AN.‘.
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Py most A helyett Zeces 1 helyett A unk (07 o csere nem jelent semnid,
hiszen [ és b Osszepezd indexek, amelyel upyannzokat az értékeket veszik fel),
nkkor azt kapjuk, hogy

det B det AL

Vagyis, ha az A matrix elsé és masodik sorit feleseréljik, akkor determindngibs
nak értéke eldjelet valt. Az eredmény altalaban érvényes marad tetszbleges két
sor cseréje esetén is, tehat
det B= —det A, 11.34

hia B az A-bdl ugy keletkezik, hogy A K-adik és L-edik sorat felcseréljiik.

11.3-4-b0l az is kovetkezik, hogy ha egy matrix két sora megegyezik, akkor
determinansanak értéke zérus. Ugyanis ha a két egyforma sort felcseréljitk, a de=
termindns cléjelet valt, masrészt azonban a két egyforma sor cseréje nem vils
toztatja a determinans értékét. fgy tehat

det A= —det A,
hia A két cgyforma sorral rendelkezik ; kovetkezésképpen
det A=0. 11.3-5
Végiil permutaljuk egy matrix sorait, és legyen
[E(IB2E55 oo W)= P2 dle oK

'z a permutacié P paritasanak megfeleléen paros, illetve paratlan szama sors
cserével valosithaté meg. Minthogy minden sorcsere el&jelvaltast jelent,

det B=pdet A, 11.3-6
ahol
Bk'lekl (1:1,2, ...,N),

tchit B sorait A sorainak P szerinti permutdcioja képezi, és

{+l, ha P paros Lo
= permutacio.

—1, ha P paratlan

A Levi—Civita-szimbolum segitségével 11.3-6 a

det B=¢(,, pdetB 11.3-7
alakban irhato fel, ahol
Bk'f:Akf‘ 11.3’8

Ha 1’2", . _N" az | 2...N permutacidja, akkor 11.3-7 11.3-6-nak felel meg.
Ha viszont 1727, N"az 1 2. .. N-nek nem permutécidja, akkor 1'2’...N’'-ben
az cpyik vagy masik érték tobb mint egyszer szerepel, és ekkor
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dec 180

FE S sepitscpevel altaliaosithatjuk o detecominans delinictopat. 11,3-8 sze-
il
dot e gy A de . Ay,

Neovozzuk mep ezt epge eevel, és haszndljuk fel 11.3-7-ct. Az
& 2
Poyoon 200k s AviAy e Ay =gy nodet A

fiszeluppcsher jutunk.
Orszepezziink a fenti egyenletben az Osszes 12'...N’ értékekre, €s vegyiik
ligyclembe, hogy

fiinzen *f';'___N, N!esetben 1, a tobbi esetben pedig zérus.
Vesessiik be az egyszeriibb
K=ke - 190 AN

jolilest, és osszunk végig Nl-sal

aoa L 8 ST SN e o] 11.3-9

Nl ¢ el R Bl T e TN

{21 a formulat tekinthetnénk a determindns definicidjanak is. 11.3-9 az eredeti
{124 definicioval egyenértékii. 11.3-9-nek egyes esetekben hasznat vehetjiik.
11.3-9-bél kovetkezik pl., hogy

- I sk S ~
det A:W'_ 2 > exr.. st sApA..  As=
S TRIK Sl

1
SN 2

]
2L Bxi. 58t s A gt cn il s
Bl AV a s ob §

IHa most a nagybetls és kisbetlis 0sszegez6 indexet felcseréljiik, azt kapjuk,

hopy i
det A=det A,

wziz a transzpondlt mdtrix determindnsa egyenls az eredeti mdtrix determindn-
vidval.

A fenti eredménybdl tobbek kozott az is kovetkezik, hogy a sorok cseréjére
vonatkozo szabalyok oszlopeserékre is érvényesek, hiszen ha egy matrix sorait
viercljiik, akkor a transzponalt matrix oszlopai cserélédnek. Tehat

detA-=pdetB (p=+1),
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e L
ahol B apy szirmazott Abol, hogy A soralt, illetve oszlopait atrendeztilk,
prm s 4, 110 pArOS, p I, b pacatban peomatacionak telel mep az atrendezes,
A lentick kdzvetlen Kovetkezmenye iz s, hogy egy mdfrix determindnsa ziruy,
ha két oszlopa azonos.

11.4. A matrixszorzat determinansa
I:bben a fejezetben megmutatjuk, hogy az A és B N-ed rendii matrixok szors

zatiara fennall a

det (AB)=det A det B 11.4-1

Osszefiigpes. Legyen AB=C, ekkor
e HPANBY —1 S N @ (@ @, 11.4-2
kl...s

A matrixszorzas 8.2-6 definicidja alapjan viszont

C,(k=(AB)K,‘.=/‘Z Ay By 11.4-3
=1
11.4-3-at 11.4-2-be beirva, és a tényezdket rendezve:
det (AB)= > 2 & sAwAr . AneBiBry. . B
k., S IA [ s’

11.4-4
Az Dsszepezést mas sorrendben is elvégezhetjiik, ezért 11.4-4 atirhato a

det (AB)- > AWAZ,,...AM,[ > e
A AP i R RS L

alakra. 11.3-7 szerint azonban a masodik szummara fennall a

Z Fk...xBl\'l\B['l" 'Bs'\:{:l\'l'...j' det B ]14_5

(30500 gk
cpyenldsep. Ennek segitségével 11.4-4 a

det (ABy=det B "3 e A Auyp . . Ane 1146

AL To
alakot Olti. A 11.4-6 jobb oldaldn 4ll6 szumma azonban éppen det A-val egyenld,
iRy
det (AB)=det A det B, 11.4-7

vagyis k¢t matrix szorzatanak determindnsa megepyezik a tényezOk determis
nansainak szorzataval,
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LES A reciprok miinx Wrezésének feliérele
PLa/ sepitsepevel fontos megallapitasea juthatunk a reciprok  matrixszal
huposolatban. Lepyen ugyanis
AB LI vagy BA-E. 11.5-1
Minthopy definicio szerint
detE= 3 &,, ,01,05,...0y,=1,
LA/ Telhasznalasdval adodik, hogy
det Adet B=1, 11.5-2

fehat det B ¢s igy B is csak akkor létezhet, ha
det A=0. 11.5-3

Reciprok matrixszal tehdt csak olyan matrix rendelkezhet, amelynek deter-
minansa nem zérus.

A reciprok matrix jelolésére a tovabbiakban

B=A 't
hisznaljuk.
A kovetkezOkben megmutatjuk, hogy ha 11.5-3 érvényes, akkor az adott A-
hosz epy és csak egy reciprok matrix létezik.

Megjegyzés: L1.5-1-et az

AA '=A 'A=E

lormaban is felirhatjuk, ezért B=A -t bal és jobb oldali reciproknak vagy kér-
oldali reciproknak nevezzik.

11.6. Almatrixok

A reciprok matrix explicit eldallitasahoz célszer(i bevezetni az almatrix fo-
ptlimat.

Rendeljink hozza az N xN-es A matrix 4, eleméhez egy szintén N < N-es
A matrixot. Az utdébbi matrixot gy definialjuk, hogy az A matrix K-adik
sorat es L-edik oszlopiat megvaltoztatjuk. Ebben a sorban és oszlopban a K, L-
cdik hely Kivetelével zeérust helyeziink el a sor és oszlop keresztezddésébe pedig
et runk.
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Lepyen pl

A
Au /‘42 41\ m
ckkor K=2, [.=3 esetén
All AlZ 0 Al4‘
0 0 L) .
A®) = 11.6-1

A3l A32 0 A34

Ay An 0 Ay

Altalaban AD elemeit tehat az
IA“’ ha k=K és =r
APFY=10, ' ha k= K* vagy Y=L, 11.6-2
ll, ha k=K ¢és I=L

formula adja.
11.6-2 té6moérebben az

A= (1= 8, )1 — 8, ) A1+ O4xdy (K, 1=1,2,...,N) 11.6-3
cpyenliségeel is kifejezhetd.
Az AXL) almatrix det AL = 4 KL determindnsat az eredeti matrix Ay,

cleméhez tartozd aldeterminansanak nevezziik.
Az AKL) gldeterminans értékét definicid szerint a

det AL = > g e A SEELEREY A SRR o AREEY. o

0% ot oM/
formulabol hatarozhatjuk meg. 11.6-3 szerint
A e ' 11.6-5
11.6-5 felhasznalasaval 11.6-4 a

WA = o i R R A A AR 11.6-6
IR 29 INP
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alak ot btk Fhv o VE 606 Gaszephen caupinn g el nem (ind tapok st vesszok ligye
Jombe, akkor epyrészt az 172 A N indexaonrban az Lo énck csak cpyszer
Fondulhiat el masreszt A7 LKl legyen, mert epyebkent d,., 0, Bz azonbin
w0 jelenti, hopy az el nem and tagokban csak azok az A% clemek szerepel-
ek amelyckre k2 K es k' L Ezekre viszont 11.6-2 szerint fenndll, hopy

L

4 (N i
Ay Ay
A 11.6-4 Osszep helyett vehetjitk tehat a
Ay N SRy L | DR S| 11.6-7

(" e VAT

(nszepet is. Az AN almatrix determindnsa az A matrix determindnsabdl tehat
upy kaphato meg, hogy a det A-t definidld Osszegben az A . elemet 6, 4.-vel
helyettesitjik.

11.7. A kifejtési tétel

A kovetkezékben megmutatjuk, hogy egy matrix determinansat aldetermi-
minsok linedris kombinacidjaként fejezhetjiik ki.
Induljunk ki az

N
Age= 3 Axidis L7

nsonossagbodl. Szorozzuk meg 11.6-6-ot A g, -lel, és dsszegezziink L-re. A

ZAKL dCtA‘KH: Z FI'Z'...N'AKLAII""ANN' 11.7'2
L

[Lg [ 8 oy N2

formuldhoz jutunk. A jobb oldalon felcserélve a szummazasok sorrendjét,
I}.7-2a

ZAKI. detAlKL): Z El'z'...N'All""[%: AKLtSKv,}...ANN' 11.7"3
L

[, Vi
nlikot 8lti. 11.7-1 felhasznalasaval 11.7-3-bol adodik, hogy

ZAI\'[.detA(KLj: Z El'...K'...N'All""AKK""ANN" 11.7‘4
).

1255500 N2
A determindns definiciojat figyelembe véve 11.7-4-bol kovetkezik, hogy
N

det A= 3 Ag det A¥L (K=1,2, ... N). 11.7-5
|

[
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T
A tenti Oosszeltppes N kulonbozd Kiteperdat wd det A kisziitisdr, 11754300
Kilejtési tetelnek nevezzink, ¢s szavikban a kdvetkezokeppen topalmazzuk

ey A mudtrix determindnscat megkappuk, i cey sordnak Ay, (L4, 00, N)
elemeit a meg feleld AD almdtrixok determindnsaival szorozzuk &s a szorzatokat
osszead juk.

Hasonlo eredményre jutunk az A transzponalt matrix determinansianak kis
fejtesekor. Minthogy

det A=det K,
felirhatjuk, hogy :
det A= e/ . NA 1. - -Anne 1176

Helyettesitsiik 11.7-6-ba az

N
AK'K: Zl ALK(SK'L
e

osszefuiggést. fgy
N

ASIAT= ST AR Sl VA e 0k - e Alnoss 11.7-7
L=1

¢s a fentebb kifejtett gondolatmenet segitségével, minthogy

det AKL=det A KL,
kovetkezik, hogy

N

det A= 3 A, det ALK, 11.7-8
L=1

A fenti dsszefliggés a determinans un. oszlop szerinti kifejtését adja.
I'ovabbi fontos eredményt kapunk, ha a kifejtési tételt egy olyan B matrixra
alkalmazzuk, amelynek K’-edik sordaba az A matrix K-adik sordnak elemeit, a
tobbi sorba pedig A megfeleld elemeit helyezziik.
Tehat

Ay ha k2K,

-4
A;\"l. ha }'\':K’_ 11.7 )

B, ,=

A B matrix tehit két egyforma sorral rendelkezik, és igy

det B=0, 11.7-10
viszont
B L= A K LS (= S DA e, V) 11.7-11

hiszen ha a K'-edik sorok elemeit O-ra, ill. {-re viltoztatjuk, akkor €ppen azokat
a tagokat tintetjik el, amelyben A és B kiilonboznek.
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lpy

T By det B M el B,
vinzond I
Do mAde, & dotBE mder AN
tehuit
3 Ajp et A% m0, ha K'»K. [1.7-12

LI /712-t ¢s FLLT-8-at epyiitt a

o s adet ASSER =0 sl L1718
1.

formulaval fejezheyiik ki.
Hasonldo médon a B transzponalt matrix kifejtése segitségével megdllapithat-
juk, hogy
D! A det AT ¥ P e Ay
K

Osszefoglalva tehat, azt allapitottuk meg, hogy: ha egy mdtrix K-adik sordnak
clemeit a K'-edik sor aldetermindnsaival szorozzuk és a tagokat osszegezziik,
lletve, ha az L-edik oszlop elemeit az L'-edik oszlop aldetermindnsaival szorozzuk
v az fey kapott tagokat dsszegezziik, akkor a K=K, illetve L=L" e¢scthen A
determindnsdt, egyéb esetekben pedig zérust kapunk.

11.8. Az adjungalt matrix

I'py matrix elemeinek
/:i:KL=det AR BRI D

aldetermindnsai egy N < N-es A madtrixot alkotnak. Ezen matrix A transzpo
naltjat A adjungdlt mdtrixdnak nevezziik. Az A adjungalt matrix clemci:
/i_KL:det A(LK).
Az adjungalt matrix segitségével a kifejtési tétel kiilonboz6 formai egyszeriien
kilcjezhetk. Ugyanis
AA=AA=E det A. 181

Abban az esetben, ha
det A 20,

vegigoszthatjuk a 11.8-1 egyenletet det A-val. Ekkor az
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A A

E Hes
det A A A det A 1 g

cpyenlGséehez jutunk. 1EE-2-bol Lathatd, hogy a
A
T
mdtrix az A matrix bal és jobb oldali reciproka egyszerre. [gy, mint azt mar [ 1.1
ben belattuk, a 11.8-3 az A matrix egyetlen reciprok matrixanak elGallitasa.

A reciprok matrix explicit kifejezését aldeterminansokkal adtuk meg. I¢lres
¢ridsek elkeriilése végett megjegyezziik, hogy a matematikai irodalomban az
aldetermindnsokat tobbnyire a 11.6-4 formuldtol eltér6 modon definidljik.
Mint latni fogjuk, a kétféle definicio kozott eldjelkiilonbségek 1épnek fel.

A szokasos definicid a kovetkezd: '

Hagyjuk ki az eredeti A matrixbol a K-adik sort és L-edik oszlopot, és a megs
maradt elemeket toljuk 6ssze gy, hogy egy (N—1)X (N - 1)-es matrix kelet-
kezzen.

Az igy alkotott almatrixot AlXL-le]l jeloljiik. A felsG indexeket kozrefogd
szogletes zéardjel jelzi, hogy az almatrixot az utdbbi definicio szerint alkottuk.
A 11.6-1-nek megfeleld almatrixot ezzel a definicidval az

1183

F

All AIZ ‘414- "
A[23] = A31 A32 A34 l ]8'4
\A4l A42 A44,

formula adja.
Aldetermindnson tobbnyire az igy kapott almatrix determindnsat értik.
Belatjuk, hogy
det AlKLl=(— 1)X+L det AKD), 11.8-5

azaz a kétféle definicio szerint vett aldeterminans-értékek legfeljebb eldjelben
térnck el egymastol.
Induljunk ki a

|
|

KL KL KL
det A= 2 ekl...sAl(k )"'AI(Vs ;
lolo " Lde8

formulabdl. Rendezziik 4t az almatrixot ugy, hogy a KL-edik eleme (452 =1)

az. AT elem helyére keriiljon, azaz a K-adik sort hozzuk az elsd sor, az L-edik
oszlopot az clsé oszlop helyére. Amennyiben a sor- és oszlopcseréket is ugy
hajtjuk végre, hogy a megfeleld sort (oszlopot) mindig csak a kdzvetlen szom-
szédjaival cseréljiik fel, akkor a csere K+ L Iépésben hajthatoé végre. A 11.3.
pontban kimutattuk, hogy minden csere egy eldjelvaltozast jelent. Az ily modon
kapott 0j B matrix determinansara tehat tennall, hogy
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T T—
det e DM g A,

A determinins detinicidjon ertelmeben viszont

det B bSO T R
B IR

whal
YL

A (0] jelolés az els sorban és elsé oszlopban allé N—1 zérust foglalja ossze
Hmdrebb formaban.

lpy
det B=det AXL],

Pezel tehat 11.8-5-6t igazoltuk.
A 11.7-5 kifejtési tétel az aldetermindnsok utdbbi értelmezésének felhaszna-
Badval a

S (=1)*"L4,, det A¥ =det A 11.8-6
L

alakot olti. Az altalunk bevezetett definicié alkalmazasa esetén a szummabuan
i (1) XL tényezé nem szerepel.

11.9. A linearis egyenletrendszerek megoldasa
lerjiink vissza a 11.1-ben megkezdett probléma targyaldsara. Az N egyen-
Intbél dllo, N ismeretlent tartalmazo egyenletrendszert az
Ax=y 11.9-1

slakban irhatjuk fel. Amennyiben det A =0, létezik A~ '=B, és ennek megfe-
lelden 11.9-1 egyetlen megolddsat az

x=A"ly 11.9-2
wolgialtatja. A 11.1. fejezetben keresett B matrix tehat éppen a 11.8-3 matrix.

A 11.9-2 megoldast részletesebben kiirva, a keresett ismeretleneket az

Xi= A+ ALy + ..+ Ay
11.9-3

xn=Anyit Ayt oo+ ARy

¢
¥ 41215/1, Vektorszdmitis | 2 )
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formuliak hatidrozzak meg. A formulibun A/ el nz A" matrix clemeit jeldl)
Almatrixok scgitségével a megoldis oz

N
- GO 0 e ‘
-"x“[lg:l AJ\'L}L] det A (K=1,...,N) .

alakban irhat6 fel.
11.9-4-et szokas Cramer-féle szabalynak nevezni. A Cramer-szabalyt ig
gyakran két determinans hanyadosaként irjuk fel. Legyen ugyanis

Ay.. . Aigy N A1K+l"'AlN‘
Y& | : 11.

Any. o Ank—1 YN Anksr- - Ann,

Az Y matrixot tehat Ugy kapjuk az A matrixbdl, hogy a K-adik oszlopot
yr (L=1, ..., N) értékekre cseréljik. Az Y¥) matrix segitségével a Cra
szabdly az

detY®

Xp= —dEX— 1 I 09

alakban irhato fel, mert 11.9-4 zardjeles kifejezése éppen az Y ) matrix det
mindnsanak K-adik oszlop szerinti kifejtése.

Minthogy 11.9-3 sziikséges feltételt jelent az x értékekre, és csak egyetl
A '=B matrix létezik, 11.9-2 valoban egyetlen megoldasa a 11.9-1 egyenl
rendszernek.

Abban a specidlis esetben, amikor y=0, és igy

Ax =0, 11.9
a det A =0 feltétel teljestilése esetén az egyenletrendszert csak az

x=0 11.9
trividlis megoldas elégiti ki.
11.9-7-et homogén linedris egyenletrendszernek nevezziik. A nem elfaju
(det A #0) homogén linedris egyenletrendszer csak a trividlis x=0 megolddss
rendelkezik.

11.10. Néhany matrix determindnsanak kiszamitasa

Az cgyenletrendszerek megoldasakor, de egyéb problémdk esetén is szil
sépiink lchet matrixok determinansdnak meghatdrozasdra.

Egy N-ed rendii matrix determindnsa a definicio alapjdn mindig kiszamith
1O N! tag Osszegeként. Ha N nagy szdm, akkor az Osszegezés igen hosszada
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it viThat, Emdatt hasznos azoknak o matematikal fopdsoknak o megkere-
adne, nmelyek sepitsépével egy determining értéke egyszer(ibben hatarozhatéd
mey.

Hasznos lehet példdul, ha a determindnst diagonalmatrix vagy hiromszog-
mitrix determindnsinak kiszdmitdsira vezethetjiik vissza. Ezeknek a matrixok-
itk o determindnsdt ugyanis a féatloban 4llé elemek szorzata hatarozza meg:

detA=A“A22...ANN. 11-10'1

A 11.10-1 dsszefiiggést elegendd haromszogmatrixra belatni, hiszen a diago-
nnlmatrix a hdromszogmatrix specidlis esetének is tekinthetd.

Az. A matrix determinansa definicié szerint

detA: 2 61121.“N'A“r.. 'ANN" 11.10'2

.2, ... N

Jn A-nak pl. a f6atloja felett csupa zéruselem all, akkor
Akk'=0$ ha k’>k.

A 11.10-2 formuldban a szumma minden tagjara fennall, hogy

1'+2'+...+N'=14+2+ ... +N,
wens

A=1)+Q2=-2)+... +(N=N")=0.

Amennyiben 11.10-2 egyes tagjaiban csupa nem zérus szorzotényezdt aka-
rink valasztani, akkor az egyes zarodjelekben k'>k miatt nem dllhat negativ
wziim. Az egyenléség tehat csak

1=1,2=2,...,N=N'
enctén teljesiilhet.

tizzel éppen 11.10-1-et bizonyitottuk.

A matrixok diagondlis vagy hdromszogformara hozasahoz tobbnyire azt
hasznaljuk fel, hogy egy matrix determindnsdnak értéke nem valtozik, ha a
mitrix egy sordhoz hozzaadjuk egy masik soranak tobbszorosét.

lepyen A egy N X N-es matrix. Képezziik azt a B matrixot, amelynek elsd
woriit Ggy kapjuk, hogy A elsd sorahoz hozzdadjuk A masodik soranak A-szo-
rosit. Tehat

BU:A”"‘ )»Azj,
Bkj=Akj’ ha kéz a
Definicio szerint
det B= P> Eaim.. (At AA43)A,,. . Ay, 11.10-3

131




—
Az Osszepezes tulagdonsiapamak alappan 1 8 jobb oldala szethonthato,

. v ; .
d(l I; 2‘ ’/\IW...\AII\A)I""'N- I A i ’I«,:‘
Aol ooy Aot o, \

Ay Ay, . . i

o

11.10-4 ¢lsd tagja éppen det A, a masodik tag cgy olyan matrix determininsi
adja, amelynek elsé és masodik sora megegyezik. Ez utobbi érték tehidt zérus
Tehit

det A=det B. 11.10s

Tételiinket specialisan az elsé és masodik sor esetére bizonyitottuk be. Tl
jesen azonos mdodon végezhet6 el azonban a bizonyitas a K-adik és L-edik sorra
Upgyancsak érvényes a tétel a determindns oszlopaira is.

11.11. Magasabb rend{i almatrixok

A kovetkezOkben altalanositjuk a 11.6. fejezetben bevezetett almatrixfogals
mat, ¢s ennek megfelelGen altalanositjuk a kifejtési tételt is.

I1.11.1. Masodrend{i almatrixok és aldeterminansok

Képezzitk az A®'" almatrix K,L, eleméhez tartozd almatrixot, és az il
maodon keletkezett matrix jeldlésére vezessiik be az

(A(Kan))(Ksz):A(Kle.L1Lz) 11]"'

szimbolumot. 11.11-1-et az A matrix masodrendli almatrixanak nevezziik.
Példaként felirjuk a negyedrendi A matrix A U223 almatrixat:

AU22) = 11.11-2

A masodrend(i almatrixokat leggyakrabban a K, = K, és L, # L, esetben hasz=
naljuk. Ekkor az almatrixképzés két 1épése kiilonbozd sorokat és oszlopokat
cring, igy a végeredmény nem fiigg a sorok, ill. oszlopok megvaltoztatasanak
sorrendjétél, tehat

K, #=K,,

(AL}l _ (A KaLn)KaLn gy £
s F Ly

11.11-3
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vy o 11T jelolénnet
A(Auﬁn [ Y ) r‘\”"' ba il

Az alkalmazasok sorin azonban mas esetek iy eléfordulhatnak. Az alimatrix-
kdpcu sorrendjét is mepadd T delinfald természetesen ezekben az esetek -
ban i cpyértelmi véperedményre vezet,

A tovabbiakban a masodrendi almatrix determinansanak (masodrenda al-
daterminans) kiszamitasaval foglalkozunk.

L1OszOr epyszertisito jelolésként bevezetjik a

K=K|, K2 éS L:Ll,Lz I‘.ll‘4
kit omponens mennyiségeket. A 11.11-3 altal definialt almatrixot tehit az

A(K]Kz.Lle):A(K’L) 1].]1'5

srhmbolummal jelolhetjik.
A determinans definicioja szerint

dBAS "= B ke o dBAR? . A 11.11-6
1997 20NN <

A A, 7 K,, Li=L, esetben érvényesek az

(K, L)
AKIKI’_5[.|K'|‘

1.11-7
A(K,L)_

KK, 6L,K 2 L, L,
Ounzeliggések (11.1. dbra).
Az dbrakon a matrix jellegzetes sorait és oszlopait &, 1
tintettiik fel. Azokban a sorokban és oszlopokban,
uhol nem tiintettiink fel szdmértéket, mindenutt zé-
vl A jeldletlen sorok és oszlopok elemei megegyez-
nek az credeti matrix megfelelS elemeivel.
Minthogy azonban

K »K, Li»L,
11.1. dbra

A =A,,., ha k=K, K,& k'=L, L, 11.11-8
n [1.11-6 Osszeget a

det A= T ps B L e IR

L6035 0600 N9

formaban is felirhatjuk. Az A™"™ almatrix determindnsat tehat ugy kapjuk
mep az eredeti matrix determindnsabol, hogy az 6sszegezendd tagokban a K-
ok ¢s Kp-edik tényezOk esetén clvépezziik az
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-"A.A: -ﬁ,;,:
helyettesitést.
P EE-9-bOl Kovetkezik, hogy
dei AN Mevkid )= _ ot A ISEESES det A X el T

Megpallapitottuk, hogy a 11.11-9 6sszeg a K, # K,, L, L, csetén azonosn
epyenld a 11.11-6 determindnst definialé osszeggel.
11.11-9 azonban értelmes definiciot jelent a K= K,, de L,;=L, csethen s,
l'kkor azonban

Z EI'Z'...N'AH""6L1K|’1'"61'_11\';""4.'\!'.‘\-":0' IIII"

Muasrészt tudjuk, hogy

LyL,
\‘ dCtA(Kle'LlLl)-:O,
K,
; . azaz a 11.11-9 osszeg det A™D értékét a K~ K,
esetén tetszOleges L, L,-re helyesen adja (11.2. dbra).
K, 1 Foglalkoznunk kell még a K, = K, esettel. A 11.11-9
atiras ekkor értelmetlenné valik; az eredeti 11.11-1
K, #K, almatrix vizsgdlatdbdl azonban adédik, hogy
11.2. dbra
[ § AN =0 lia, ol
¢ 2
= : mert ebben az esetben az L,-edik oszlop csupa
e zéruselemet tartalmaz (11.3. dbra). A K,=K;,
L, =L, esetben pedig az eredeti elsérend(i almatrixhoz
jutunk, tehat
det AXD —det A KLD),
L,»L,
11.3. dbra

[1.11.2. Magasabb rendi almatrixok

A masodrend(i almatrixokbdl egy sor és egy oszlop megfelels valtoztatasaval
harmadrend( almatrixhoz juthatunk. Tehat

(A(K:Kz. !.lf.z)](KsLsIzA(KszKJ.LleLa). 11.11-12
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wtrinathos Jutunk, Vzeket iz ahimdtrisoknt 2 Jetiide aliapian s

AIA|A~ N Lyt

i bolunumal jelohok . A TE T2 almatcix nz eredetn matrixbol delinicid sze-
it upy kéepezhetd, hopy eldszor az A matnix K psedik sorat és L-edik oszlopiat
veljiik fel az almatrixkepzes 11,622 szabalyainak megtelelden, majd az igy

wpott mateix A -edik sorat ¢s L-edik oszlopat villtoztatjuk meg stb. A 11.11-12
loles (ehit egyértelmiien ropgziti a sorok, ill. oszlopok cseréjének sorrend-

. Megjegyezziik, hogy amennyiben cgy N-ed rendid mitrix N-ed rendii

alitrixiat képezzik agy, hogy

' K, K,...Ky=1,2...N

[l

i BN s [ R N 11.11-13

nkkor az E egységmatrixhoz jutunk, tehat

A0 2. N12.N_F, 11.11-14

'y n-cd rendi almdtrix determindnsat a 11.11-9 formula altalanositasaval ha-
* larozhatjuk meg. A 11.11-9 formuldhoz vezetd meggondolas ismétlésével ado-
Jik, hogy

l|Cl A(Kl”“k".LlI“Ln]: Z 8]'2'...N'Al|""bf.lxi"'6L

! Ké' olo 6L"K;,' 00 f‘!l,\-l.\,l'.
I eeey N’

11.11-15

2

ha
Ki#K,#=...Ky.

Misképpen fogalmazva ez azt jelenti, hogy az n-ed rendii aldeterminans értc-
két meghatarozo Osszeg az eredeti determindnst adé szummabol az

Ag, =0, (v=1,2,...,n) 11.11-16

helyettesités elvégzésével adodik, ha a K, sorindexek mind kiilonbozdek.
Az almatrixképzés egyszer{ibb jelolésére célszerii a

K(n)=K1. . .K"
¢s

L(n)=L,...L, 11.11-17
n komponens(i mennyiségek bevezetése, tehat

A Kt Kn Ly Ln) o KO, Lo
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A tovibblakban o K(mn) & L) rlm mf_'-rmvl:higa-kol we wdmitrink

zenben nom szerepld indesek KGz01 vert tovihibi wiazOlepes indexckkel N kKon
ponenst mennyisépek ke cpeszitjik ki,

K=K,... K, i .. Kn
L=L ., i TR

N komponensii mennyiségek elsé n eleme tehat megegyezik K(n), ill. L{n) ko
ponenseivel. A fenti jelolések segitségével az n-ed rendii almatrixok detern
minansa cgyszerien megadhato. Amennyiben ugyanis ¢, =0, akkor

(K(n), L(m)) _
det A = Ex % EK'aLlK;' ‘e 6LnKrI|AKn+1Kn'+1' . 'AKNK;\,

-1

alakban irhato fel, hiszen a 11.11-19-ben szereplé szumma egy, az eredeli a
mitrix sorainak megfelel6 cseréjével szarmaztathaté matrix determinansa, i
csak egy el6jelben kiilonbozhet az eredeti aldeterminanstdl. Ezt az elGjela
azonban ey faktorral kompenzaltuk.

[1.11.3. A kifejtési tétel altalanositasa

Szorozzuk meg 11.11-19-et A, , -nel, és Osszegezziink L,-re. -Azt kapjuk,
hogy

' K(my, L(m) _ - 5
}_‘AK",_"dCt A( )_ZAK,.L"SK ZFK'6I.1K|'"6L"K,|’AK.+|K.:+|“‘AKK g
[ L, K’

11.11-20-ban az 6sszegezések sorrendjét felcserélve és figyelembe véve a

-
2 O xidk,,=Axk, 11.11-21
L.t

cpyeniGséget, a

n—f%n —

N
' K(m, L(m) __
W) Ag.,. det Al = Z‘EK"SL"“" ot oAl Ny ey

A 11.11-22 jobb oldalan allé 6sszeg viszont egy n— 1-ed rendii almatrix deter-
minansa, tehat

N
3 Agp. det ACOL®) o dor A(C-D.La-D) g 5108
L=

ahol K(n) és K(n— 1), valamint L(n) és L(n— 1) els6 n komponense megegyezik.
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AT EE2Y epyentet tulagdonképpen mir‘{l ENetBAD tényt fejesi ki,
by nz o bed rendin aldeterninianaok ool vendi aldeterminansok bol eld-
allithatok,

A lenti elpirast folytatva, $L L et o, Ay 4o -eyel szorozva és L -re,

yilamint L, -re Osszegezve ¢s a mepleleld atalakitisokat clvégezve, a

no |

N 5
B Dilsie, . A, Aot AR™ Lon) _ oy det A(KC-210-2)
1

11.11-24

Buazeliigpéshez jutunk. Hasonlé moédon 11.11-19-et az Ay, Ak, - -Ax,L.
worzattal beszorozva és minden L, (i=1, ..., n)-re Osszegezve, a

N
S ApyAgr,. . Ax det AFOEO) oy det A 11.11-25

Ly,....Ly=1

formulat kapjuk. A 11.11-25 formula megadja, hogy egy A matrix determindnsa
hopyan adhaté meg n-ed rend(i aldetermindnsai segitségével, igy a kifejtési tétel
nltulianositasanak tekinthetd. Végiil még egyszer felhivjuk a figyelmet arra, hogy
u fentiek csak az e =0 esetben érvényesek.

I11.11.4. Kiegészit6 almatrixok

A kifejtési tétel 11.11-25 altalanositasat egyszeriibben is megfogalmazhatjuk
az Un. kiegészitd almatrixok segitségével. A kiegészité almatrix fogalmanak
hevezetéséhez induljunk ki a csupa killonbozd elembd! allo

| K=1Knus o
L=L,...Ly 11.11-26
indexsorozatokbol. Teljesiiljenek tehat az
ex 20 és g =0

fcitételek. Konstrudljuk az NxXN-es A matrix K(n) és L(n)-nel jellemzett
AKE- L) - almatrixat. Az almatrixképzésben a korabbi definicioknak meg-
felelGen a

Km=K,...K,

) =iy Ve,
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lmmmmmuuumwmﬁmwl!&mq.ngl
nem wzerepld komponensedt wz aldbbl mddon | .

K(=r)m Ky K
L(=m)yml, ... Ly, P
és képezzilk az
A(K(-—"). L(—n)) =A(Kn t1o KN Lo st LN 1111«

almétrixot. A 11.11-28 almétrixot az A(¥®-1®) alm4trix kiegészitd almdtrixi
nak nevezziik. Mivel a K(n), L(n) indexsorozatok az ¢ = 0 feltételek teljestilén
mellett is sokféle modon egészithetdk ki N komponens{i mennyiségekké, ado
AKEL LD gimatrixhoz a fenti definicié alapjan tobb kiegészitd matrixot ren
delhetiink.

A tobbértelmiiség megsziintetésére a tovabbiakban rendezett indexsorokat |
felhasznalunk. Altalaban egy

M-_—M]...MN

indexsoron beliil az indexek két csoportjat nagysag szerint rendezziik. Tehat a2
enm # 0 feltétel mellett az '
My<M,<...<M,
és 11.11-29
My <M, 2<...<My

cgyenlGtlenségek teljesiilését is megkoveteljiik.

A kovetkezOkben a kiegészité almatrix determindnsanak meghatarozasaval
foglalkozunk, majd a 11.11-25 kifejtési tételt irjuk fel aldetermindnsok és kiegé-
8zit$ aldeterminansaik segitségével.

A 11.11-19 formuléhoz hasonléan az A((": L=") kiegészitd almatrix deter-
mindnsa a

K(—n), L(—n)
det A( RS &g 2 ex Ak} - Ak, Ky <Or i,
- 151 +

alakban irhat6 fel, 11.11-30
Alakitsuk 4t a
N
Z AKleAKsz . 'AKnLn det A(K(n)’L(n)) = EK det A 11.11-31
L(n)

kifcjtési tételt. Az dsszegezést hajtsuk végre két Iépésben. Induljunk ki egy ren-
dezett M indexsorozatbdl, amelyre M(n)=L(n), és Osszegezziink el8szoér az
L,... L, értékek permutacidira. Ezutin futtassuk végig M-et az Osszes lehetsé-
ges rendezett indexsorozatokon. Formélisan egészitsiik ki még a 11.11-31 6sz-
8zcg tagjait a 8,4 p,,,- - - 0L ar, tényezdkkel. 11.11-31 ezzel a
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11.11-32
whot O, hiszen wz O) szorzdtényezk nz Osszegen nem viltoztatnak.,
A 11132 Osszeg akkor sem viltozik, ha minden tagjat ¢f-tel megszorozzuk.
bt 11.11-32 az

Y AxinAxanye Axar e, o a s Sramael det AL L("))=8K det A

11.11-33

M Lm

Witk ban is felirhato.
Lithatd, hogy

e det A KO EO o0 det AKO LD 11.11-34

11 u tényezdt kiemelve a szumma elé, és a kiegészité aldetermindnsra vonat-
hozo 11.11-30 formulat felhasznalva, adédik, hogy

—n), L(—n
Z ELAK'L""AK»L-aLn+1Mn+|'"‘SLNszel( detA(K( b }).

L(n)
‘ 11.11-35
11.11-34 és 11.11-35 felhasznalasaval a kifejtési tétel

Y ew det AKCD L) gop AGD LO)_ gt A (ex#0)  11.11-36
M

nlukjahoz jutunk. 11.11-36-ot szokas Laplace-tételnek is nevezni. A tétel azt
fejezi ki, hogy az A matrix n sorat kivalasztva, és képezve e sorok segitségével
A 0sszes, az M rendezettségének megfeleld nx n-es almatrixait és ezek kiegé-
w2ité almatrixait, det A el&allithato az Gsszetartozé aldetermindnsok szorzatai-
nak osszegeként.

FllenSrzésként érdemes meggondolni, hogy 11.11-36 az n=1 esetben specidlis
esctként visszaadja a kifejtési tétel 11.7-6 alakjat. 11.11-36-ban ez esetben

K()=K, M(l)=M,
tehat
det A(K®.LM) = det A KM,

Mivel M rendezett indexsorozat, A(¥(—" L=D) alm4trix egyetlen megmaradt
A s elemének elGjele e,,-szeresére valtozik, tehat

det AKCDLED) =g g,
Ily modon

er D Agpdet AXM =det A,
M

ami £3,= 1 miatt megegyezik a kifejtési tétel 11.7-6 alakjaval.
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T LS A matrix ranga
gy matrix rangjat o mateix aldeterminansi sepitsépével delininljuk, Az
matrix rangjat
A(A)
-val jeloljik. A mdtrix rangja megegyezik a legmagasabh rendii el nem (lind a
determindns rendjével.
Tehat az N X N-es A matrix rangja

@(A)=N, IRIE"
ha

det A=0;

R(A)<N,
ha det A=0. Amennyiben det A=0, de A0, akkor
hiszen az A matrix elsérend{i aldetermindansai nem lehetnek mind zérusértés
kick.

Altalaban
@(A):N_ns

ha létezik legalabb egy olyan

K(n)=K,...K,,
L(n)=L,...L,
indexcsoport, hogy

det A(K("). L‘"))¢O,

azonban
dehas B ks
tetszéleges K'(v), L'(v) indexcsoportokra, ha v<n.

11.12. Az elfajult homogén linearis egyenletrendszer
A 11.9. fejezetben megallapitottuk, hogy az
Ax=0
homogén linedris egyenletrendszernek a
det A=0 11.12-1

esetben csak az x =0 trividlis megoldasa létezik.
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B
A homopdn lincaris epyeolotrendszent elfugualtnad neveszziik, ha
det A0 11,122

A bovetkezOkben mepmutatjuk, hogy 1H 1022 fennallasa esetén o 1112410
dpyenletrendszernck a trivialistol KO1onhdzo mepoldisai is vannak. A nem tri-
vialis megoldasok  meghatirozasakor azonban fipyclembe kell venniink a2
spvenletrendszer elfajultsaganak meérteket is.

I1.12.1. Az ¢lsé rendben elfajult homogén linearis egyenletrendszer

Az clfajultsig legegyszeriibb esete az, amikor
Ax=0, detA=0, de A0, 11.12-3

vipyls az adjungalt matrix nem azonosan zérusmatrix. Ezt az egyenletrendszert
spyszeresen clfajultnak nevezziik.

Mivel az adjungalt matrix nem azonosan zérus, létezik legalabb cgy olyan
Al indexpar, amelyre

A_,”‘=det A(I'K) # 0.
Mepallapitottuk, hogy det A=0 esetén
AA=0. 11.12-4

11.12-4 komponensekben torténd kifejtésébdl addédik, hogy
(AR =0 AJdctA =0 11.12-5
i

A 11.12-5 formulat 6sszehasonlitva a 11.12-3 egyenletrendszer

Z A“x,=0

uluku k-adik soraval, adodik, hogy
x;=adet AKXL) (]=1, ..., N) 11.12-6

v <0 csetén a 11.12-3 egyenletrendszer nem trividlis megoldasa. 11.12-6-ban
+ 0t tetszOlegesen valaszthatjuk meg. « megfelelé vdlasztasaval elérhetjiik
peldaul, figyelembe véve 11.12-3-at, hogy

=0 11.12-7
legyen, ahol a0 egy elzetesen megadott érték. Az egyenletrendszer 11.12-7-

nck cleget tevd megoldasrendszerét az
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1
det A? . ;
X, mxi = (/=1 ,,.,N) 11,13

det ARH

osszefligees szolgaltatja. A 11.12-8 megoldast behelyettesitve az eredeti egye
letrendszerbe, meggyézédhetiink arrol, hogy

AxP=0 & xP=a.

Beldttuk tehdt, hogy az egyszeresen elfajult homogén linedris egyenletrends:
rendelkezik nem trividlis megolddssal, s hogy a megolddsban egy megfeleld ism
retlen drtéke szabadon vdlaszthatd.

11.12.2. A kétszeresen elfajult homogén linearis egyenletrendszer

Kétszeresen elfajulonak nevezziik a homogén linearis egyenletrendszert, h

Ax=0 11,12

det A=0, A=0, 11.12-10
de Iétezik két olyan K\L,, K,L,, K, = K, és L, # L, indexpar, amelyekre teljestil

dety ALY Fet2) <0 11.12-1F

feltétel. A 11.12-10 és 11.12-11 feltétel azt jelenti, hogy az egyenletrendszer
cpylitthatomatrixanak rangja N —2, tehat A determindnsa, valamint dsszes els(
rendii aldeterminansa elt(ing, de van legalabb egy nem zérusértékii masodrendil
aldetermindnsa.

Belatjuk, hogy 11.12-9 rendelkezik nem trivialis megoldassal. Hatarozzuk

meg az A5 almatrix determindnsat a kifejtési tétel segitségével (11.11-3

formula). Ha K, ~ K, akkor

N

S A, det AKX K2 LiD_ 5 det AKILY (k=K. 11.12-1

J=

Mivel A elsd el nem tiind aldeterminansa masodrendii:

det AL =0,
tehat

N

SUAy det ACKUREERRE GG L K 11.12-13

Il



A A A Tebietel onnan searmazik, hogy o lfegecan (Ctel T2 formaga csak

ko Ky escten érvenyes, hiszen A0 clemer csak ebben az esctben epyeznek
i oz credeti ntrix elemeivel,

Belitjuk azonban, hopy 111213 a & A, esetben is érvényben marad. Cse-
pel)iik ted upyanis 1 12-13-ban a A, ¢s K, értékeket, A

N
S Ay det AXECLD 0 (k2 K) 11.12-14

i1

tnnseluppcshez jutunk. Minthogy azonban K| = K, esetén

det AKKGED - _ det A K152 LD 11.12-15
111214 ¢és 11.12-15-bdl kovetkezik, hogy K, = K, esetén

Z Ak[detA(KlKZ'Lll):O 11.12'16
i

1einzolepes k-ra fennall.
A 11.12-16 osszefiiggés alapjan megallapithatjuk, hogy tetszéleges a érték
dhclen az
(Ki1K2, L1
xN=q el (I=1, ..., N) 11.12-17
detA(Kle,LILZ)

erickek 11.12-19 egyenletrendszer olyan megoldasrendszerét alkotjak, amely-
ben

() _ : WM _
xp)=0, é x} ) =a.

Az a0 vdlasztassal a trividlis x =0 megoldashoz jutunk.
1., ¢s L, szerepének felcserélésével az Ax =0 egyenletrendszer

(K1 K2, L2D)
R deta (et 4 11.12-18

detA(Kll(z.Lle)

megolddsrendszeréhez jutunk, amelyben

X — B Eob g ) 11.12-19

Minthogy azonban
AxV=0 ¢ Ax?P =0,

A x Py 0 11.12-20
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is fenndll, azaz

xmx gyt 11.12-21
is megoldasa az Ax =0 cgyenletrendszernek .
A 11.12-2]1 megolddsrendszerben
XIS PTES = 11.12-22
szabadon vélasztott értékek. i
Osszefoglalva a fentieket: 4 kétszeresen elfajulé homogén linedris egyenlets

rendszernek van nem trividlis megolddsa, és a megoldds sordn két meg feleld ismes
retlen értékét szabadon megvdlaszthatjuk.

11.12.3. Az elfajult homogén linearis egyenletrendszer
altalanos esete

Foglalkozzunk most az
Ax=90 11.12-2)

homogén linedris egyenletrendszer megoldasaval abban az esetben, ha
R(A)=N —n. 11.12-24
Legyen tehat

(k-1 L(n—1)) i

det A 11.12-25

tetszGleges K(n— 1) és L(n—1) indexcsoportra, azonban létezzen legalabb egy
K(n), L(n) indexcsoport, amelyre
(K(n)=K,.. K)

det A(K™-L®) . 11.12-26
(Lm)=L,...L,)

Az n—1-ed rend{i aldeterminansokra felirva a kifejtési tételt, a

N
S A, det A L) _ 5 L gor ARG-DRE0) g LK)
J=1

11.12-27

formuldhoz jutunk. 11.12-26 k= K,-re érvényes, a k=K, ..., K, feltételek
pedig onnan szarmaznak, hogy az n— 1-ed rend{i almatrixok elemei csak ebben
az esctben egyenlék az eredeti matrixelemekkel.

A kifejtési tételt a K(n) elemeib6l permutaciokkal képezett K'(n) indexcso-
portokra felirva,

N
S 4, det ACLo- DGR e £ e 11.12-28
1=
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tpuso formulikhoz jutunk, e L 000 L, (L VTLT228 0 ko K esetben
divenyes. Mivel azonban

det, AUV L=IN) o & gt ARG Lin=) 11.12-29

W K, @ Kye oo 2 K,y 11.12:27-bOL és 11.12-28-bol kdvetkezik, hogy

Y !
3 A, det A L= _q 11.12-30
1=1

tetszoleges k értékre fennall.
11.12-30-at az eredeti 11.12-23 egyenlettel Gsszevetve, megallapithatd, hogy

{174

(K@, Le—1)1)
i jpretod G
det AK®, L)

X

drickek az Ax=0 egyenletrendszer olyan megoldasrendszerét alkotjak, amely-
b

xf=a, ¢és  al’=000w=1, .. . ;). 11.12-31

a, - 0 csetén tehat (n— 1) ismeretlen értéke zérus, x{")=a, azonban nem zérus,
uzinz o megoldasrendszer nem trivialis.

I.(n) komponenseit permutdlva, hasonlé meggondolassal az

(K(n), y RN et SR e
Yorguy A A (=17, i Ry A
det A L)

incpolddsrendszerhez jutunk. Itt L,...L, /L, ,...L, azt jelenti, hogy az L(n)
Indexcsoport v-edik eleme valtozd. Az igy kapott kifejezésekre fenndll az

xp.=al, (lp=2,... 1) 11.12-33

inazeliigges. Az egyes megoldasrendszerekben tehdt az x, , ..., x;, ismeretle-
nek koziil legfeljebb egy kiilonbozik zérustdl.
Mivel
AxW=0 (v=1,...,n),

ne x"" megoldéasrendszerek linearis kombinaci6ja is az egyenletrendszer mey-
aldisa. Az

xjena el S il . .. N
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osszep azt a megoldast szolgaltatja, amelyben
xp,=da, (=1, ...50), 11.12-34

Osszefoglalva a fentieket, megdllapithatd, hogy az n-ed rendben elfajul$ homogdn
linedris egyenletrendszernek van nem trividlis megolddsa, mert a megoldds sordn
n ismeretlen értékét szabadon vdlaszthatjuk meg.

[1.12.4. Az elfajuld egyenletrendszer megoldasainak vizsgalata

Az clézbekben belattuk, hogy az elfajult homogén egyenletrendszereknek
mindig van nem trividlis megoldasa. A 11.12.3. fejezetben altaldnos modszert
dolgoztunk ki, amellyel az egyenletrendszer egy megoldasat meghatarozhatjuk.
tibben a fejezetben megmutatjuk, hogy a 11.12.3-ban kidolgozott mddszerrel
az cgyenletrendszer Osszes megoldasait meghatarozhatjuk.

A 11.12.3-ban megallapitottuk, hogy az Ax=0 egyenletrendszer megoldasa-
ban

R(A)=N —n,
tehat
det AKO L") . 11.12-35

esetén megfeleld n ismeretlen értékét szabadon valaszthatjuk meg.
Legyen
Xy = = 11.12-36

Helyettesitsiik be az Ax =0 egyenletrendszerbe a 11.12-35-nek megfeleléen va-
lasztott x,, értékeket, és vigyiik at a konstans értéket a jobb oldalra. A kapott
cgyenletrendszer megolddsa azonos az eredeti Ax=0 egyenletrendszer megol-
dasaval.

Figyclembe véve a mar megvalasztott x,, értékeket, az eredeti egyenletrend-
szerrel egyenértékii az

Ax(Kor 1) _y 11.12-34
cgyenletrendszer, ahol
| S ALa, ha k=K, (u=1,...,n),
}'R l ) |

a, ha k=K, I

11.12-36-ban N —n egyenlet (ahol k> K,) megegyezik az eredeti egyenletrend-
szer megfeleld egyenleteivel, és ezek az egyenletek csak N —n szdmd ismeretlent
(ahol 1~ L)) tartalmaznak. A fennmaradd n egyenlet pedig az x,, =a, feltételek=
kel azonos, igy mintegy a szabadon valaszthato ismeretlencket hatdrozza meg.
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Az Ax O cpyentetrendazer TET2AS Teltdelt Elelépits megoldasrendszercre
Whesiilnie kell o 11230 epyenletrendszemok is, Tpy 11 12-30 cpy szilksépes
faltctelt jelent uz credeti epyenfet mepoldasrendszerere, 11235 miatta 111237
inhomopen cpyenletrendszer egyértelmacn mmepoldhato. 11.9-2 szerint 11.12-37
e poldisn az

x — (AR 1) My 11.12-39

Az clhzo fejezetben kimutattuk, hogy az Ax=0 cgyenletrendszernek van
mepoldasa. A megoldisnak ki kell elégitenie a< 11.12-37 egyenletrendszert.
111239 viszont a 11.12-37 egyenletrendszer egyértelmii megoldasa. Kovetke-
eskeppen 11.12-39 az Ax =0 egyenletrendszer egyetlen olyan megoldasat szol-
piltarga, amely eleget tesz a 11.12-36 feltételnek.

Amennyiben tehdt a szabadon valaszthato ismeretleneket rogzitjik, az cl-
Ihjulo epyenletrendszer megoldasa egyértelmiivé valik. Megjegyezziik még, hogy
T

a,=0 (v=1,...,n) 11.12-40

ditckeket vilasztunk, akkor az egyenletrendszernek csak trivialis x =0 meg-
uldasat kapjuk.
Az inhomogén cgyenletrendszer megoldasat az AK™-L®) almatrix sepitsé-
pevel hatiaroztuk meg. Felmeriil a kérdés, hogy nem jutunk-e Gjabb megoldii-
sokhoz, ha létezik olyan A(K®, L) c A(K®. L'™) glm4trix, amelynek deter-
minansa szintén nem zérus, s az elézdekben ismertetett megoldasi eljarast az
AR o) matrix segitségével hajtjuk végre.
Az A LO) almatrix  determinansanak segitségével az eredeti egyenlet-
tendszer megoldasrendszerét az

n

= 11.12-41

v=1

nlak ban allithatjuk eld, ahol

'y ,det A(K"A"‘""".’n-l-'ll’v 1/L'v+|-.-Ln)
QAL 11.12-42

det A¥™?
\ 11.12-42 megolddsrendszer is tartalmaz n szabadon valaszthato ismeretlent,
anmelyek most az
=1 11.12-43

erickek. A megoldas a szabadon valaszthato ismeretlenek értékének rogzitése
utun cgyértelmiien meghatdrozhaté.

Az ipy nyert megoldasok tartalmazzik az cpyenletrendszer 11.12-36 feltétel-
nek eleget tevé megoldasat is. Az ALY enZe) almitrix segitségével nyert 11.12-39
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T
megoldasrendszarbdl Kivalaszthatjuk nz v, crtckeket. Fzen drickek eldzat
megadasival az AN V) almdrix sepitscpevel egy epyértelmi x mepoldi
rendszerhez juthatunk. Mivel mind a 11,12-39-nck meglelelo x, mind pedig,
ceyértelmii megoldasrendszere az credeti homogén egyenletrendszernek, kel
hogy

X=X
legyen.

A kiulénboz6 nem zérus értékii aldetermindnsok felhasznalasiaval tehat n
juthatunk az egyenletrendszer kiillonbdz6 megoldasaihoz.

11.13. Az elfajult inhomogén egyenletrendszer

Hatdrozzuk meg az
Ax=Yy 11038

inhomogén egyenletrendszer megoldasat, ahol az egyiitthatématrix rangja
R(A)=N —n, 11.13-
¢s legyen
det A(K® L®) .0, 11.13-
Elsé 1épésként keressiik a 11.13-1 egyenletrendszer megoldasat az _
x,=0 (v=1,...,n) 11.13-

feltételek mellett. A feltétel szerint tehat n ismeretlen értékét dnkényesen zérus
nak valasztottuk. Amennyiben 11.13-1-nek van 11.13-4-nek megfelel6 me
oldasa, akkor ez a megoldas kielégiti az

AR L)y _y 11.138

ceyenletrendszert is, ahol

ha k=K,

— Ve = 4
Yk‘{o, Tl TR .13

A 11.13-5 egyenletrendszer azonban 11.13-3 miatt egyértelmiien megoldhat
11.13-5 megoldasat az

x={ate. L))~y 11.13-
Osszefliggés hatarozza meg. Amennyiben tehat az inhomogén egyenletrendszer
nck van 11.13-4-nek megfelel6 megoldasa, akkor azt 11.13-7 szolgéltatja.

A 11.13-7 megoldas elballitasakor azonban nem hasznaltuk fel az eredeti in
homogén egyenletrendszer K,-edik (#=1, 2, ..., n) egyenleteit. 11.13-7 tehd
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b akbor mepoldian ar srede ﬁﬁmuﬁ, Wi Kleldgitl o K edik

pyonleteb et b, nznz clogot 1easz i

:"'AI‘I Vi (I\ A“,[l l, ,”) LK
ek nek, 1407 felthasznialasiaval 11 VK oz
|A‘A("""" L(my) | ).”A" ™ (“ s 11.13-9

bk ot O, 111399 5 dsszefigeest ad az y, Ertékek KozOt pusztin az egyiitthato-
miteix clemeinek felhasznalisival.

Az v, ertékek koziil N - n szamot tetszes szerint megvalasztva, a fennmaradé
nditek o 11.13-9 lincdris kombindcidk segitségével meghatdrozhatd agy, hogy
W 114 linedris epyenletrendszernek legyen 11.13-4-nek megfeleld megoldasa.

Koresstik most az

Ax=y
spyonletrendszer megolddsat az
=0 (=1l 0600 10) 11.13-10
fulidiclek metlett.

1ételezziik fel, hogy az egyenletrendszernek van 11.13-4-nek megfeleld meg-

vhilhan, ¢s jeloljik ezt a megoldast

x=x© 11.13-11

vl Az elozo fejezetekbdl tudjuk, hogy az
Ax=0 11.13-12
homogén cgyenletrendszernek étezik olyan

X=X 11.13-13
mepoldisa, amelyben
x,,=a, (v=1,...,n).
Asonnal lathato, hogy
x=x04x@ 11.13-14

n: inhomogén egyenletrendszer 11.13-10 feltételnek is eleget tevé megoldisa,
hinzen

AXO+x@)=AxO + Ax@ =y,

mert feltevéseink szerint Ax@ =y és Ax@ =0.

A 11.13-14 megoldas mindig létezik, ha a 11.13-11 megoldas létezik. 11.13-11
IMezeséncek feltétele pedig éppen a 11.13-9 egyenletek teljesiilése.

Lchat 11.13-9 az elfajuld inhomogén egyenletrendszer megoldasanak altali-
noy feltétele.

11.13-14 az inhomogén egyenletrendszer egyetlen olyan megoldasa, amely a
L1310 feltételt kielégiti. Tételezziik fel ugyanis, hogy az inhomogén ¢gyenlet-
rendszernek az adott feltételek mellett két, x ¢s x” megoldasa is 1étezik. Ekkor
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Nsy o 118
312 homopen egyenletrendszer mepoldisa kell fepyen, tehat

AX 0.
Feltételeink szerint mind x, mind x” eleget tesz 11.13-10-nek, tehat

X, =0 (v=1,...,n). 11,631

Ez azonban azt jelenti, hogy X a homogén egyenletrendszernek olyan me
oldisa, ahgl a szabadon valaszthato ismeretlenek értékét zérusnak valasztottuk
I'bben az esetben azonban X csak a trivialis X =0 megoldas lehet, tehat

x=x".

Osszefoglalva az eddigieket, megallapitottuk, hogy az n-ed rendben elfajul
linearis egyenletrendszer csak akkor oldhaté meg, ha a konstans értékek
darab homogén linearis dsszefliggésnek tesznek eleget. Ezek az dsszefiiggése
homogén linearis egyenletrendszer esetén mindig teljestilnek.

Inhomogén esetben pedig N —n szamu y, értéket szabadon valaszthatunk,
fennmaradd n szama y, értéket pedig a 11.12-9 feltételi egyenletbdl kell me
hataroznunk, ha azt akarjuk, hogy az egyenletrendszer megoldhaté legyen.

Ha 'y komponenseire a 11.13-9 feltételek teljesiilnek. akkor az x megolddys
komponensének tetszés szerinti megvdlasztdsa utdn az inhomogén egyenletren
szer egyértelmiien megoldhatd.

11.14. Alkalmazés

A linedris egyenletrendszerek a fizika szinte minden teriiletén el6fordulnak
A kovetkez8kben el8szor egy elvi szempontbdl fontos — a matrixok rangjavi
kapcsolatos — tételt, majd egy aramkori problémat targyalunk.

I1.14.1. Tétel a matrixok rangjaval kapcsolatban

Legyen S egy N X N-es matrix, amelyre

det S=0. 11.14-1
K¢pezzik az S matrix és az ugyancsak N X N-es G matrix segitségével a
T=SGS 11.14-

matrixot. Bebizonyitjuk, hogy a T és G matrixok rangja megegyezik, tehat

RAT) = (G). 11.14-
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T’(’ﬂ_f\’lll\' lel, hopy TR
ATy N n, 11,144
#a vizapaljuk a
Ixn 0 R R
spvenletrendszer mepoldasait, A T2 Tejezetben mepallapitottuk, hopy @
1S cpyenletrendszernek (1) = N miatt o linearisan Figgetlen megoldas
venddszere letezik, tehat

Tx S ram() (om0, 25, .., n) 11.14-0
Scorozzuk meg 11.14-2-t balrol S -gyel, jobbrol pedig x % -val. A
G(Sx*)=0 H.14-7
epyenlethez jutunk. Bevezetve az
y ) =Sx *) 11.14-8
fplolest, 11.14-7 a
Gy® =0 (k=1,2,...,n) 11.14-9

alakot 6lti. Minthogy det S 20, 11.14-8 a 11.14-9 egyenletrendszer lincdrisan
fhgpcetlen megoldasait adja. Ebbdl viszont kovetkezik, hogy

H(G)= R(T). 11.14-10
Plusonld mddon, ha 11.14-2 helyett az

S TS '-G
Grseliigpeésbdl indulunk ki, azt kapjuk, hogy

R(G) = #(T). (1.14-11
111410 ¢s 11.14-11-bél viszont kovetkezik, hogy

RA(G) = #(T).
1 s2¢] tételiinket bebizonyitottuk.

I1.14.2. Egy aramkori probléma

A kovetkezOkben egy egyendramu halozat poten-
vinlviszonyait hatirozzuk meg. A probléma targyala-
uit epy epyszer( specialis esettel, a 1/.4. dbrdn lathato
anmkor A, B, C pontjaihoz tartozé V,, V,, V, poten-
cialok meghatarozasaval kezdjik.

Lepyen az ABC hiromszdg oldalainak ecllenéllasa
Ry, Ry, Ry Jeloljik a vezetGkorbe az A, B, C ponto-
hon keresztul Kivilrsl befolyo aramokat 7, 1, £;-mal, 11.4. dbra
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nz epyen cllendll@sok on folyd aramokat pedip 1, ¢, fpmal, Az drnmok, 11 fee
szlltsépek kozOt kapesolatot o Kirchholt orvények adjak meg,. Kirchhofl 1,
Wwrvénye szerint oltések az dramkdr egyetlen pontjiban sem halmozodhatnak
fel, igy az A, B, C pontokban rendre érvényesck o kdvetkez6 egyenletek :

L—h=1,
11_13:12 Il.'4'|2
1.2—i1=13. l

A 11.14-12 egyenletrendszer csak akkor teljesiilhet, ha
L+ 5L+ 1,=0. 11.14-13
Az cgycs agakra érvényes az Ohm-térvény, igy fennallnak az
i =(V;-V))S,

I2=(V]_V3)Sz 11.'4"4
L=V,—V))S,

cpyenletek. 11.14-14-ben S ~vel (i=1, 2, 3) az

Si:F—

vezetOképességeket jeloltiik.
A 11.14-14 egyenleteket 11.14-12-be beirva, a

—Vi(Sy+S3)+ VyS3+ V3S,=1, I
VISJ—V2(53+S1)+ VJSlzlz 11.14‘]5
ViSi+ VoS — V(S +S)=1, l

cgycnletrendszerhez jutunk. Az I, (k=1, 2, 3) aramok és S, (/=1, 2, 3) vezetd-
képességek ismeretében 11.14-15-b6l a ¥V, potencidlok meghatarozhatdk.
A 11.14-15 egyenletrendszer elfajul6, hiszen determinansa zérus:

—(S,+5S3) Sy S,
|D|= S3 *"(S3+Sl) Sl . 11.14‘]6
S, Sy —(S,+52)

11.14-16-b6l azonnal lathatd, hogy a D matrix tetszGleges diagonadlis eleméhez
tartozé aldeterminans értéke:

detD*®) =SS, 45,83+ S:S;-

Amecnnyiben tehat S, S,, S; koziil legalabb kettd nem zérus, akkor a D mdtrix
rungja kettd. A 11.14-15 egyenletrendszert ebben az esetben gy oldhatjuk meg,
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T — ST
y epy potenclaléntdket dnkényesen megvilinstunk, éa hirom egyenlethil
Bivet clhiapyunk,
Legyen pl, 1700, ¢s oldjuk mep o

Fo(Syok S e WS m 1,

|
! 11.14-17
V)SI "" |(|\‘| I l\.y) I‘ l

spyenletrendszert.
111417 mepoldisat a

V,=—

L(S+S)+15LS, |
BISs 155535555,
11.14-18

és >

Poms LS+ I,(S;+S)) ‘
P 815, + 8,5:+ S5S,

Jormulak adjak.

Ciynkorlati szempontbol fontos az 7,=0, S, =0 specialis eset. Ekkor 11.14-13

i

L+ 1,=0,

tehat

IL=1 é L=-1

A potencialértékeket pedig 11.14-18 szerint a

I(S,+S
V=R iR+ Ry, |
3 [ 11.14-19
V,=IR,
fnmulik adjak.
Ha S, » 0, akkor
. I(S;+S5) i U |
3 818, + 8,5, + 5,55 _1 WHTRE |
Ry &+R3 : 11.14-20
e S
AT S S 8808 l

A 11.14-19 formuldkbol a sorosan, a 11.14-20 formuldkbol pedig a parhuza-
mosin kapesolt ellendlldasok ereddjére vonatkozo ismert Osszefiiggés olvas-
hintd I¥i.

A Lovetkezdkben a fenti formalizmust bonyolultabb esetekre altalanositjuk.
Firmeszetesen a probléma targyalasdhoz a fentinél kissé bonyolultabb jelolé-
wehet Keli alkalmaznunk.
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e s e i AT " T —— Lae
Legyen advie opy N1 | pnmm Py S dramkdr. Az e

pontok kozOtt elhelyezkedd ellendlliasoknt jeldijnk R, lel. Nyilvitnvald, ho
R.= Ry, 11.14

valamint hogy /= k. Jeloljiik az egyes pontok kodzott a vezetGképességet S g
tchdt

Jeloljiik a hdlozat egyes pontjainak potencidljat rendre Vi, Vs, ..., Vi, 1-RY

¢és tegyiik fel, hogy a halozat egyes pontjaiba rendre I, L, ..., I{), na
st kiilsé aramok folynak be.
Kirchhoft els6 torvénye miatt azonban

N-+-1
S I9=0, 11.14-
k=1

hiszen az gramkorben nem halmozddnak fel toltések.
Jeloljiik a halézat P, pontjabol a P, pontba folyd aram értékét I, -lel. Miv
I, 1,,, a halézatban folyé dramok egy I antiszimmetrikus matrixszal jell
mezhetok,
A hdlbzat egyes pontjaira felirva Kirchhoff elsé torvényét:

N+1

S L+I2=0 (k=1,...,N+1). 11.14-
i
Kirchhoff masodik torvénye szerint
IkI:SkI(Vk_VI)' 11.14'2
11.14-24-¢t 11.14-23-ba beirva, azt kapjuk, hogy

N+1

IZI S (V= V)+ I =0. 11.14-2
k#l

A 11.14-25 egyenletrendszert az

Sv=1® 11.14-2

bsszefoglald alakban is felirhatjuk, ha az S matrixot a kdvetkezéképpen defi

ndljuk :
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11.14-27
V I'/] . "f,\rl I

(0) (0) ()
! II "',.’\"Il‘

A 11.14-26 cgycnletrendszer segitségével az S, értékek és az If” kiils6 dramok
inmerctében meghatarozhatjuk az egyes pontokhoz tartozé potencidlértékeket.
I1.14-26 tulajdonképpen az Ohm-torvény altaldnositasa, amelyben a fesziiltség
vtz aramerdsség helyén egy egydimenzids, a vezet6képesség helyén pedig egy
kétdimenzios matrix szerepel. A potencialokat tehat egy linearis egyenletrend-
weer megoldasai szolgaltatjak. A 11.14-26 egyenletrendszer azonban elfajult,
hinzen a 11.14-27 definiciébdl kovetkezik, hogy

det S=0. 11.14-28

il meggybzddhetiink pl. gy, hogy az S determindns minden oszlopat dsz-
szendjuk. Eredményiil csupa zérust kapunk, igy 11.14-28 valéban fennall.

A 11.14-26 egyenletrendszer nem trivialis megoldasait az S matrix legmaga-
sabb rendii el nem tind almatrixanak segitségével hatarozhatjuk meg. Tegyiik
fel, hogy @(S)=N, és tételezziik fel, hogy

det S <, 11.14-29

11.14-29 szerint azt tesszik fel, hogy az S mdtrix jobb als6 sarokeleméhez
tnrlozo aldeterminans nem zérus.

Ikkor a 11.12. fejezet szerint egy ismeretlen értékét szabadon valaszthatjuk.
I1.14-29 teljesiilése esetén ez az ismeretlen V.. Ez megfelel annak, hogy az
N1 | pontbdl 4ll6 haldzat esetén abszolut értelemben nem rendelhetiink poten-
chilokat az egyes pontokhoz. Az egyszer(iség kedvéért célszerli a V., ;=0 érté-
ket vilasztani, igy minden pont potencidljat az N+ l-edik ponthoz viszonyit-
juk.

A fenti feltételek mellett 11.14-26 megoldasat 11.12-32 szerint

V =(SWM)- [ © 11.14-30
nzolpiltatja, ahol

1(0)’=IJ(0)9 I;O)’ e, II(\O), 0_ 11.14'31

I1.14-30 azonban csak akkor megoldasa az eredeti 11.14-26 egyenletrend-
sscrnek, ha teljesiil a 11.12-8-nak megfeleld
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leltetel,

TE L3 2-nek azonban a 14222 hizikal Telicte! miatt automatikusan teljes
stilnie kell, AT 14-30 megoldas meghatarozasakor upyanis a 1114-26 cpyens
letrendszert a

ZS‘-(NN)VI'*‘IIEO)' (k=l, ,N+]) 11,1438
{

cpyenletrendszerrel  helyettesitettitk. 11.14-33 egyenleteit Osszecadva, ¢s n
11.14-27 definiciot figyelembe véve, a

Nt _ N+t

N
-712 Snit 1V1=AZl lﬁ“”’=k>:,l TRy 11.14-34
i

cpyenletet kapjuk.
11.14-32-t és 11.14-34-et Osszevetve, a

N
- 2 =19, 11.14-35
k=1

fcltételhez jutunk, ami azonos 11.14-22-vel.
Bevezetve az
R= (g(NN))—l

jelolést és az értelemszeri ellendllasmatrix elnevezést, 11.14-30 a
V=RI®©Y 11.14-36

alakot olti. 11.14-36 pontos analogonja az Ohm-térvénynek.

11.14-36 segitségével I©) és R ismeretében meghatarozhatjuk a ¥, potencidl-
¢rickeket. Nem sziikséges azonban, hogy 11.14-36-ban a V,, értékeket tekintsiik
ismeretlennek. A 11.14-36 egyenlet a ¥V, ,=0 és 11.14-35 feltétel teljesiilése
mellett az 7, és V, (k=1, ..., N) mennyiségek kozil barmely N szamt meny-
nyis¢g meghatarozasara alkalmas, ha a fennmaradoé N értéket megadjuk.

Befejezésiil megvizsgaljuk, hogy mi a feltétele a

det S¢M =9 11.14-37

egyenlet teljesiilésének.

Térjiink vissza a bevezetésben mar targyalt egyszerli ha-
lozatra. A fenti altalanos formalizmusbol a 11.5. dbrdn
11,5 dbra lathaté halézat esetén adodik, hogy
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(S+S)) Sy 0

son . [ (S,+8%) 0]. [1.14-38
0 0 |
det S 8,80+ 512513+ 8135 11.14-39

Mivel 8, , 00, det S D=0, 11.14-39-bil 1athato, hogy det S @ akkor és csak
wh b lehet zérus, ha a harom kilonbozo vezetbképesség-érték koziil kettd
P

Pizikailag ez azt jelenti, hogy a harom pont koziil egy nincs kapcsolatban a
mhaik kettdvel. A det S@2 =0 egyenlbség tehat azt jelzi, hogy a potencidlel-
weslas o harom pont esetén fliggetlen a bevezetett dramoktél. A probléma te-
it fizikai szempontbol érdektelen.
Amennyiben 11.14-39 nem zérus, akkor

8 1 —(S12+S5) =S 0
(S(ZZ)) 4 N s T _SIZ —(S|2+S23) 9 . 11.14'40
det §¢@2 { 0 0 det S@2 |
Fnnck sepitségevel
V. — —(Si2+ So)[{¥— Sy, I8
4 ‘ det S
e, 11.14-41
17— — Sl V= (Siy+ S1)E” I
. det S@2
Amcnnyiben £ =0 és S;;=0, akkor
1
Eet_g_(Z-;:RIZRB’
N
v :(R12+R23)]1(0), R 11.14-42
vitlimint mivel
V,=0, I=-r19, 11.14-43

I'1.4-41 két, sorba kapcsolt ellenallas esetén érvényes formuldkat jelent, és a for-
mulibdl adédik a jol ismert

Rereds= R+ Ry3
Osszefliggés.

Amennyiben 7§ =0, de S;;#0, akkor hasonl6 médon kaphatjuk az

1 1 1
e e | 11.14-
‘ched('i 'Rl.‘-+ Rl1+‘R.‘! il
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e T T
formulat (106 abra ), Visszakaptok wehin o bevezetd opy
secrn pelda soran nyent gredimenycket,
N = 3 esetén det SN upynnesik nemnegativ Gigok Oosszes
pekeént allithatd eld, Bzert det S 0 csak akkor lehetsds
ges, ha a determindans minden tagja zérus. 1z az esel bek o
J o vetkezhet peldaul akkor, ha epy adott / esetén minden

I3
S=O(la=1lEwrg, NGRS R |

11.6. dbra

A 11.14-45 feltétel azt jelenti, hogy a P, pont fiiggetlen a tobbitol.
Ugyancsak z¢érussa valik a determindns értéke akkor, ha

k:K'.....,KH l

X, Bk o cr ] 11.14-46

S.;=0, ha
ahol K. .. Ky, 2z 1... N+ 1szdmok permutacidja. Ez utobbi esetbena Py, . . .,
Py pontok két csoportba oszthatok ugy, hogy a Py, ..., Px €S Py .., ..oy
Py, pontesoportok fliggetlenek egymadstol. A haldzat tehat két faggetlen részre
oszthatd, igy fizikailag nincs értelme az egylittes targyalasnak.

Megjepyezzilk még, hogy a megoldds sordan az S™) almatrix nem jatszik
kittintetett szerepet. A fenti gondolatmenet minden tovabbi nélkiil elvégezhetd
tetszoleges SK) almatrix segitségével.
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I, TENZOROK

2. A homogén linearis vektoroperator
vagy tenzor

A kovetkezokben rendszerezziik és tovabbfejlesztjiik a 7. fejezetben a linedris
pperitorokkal kapesolatban nyert eredményeket.

A forpatisi operatorok tulajdonsagait vizsgalva megallapitottuk, hogy ha az
£) operiator epy a ¢s egy b vektort az

19
*
I
I
19

i

=
*

fl
19
-2

vwhiorokba visz at, akkor tetszbleges o €s § mellett
O(xa + pb)==a* + pb*. 12-1

Altalaban azokat az operatorokat, amelyekre fennall, hogy

=2

i=Aa ¢ b=Bb

vitlen

A(wa+pb)=od + jb, 12-2

lunnogdn linedris vektoroperdtoroknak nevezziik.

\ homogén linearis vektoroperatorokat tenzoroknak is nevezzilk. A forga-
L operiatorok tehat tenzorok.

\ tenzorokat definiald 12-2 tulajdonsagbol az « =0, p=0 valasztassal kovet-
bezik, hopy a tenzorok a zérusvektort zérusvektorra képezik le, azaz

An=n,

ahiol o a nullvektor.
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121, A tenzor jellemzése

A Kovetkezokben megvizsgaljuk, hogy milyen mennyiségek szitksepesck
tenzor epyértelma jellemzéséhez.,

A tenzort akkor tekintjiik ismertnek, ha meg tudjuk adni, hogy a ter tetsz
leges vektorat hogyan transzformalja. Ehhez clegendd, ha megadjuk, hopy
tenzor a tér hirom, nem komplanaris a, b, ¢ vektorat mely

i=Aa, b=Ab, &=Ac 12,18
vektorokba viszi at.
Itt
(3, b, ©)=0. 12.1
Mivel a, b, ¢ nem esik egy sikba, a tér tetsz6leges d vektora el&allithato

d=ca+pb+yc 12.1%
alakban. 12.1-1 ismeretében a d vektor d transzformaltja a
d=Ad=ca+pb+E

alakban allithato eld, 12.1-1 ismerete tehat valoban elegendd tetsz8leges vektor
transzformaltjanak meghatarozasahoz.

12.2. Az inverz operator

Jeloljuk az A operator inverzét A ~'-gyel. Az inverz operator definicioja érs
telmében ez azt jelenti, hogy

A 'a=a, ha Aa=3a 12.2-1
Abban az esetben, ha az a, b, € vektorok sem komplanarisak, tehat
@ b, ©=0, 12.2-2
akkor tetszSleges d vektor elSallithatd
d=od+pb+9E 12.2-3

alakban. Ebbd! leolvashaté, hogy az A-! operator d-re valé hatdsanak ered-
ményét egyértelmiien meghatdrozhatjuk, ha ismerjiik az @, b, € vektorok transz-
formaltjait, vagyis ha ismerjlik az

a=A '3, b=A"'b, ¢=A"!

12.2-4

1631

vektorokat.
Amennyiben tehat sem az a, b, ¢, sem pedig az a, b, ¢ vektorcsoport nem
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bopibsniiris, vl novektorok miend e A b ae AT operitont egycrtelmien
e lininljink

Misd a2 AL i az A operitor Bomopen Hnear s fnszformicion Jdetiniil,
gy A s tenzor

Py tenzort nem ellajulonak tekintink, ha nem komplanaris vektorokat nem
Wonnplanaris vektorokra képez te, tehin ha 12,122 érvényessépe esetén 12.2-2 s
Fennd!

A teatick ol Lithatd, hogy a nem elfajuld A tenzorok A inverze vagy recip-
gk 1etezik s cgyértelmiien meghatirozhatd, Tovibbd, ha A nem elfajulo,
abbor A ' semoaz,

[2.3. Miiveletek tenzorokkal

I L1 Két tenzor szorzata

Lepyen
Aa®)r=3® (k=1,2,3) 12.3-1

¢a
H©=a® (k=1,2,73). 12.3-2
1) Vet 12.3-2-be beirva, a
B(Aa®)=3a% (k=1,2,3) 12.3-3

piyvenletet kapjuk. 12.3-3 az a® vektort az 3® vektorra képezi le. Ezt az dt-
menetel cpyetlen transzformacionak is tekinthetjitk. Jeldljik ezt a transzfor-
miciot Covel. ‘Tehat

g 12.3-4

(1]

Ca)=

@, a®, )20, @D, 3, 50)#0 12.3-5

Amnennyiben

abbor A ¢s B nem elfajuld tenzorok. Ez esetben C is egy homogén linedris vek-
ortianszformaciot jelent. 12.3-5 miatt C sem elfajuld tenzor.
Nevezethetjiik a
C=BA 12.3-6

jelolest, hiszen a C tenzor alkalmazisa ugyanazt az eredményt adja, mint az

A o4 B tenzorok egymas utdni alkalmazasa; C-t a B és A tenzorok szorzatanak
neveszitk. A szorzasi mivelet nem kommutativ!

400 Vektorkzamitds I(‘I
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K alontepes opevator az B cpysépoperitor. Az cpysépoperator minden vek tor
onmapara kepez le, tehat
Ea a. RIS

= = .

Lipyszertien belathaté, hogy a tenzorszorzas asszociativ miivelet, ¢zt azonb
az olvasora bizzuk.

[2.3.2. Tenzorok linearis kombinacidja

Lepyen

¢s vezessiik be a

tenzort Ugy, hogy tetszéleges a-ra

Ca=/a+.a
legyen.
Amennyiben =0, akkor
C=1A ¢é Ca=iAa=13a, 12,3
tovabbi, ha A=pu=1, akkor
C=A+B és Ca=a+a. 12.3-1

12.3-9 tulajdonképpen a tenzor €s skalar szorzatanak, 12.3-10 pedig két tenzor
Osszegének definicioja.

12.4. Tenzorok reprezentacidja

Megallapitottuk, hogy egy A tenzort egyértelmfiien jellemezhetiink, ha megps
adjuk, hogy hirom nem komplandris vektort mely vektorokra képez le.

Vilasszuk a harom nem egy sikba es6 vektorként egy X ortogondlis koordi«
nata-rendszer ¢ (k= 1, 2, 3) alapvektorait, és adjuk meg az

Ae®=f*) (k=1, 2, 3) 12.4-1
vek torokalt.
Szorozzuk meg 12.4-1-et e -lel, azt kapjuk, hogy

(Ae e =g fH), 12.4-2

Jeloljitk a 12.4-2 jobb oldalan alld skaldris szorzatok ¢rtékét
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§ o artekek epy 3 bas matnisba rendezhetok Bzt az A matrixol az A ten-
w U el reprezentaciopnak nevezzuk, tehat

L(A) = A. 12.4-4

St azeret ekintjilk az A tenzor reprezentaciojanak, mert A segitségével

a—Aa 12.4-5

e lormactd leirhaté.
245 helyett lelirhatjuk, hogy

a=A S aek). 12.4-6

tinthopy azonban A homogén linedris vektortranszformaciod, 12.4-2 segitsé-
Vol 104406 az
= Vil 12.4-7

(]

rmaba rhato at. 12.4-7-et balrol e)-lel beszorozva, az

Zi[: ZA”‘.ak 124‘8
k

Hinlahioz jutunk. 12.4-8 matrixjeloléssel az

=Aa 12.4-9

=1l

wlab ot Olt. 12.4-9 megmutatja, hogy a ¥ reprezentacidban hogyan adodnak
) oordinatii A és a komponensei segitségével. Ezért 12.4-9 a 12.4-5 dsszefiig-
g ©obeli reprezentacioja.

I' 4 1. Néhany tenzor matrixreprezentacioja

11 4-9-bol kKovetkezik, hogy az E tenzor ¥(E) reprezentacidja:

X(E)=E,
plhiol 1 gz epységmatrix.
Lpyvanesak cgyszerlien megdllapithatjuk annak a tenzornak a reprezentacio-
Jiat, unclyet az
Ax=a(bx) 12.4-10

fctuppessel értelmeziink. 12.4-10-ben a és b rogzitett, x pedig tetszdleges

ohtor Az A tenzort tehdt az a és b vektorok jellemzik. 12.4-2 é€s 12.4-3 szerint
A= (¢ 'a)be™). 12.4-11

Ao alapvektorokkal megadott koordindta-rendszerben ez azt jelenti, hogy
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Ap=ab, f

124412 viszont eppen az a ¢s b epydimenzios miatrixok szorzata, A 12410 4
defmialt A tenzor tetszéleges koordindativcrendszerben vett reprezentacidpi
a ¢s b matrixok diadikus szorzata adja meg. Fzért ezt a tenzort az a és b vok
rok diadikus szorzatanak nevezziik, ¢s

A=aob 124

by

-vel jeloljiik.

12.4.2. A transzponalt tenzor

Az operatorok és vektorok
Aa=y

szorzasi mivelete azt fejezi ki, hogy az A operatort alkalmazzuk a vekto
I:bben az esetben nincs érteime tehat jobbrol, ill. balrdl vald szorzdsrol beszel
Amennyiben az eredményil kapott vektort egy b vektorral skalarisan szo
zuk, akkor egy

(Aa)b=Db(Aa) 124

szamértéket kapunk. Ez a szamérték altaldban nem egyezik meg az (Al
ertckkel, tehat
(Aa)b < (Abja.

I'lk¢pzelhets azonban, hogy adott A tenzorhoz tetszOleges a és b vektorok
t¢n létezik olyan tenzor, amelyre teljesiil az

a(Ab)=Db(Ba) 12.4-1

Osszefiigges. A 12.4-15-nek eleget tevé B tenzort az A tenzor transzponalt of
ratoranak nevezziik, és Bzg-valjelbljﬁk. Egyszeriien beldthato, hogy a tran:
ponalt operator mindig létezik. A 12.4-15 egyenletet tetszéleges reprezentiicl
ban felirva adédik ugyanis, hogy a

(A=A 12.4-1
mitrix A transzponéltjara teljesiil az
aAb - bAa 12.4-1

Osszefiippes. A B—A vélasztdssal tehét tetszSleges reprezentaciéban meghati
rozhatjuk a keresett B tenzor

%(B)=B=A

e

A mitrixreprezenticio indokolja a 12.6-15-nck megfeleld B tenzor elneve
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L eszociitiy toevenyt Tormalismnn Biteressthet il a7z operatoroke vo
thozd 12405 formulaen, Delinicdd seerint mepkaveteljuk tehat az

a(ADb)  (aAD  aAb 12.4-18
yendosep fennallasat. 12.4-18 segitsepcvel 12.4-15 az
(@A) b(Ba) 12.4-19
khan rhatd fel. Mivel 12.4-19-nek tetszOleges b vektorra teljesiilnie kell,
A 19061 kovetkezik, hogy
aA —Ba. 12.4-20
2420 az a vektor és A tenzor balrol vett szorzatét definialja.
A halrol és jobbrol vett szorzéas bevezetése nem szitkségszerd, €s a tovabbiak-

n ezt o megkiilonboztetést ritkan hasznaljuk.
Spechilis esetben egy A tenzor és transzponaltja azonos lehet, tehat

A=A _ 12.421

shel az operatorokat szimmetrikus operatoroknak nevezziik. A szimmetrikus
woitorokra jellemz, hogy tetszéleges a, b vektorokra

aAb=bAa.
Asikat az operatorokat, amelyekre
A=-4, 12.4-22

antiszimmetrikus operatoroknak nevezziik.

12.5. Tenzormfiveletek koordinatareprezentacidja

A 12.4-6 reprezentacid segitségével Osszetett tenzormiiveleteket is reprezen-
talhatunk.
| epyen 4
d=Aa ¢é a=Ba=(BAa, 12.5-1
lehil
a=Ca, ahol C=(BA). 12.5-2

A I reprezentacioban 12,5-1-nek az

a=Aa és a=Ba=(BA)a,
125 ek pedig az
a Ca (ahol C=BA)
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asszefuppesch teleloek mep Pzekben n formalak ban o szorzisok matrixeg
zingt Jslentgngk, shat C, = 3 B A

M

Flasonld madon lepyen
vitlamint

ahol
C-7A+uB.
Izen Osszefiiggések X-beli megfelelSi:

a—Aa ¢és a—Ba.
valamint ebbdl kovetkezden
Ca=2a+ 4,
ahol

C=2A+uB.

A tenzoridlis Osszefliggéseknek ugyanis tetszéleges reprezentacioban teljes
niuk kell. _
Osszefoglalva a fentieket megallapithatjuk, hogy a tenzorokat matrixokku

a tenzormiiveleteket pedig matrixmiiveletekkel reprezentalhatjuk.

12.6. Osszefiiggés a tenzorok reprezentaciodi kozott

I'py A tenzor lizikai mennyiséget jellemez, igy nem fiigg attol, hogy milye
koordindta-rendszerben reprezentaljuk.
Sziikséges azonban annak megallapitasa, hogy az A tenzor kiilénboz6 koo
dinatareprezentacioi kozott milyen dsszefiiggés van.
Legyen X és X' két ortogonalis koordinata-rendszer, amelynek alapvektorai
a P forgatds viszi at egymasba, tehat
e®) ' =Pe*), 12.6-1
A P operator ¥-beli reprezentacidjanak elemeit 12.4-3 szerint (ha f&) =e®*
irunk), az
ee®)=p, 12.6-)
formula adja.
Ha a transzformdcioét a P, matrixelemekkel adjuk meg, akkor 12.6-2 f¢
hasznalasaval az e vektorok kifejezheték a P, matrixelemek segitségével,
¢ upyanis eléallithatd az <) alapvektorok linedris kombindcidjaként, tehibt

e®) =3 P,e,. 12.6-3
J
12.6-3-ban a P, matrixelemek helyett felhasznalhatjuk a
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Ao ponalt matrixelemeker i, Prekkel

g X 04" 1.2.0:4
[
A forpatasi operitorok tulajdonsiagaibol kovetkezik, hogy a O maix
w
0o p!

Bopntist reprezentilja.
Hutirozzuk meg eldszor az a vektor

X@a)=a ¢ X'(a)=a’
peprezenticion kozott fennalld osszefiiggést.

L epyen

a- Z 2 B Z d,e™. 12.6-5

mo 1

Seorazzuk be 12.6-5-01 e -vel. Az

g = Z ae®e =g 12.6-6

Bunsetugpeshez jutunk.
I elhaszndlva 12.6-2-t és 12.6-4-et, adodik, hogy
a;= 2, Ouay, 12.6-7
k=1
il
a’=0a.
I oplalkozzunk most az A tenzor
X(A)=A ¢ X(A)=A
peprezenticion kozott fenndlld dsszefiiggés meghatarozasaval.
I24-2 szerint
A =eT Ae®), 12.0-%

12.6-8-ba beirva a 12.6-4-et, az

3
’Ik i Z 01:11@.('“ )AQ(")O/\'H

m.n—1
formulahoz jutunk.
Minthogy

'\!“" ‘AQ(“] 4 "oy
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n ket reprezentdcdd kdzon az
0 12.6:49

osszettigeds all fenn.
12.6-9-¢t matrixalakban az

A’=0AO 12,610
formula reprezentalja.

A fenti transzformacios formuldk az eddigiekben talalt osszefiiggésckkel
Osszhangban vannak. Ennek illusztracidjaként foglaltkozzunk néhany speciilia
esettel.

Képezziik 12.6-10 determinansat. Azt kapjuk, hogy

det A=det A’, 12.6-11
mert

det O=det O= +1.

A transzformdcié sordn tehdt az operatort reprezentalé matrix determinansi
nem valtozik.

Mcgmutatjuk még, hogy az AB=C szorzat a X’ koordinata-rendszerben oz
A'B’ =C’ alakot 6lti. Ugyanis

C’'=0ABO = 0A0O0BO = (0AO)(OBO),
vagyis
C'=AB.
It felhasznaltuk, hogy OO =E. Lathato az is, hogy
E'=OEO,
vapyis az E operator tetszéleges reprezenticidban az

1 ¢,
E=is 150

0 0 1)

ulakot olti. Ebbdl kovetkezik, hogy ha X(A)=A, akkor XA~ N=A"1

A tenzor definicidjat 12.6-9 segitségével is meg tudjuk adni. Ha egy A opera=
tor kilonbozo, X és ¥’ koordinata-rendszerbeli X(A)=A és X'(A)=A’ rep=
rezentdcioi kozott fennall az

A’'=0AO

Osszefiipges, akkor A tenzor. A reprezentaciok ismeretében is eldonthetjiik te-
hit, hogy egy operator tenzor vagy sem. Ennek megfelelen egy mennyiséget
akkor neveziink tenzornak, ha az
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=m=mmaee ?
AT OAL 12012

thinly szevint transzlormlddik .,

Mi o tenzort inkabb a tejezet kezdetén kitejent hizikal megpondolasok alapjan
mtaljuk . Fzekbol o mepfontoliisokbol szitksepszeriien jutottunk el a 12.6-12
i ztormacios szabilyhoz.,

A 12.60-12 szabily szerint transzformalodd mennyiségeket kovaridns mennyi-
knek is nevezik.

'z esetben pontosabbnak tartjuk, ha gy fogalmazunk, hogy a és A az a ¢s
mennyiségek kovarians reprezentacioi.

Tatuzblepes fizikai mennyiséget akkor neveziink kovariansnak, ha az adott
myiségnek létezik kovaridns reprezentacidja. A kovaridns reprezentacio
teine cpydaltalin nem trivialis. Ezekkel a kérdésekkel a kovetkez6kben még
tletesebben foglalkozunk.

12.7. Alkalmazasok

12 7.1. A tchetetlenségi tenzor

A kivetkezOkben a tenzorfogalom alkalmazasaként merev testek bizonyos
dinnmikai jellemz6it targyaljuk. Vizsgaljunk egy merev testet, amely m@ (o-
eyl (71, 2, .. .)diszkrét tomegpontokbdl 4ll. Az egyes pontok az X hely-
vek lorokkal jellemezhetdk. A tetszblegesen valasztott origoju X ¢ koordinatiak-
vl wzonban térjiink at az dn. sulyponti koordinatakra. Egy test sulypontjit
ehinicid szerint az

Zm(i))_((i)
98 o GG o oA 12.7-1
¥

eszeliippés hatdrozza meg, ahol X @ végigfut a pontrendszer minden pontjan.
C élszer(, ha az X9 koordindtak helyett az

XxO=X"_X® 12.7-2

koordindtakat hasznéljuk, azaz, ha az origét a test silypontjaba helyezziik at.
I sekre a koordinatakra 12.7-1 alapjan fennall, hogy

S xe, 12.7-3
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Forgd test kinetikus enersidga
Hatiarozzuk mep az i tomegpontokbol alld test mozpasi encrgiajat, Tegy

fel elhszor, hopy a test stilypontja rogezitett, ¢s a test a rogzitett silypont ko
o szogsebesseggel forog. Ez esetben az i-edik pont sebessége 5.6-22 szerinl
125

vO =@ xx),

Az i-edik pont mozgasi energiaja
R A () (i)
5 e sl (@xx"N@xx"). 12,7
A 4.8. fejezet vektorialis négyesszorzatra vonatkozo 4.8-8 Osszefiiggése szerl

ez atirhato az
1 2088

1

2 _ 1 0
=z m
2

I [5(1)29_-32—‘(X(i)9)2l

(1)
smy
2 -

alakra. 12.7-6-ot az o vektor kiemelése céljabol alakitsuk at a diadikus szorzi
delinicioja és az egységtenzor segitségével az
12.7-

il i 12 ; ;
Sy O = 2 D Ex @ —X,(')OX(')J&?

tormara.
A teljes mozgdsi energia ennek alapjdn az
1
ol 12.7-

ol

1

=

12.7-

alakban irhato fel, ahol
T=3 mPEx"" —x©ox®).

T-1 a test tehetetlenségi tenzoranak nevezziik.
A jobb dttekinthetéség kedvéért fejtsiik ki a T tenzort egy X koordinitis

rendszerben, ahol T= Z(T). Azt kapjuk, hogy

Tiu= 3 mO + %,
i
Ty=2 ’”m(-";rl’l + xlmz)» 12.7-10
i

T="3 Tl el SRRt
i
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vitliimint

T mT Al M |
L

DysmT oy 2m\"xy"%4", | 12.7-11
i

T, == > om'! \{”\,“’.
i/

A 1210 formulabol leolvashatod, hogy a 7', Ts,, Ty érickek a merev test
chetetlenségi nyomatékai a ¥ koordindta-rendszer tengelyeire vonatkozoan.
A 127-11 ertékeket devidceids nyomatékoknak nevezzik, fizikai jelentésiik
e yarazatara most nem tériink ki.
A 12.7-8 formula emlékeztet a rogzitett tengely koriil forgé merev test forgasi
werpeidjira vonatkozo

E.: -12 Or? 12.7-12

formulara, ezért a T tehetetlenségi tenzort a tehetetlenségi nyomaték altakino-
stananak tekingjiik.

Merev rest kinetikus energidja

I o merev test sulypontjat nem rogzitjiik, és a sulypont v(© sebessépgel mo-
2op, akkor az /i-edik pont sebessége

VO=yO 4t (@xxD)=y© +y®, 125700

A kinctikus energiat ekkor

km i Z (:)!(ilz_% (0)2 me‘*‘
I (0) (1) )
+5ele+y Zm (@xx)

Wakban irhatjuk fel. Mivel x@ stlyponti koordinata, 12.7-3 értelmében
S (exxP)=ox I mOx? =0.
A kinetikus energia tehat
ik |2m(y“”z)+12(gl‘gp 12.7-14

alakban irhato fel, ahol m— 3 m'" o test 6ssz1omege. 12.7-14 szerint egy merev
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test kinetikus encerglajn i solypont Korth forgshol szarmazd forgasi encrgiabal
¢s a sulypont haladasa miatt fellépd tranazliacios mozgast encrgtahol tevadik
dssze,

12.7.2. A merev test impulzusmomentuma

A forgd test mozgasmennyiségét az

1= mOVO=my©@+ Sm(@xx“) 12.7-15
i ! |

formula adja meg. A sulypont kezddponti koordinata-rendszerben 12.7-18
masodik tagja eltiinik, tehdt a test teljes mozgasmennyisége a transzlacios mozs
gasbol szarmazik.

A forgo testnek a stlypontjdara vonatkozd impulzusmomentuma az

N=>N7?= > mI(x“xy®) 12.7-16
Osszefiiggéssel hatarozhatd meg. 12.7-4 felhaszndldsaval ez az
N=2m""[x"” x(@axx'")] 12.7:8

alakra hozhat6. A vektorialis harmasszorzatot a kifejtési tétel segitségével at-
irva:
N=3mPex "’ —x Nax ). 12.7-18

Minthogy

xP(ex)=v(xVox"),

azt kapjuk, hogy
N=oT=To. 12.7-19

12.7-19 és 12.7-14 osszehasonlitdsabol azt kapjuk, hogy

% oN=F,. 12.7-20
A merev test impulzusmomentumat tehat a szogsebesség-vektor és tehetetlen-
ségi tenzor szorzata adja. 12.7-19-bél leolvashaté, hogy az impulzusmomentum
¢s o szOgsebesség-vektor (tehat a pillanatnyi forgastengely) irdnya altalaban
nem azonos. Ezzel fiigg Ossze a porgettylimozgasnal felléps precesszios jelen-
sep, amelyre a késébbick soran még visszatériink.
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13, A siptérték-probléma

Felmeral o Kérdes, hogy vagon tetszdlepes A tenzor esetén léteznek-e olyan
g vektorok, amelyeket az adott tenzor az eredeti vektorral azonos dllasi vek-
Lok kepez le.

Az elozd lejezetben targyalt

N=To

tmazel nppcssel kapesolatban ez annak a vizsgalatat jelenti, hogy vajon létez-
weho¢ olyan @@ vektorok, amelyekre a megfeleld N vektorral fennall az, hopy
w ox N irdnya megegyezzen, azaz

§=I(Q(”: l(”(_x_)(”

logyen. Tapasztalataink alapjan tudjuk, hogy vannak ilyen vektorok. Altaliban
winzOleges A tenzor esetén kereshetjiik azokat az x @ = 0 vektorokat, amelyckre

A,__((S)zg(s)x(:)' 13-1

A 131 formulat kielégitd x©) vektorokat az A tenzor sajatvektorainak, a meg-
lelely 209 ériekeket pedig sajatértékeknek nevezziik.

13.1. A szekularis egyenlet

A kovetkezbkben egy adott A operdtor sajatértékeinek és sajatvektorainak
mephatarozasaval foglalkozunk. Adott A esetén keressiik tchat azokat az §'
vektorokat, amelyekre

As'=1s". 13141

1wz cgyenlet az
(A—E)s =0 13,12

formara is atrendezhet, ami egy adott reprezentacidoban kifejezve, lincinis
viyenletrendszer.

Az cgyenletrendszernek csak akkor van a trivialistdl klonbozd megoldasi,
lin

.' det (A — AE)=0. 13,40

11 1-3 koordinatas alakban az

| Ay—24 Ay Ay
AZ! A’uz A Az‘ '() I;.l ‘l
Ay, Ays Ay — 4
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atukot Olth. A 13.1-4 tipusi egyenletet szekulivels egyentetnek nevezzilk, Az els
nevezes onnan ered, hogy a csillagdszatban ilyen epyenleteket husznilnak o bolys
gok pilydjianak lassu, ¢vszazadok alatti (szekuldris) valtozadsainak kiszamitie
sdra,

A 13.1-4 determinanst kifejtve, a

B —(Ap+ Ap+ A) P+ (A Ay — A As + Ay Ay — Ay Ay +
13.1-5
+ Ay A3 — A3 413)A—det A=0

harmadfoka egyenletet kapjuk. A 13.1-5 egyenlet egyiitthatéit az adjungdl
miitrix elemeivel is kifejezhetjiik, ugyanis '

ApeAy— Ay A=A, 13.1-‘
ahol &, I, maz 1, 2, 3 szdmok ciklikus permutécidja. Ezzel 13.1-5 a
13— 22(A11+A22+A33)+ Z(A(11)+A(22)+A(33))—det A=0 13-]'7

rOvidebb formdban is felirhatd, ahol 4 <) =det A*% (k=1, 2, 3).
Egy matrix diagonélelemeinek dsszegét a matrix spurjanak nevezziik és sp A-
val jeloljiikk. Ennek felhasznalasaval a 13.1-7 egyenlet a

23 —sp Al2+sp Ai—det A=0 13.1-8

formdban is felirhaté. 13.1-8-ban A az adjungalt métrixot jelenti.
A harmadfoki egyenlet egyiitthatoi és gyokei kozotti ismert Osszefiiggések

felhasznalasaval a
SpA=A4+ A+ 4,

SPA = Ay Ay + Aoy + A Ag, 13.1-9

det A=4,4,4,
formulakhoz juthatunk.

Mivel a sajatértékeket és sajatvektorokat reprezentaciotdl fiiggetleniil defi-
nialtuk, a 13.1-9 osszefiiggések is reprezentaciotol fiiggetleniil érvényesek.
A szckuldris egyenlet egyiitthatoi tehat nem fiiggnek attél a koordindta-rend-
szertol, amelyben az egyenletet felirtuk.

A 13.1-9 mennyiségeket, mivel reprezentaciétdl fiiggetlenek, invaridnsoknak
nevezziik,

A tenzorinvariansokat szokds A4,, A, A,,;-mal is jeldlni. Ezzel a jeldléssel
a szekularis egyenlet a

AB—A 2+ 4,4 A,=0 13.1-10
alakban irhato fel. 13.1-5-bdl leolvashaté, hogy
A|=Sp A,
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Auey T b, 13111
& o hiki b
A|||""('(" A.

13.2. Tenzorok hatvanyai és a hatvany sajatértékei

1 egyen

a=A 13.2-1

I

y homogén linedris vektortranszformacié. A miivelet megismétlésének jelo-
Iésdre vezessiik be az

a=Aa=A% 13.2-2
¢lmbolumot.

Hn 8 az A tenzor sajatvektora, akkor

As=1s, 13.2-3
whol 1 a megfeleld sajatérték, és
A’s=Als=7s. 13.2-4

Ichat az A? tenzor sajatértékei A sajatértékeinek négyzetével egyenlok. Foly-
v ezt az eljarast, azt kapjuk, hogy az A" tenzor sajatértékei a A" szimok.
(It A -nel az operécid n-szer egymads utdn torténd alkalmazasat jeloltiik.) Mint
Widjuk, ha det A #0, akkor létezik az A~! operator. Szorozzuk 13.2-3 mindk¢t
pldalint A '-gyel. Az

s=2A"'s

arudmény adoédik, ahonnan

[

A_l§=§§ (A=0). 13.2-5

13.2-5 azt fejezi ki, hogy a reciprok tenzor sajatvektorai megegyeznek az cre-
iutl tenzor sajatvektoraival, sajatértékei azonban az eredeti sajatértékcek recip-
fokal.

Azonnal lathatd az is, hogy ha az f(A) matrixfiiggvényt az

f(A)=a,A"+a, A" '+...+a,E 13.2-6
mitrixszal definidljuk, akkor az f(A) matrix sajatértékeit a

A=f(A=a,At+a, A '+...+a, 13.2-7
flpveény adja.
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P33 A sapitértckek és smpatvektorok meghathroziisa

speciiahis esetekben

Adott A tenzor sajatcrtekeit a szekuldaris egyenlet segitségével hatiarozhat)
meg. Az algebra alaptétele szerint (lasd fiiggelék) minden n-ed foku cgyend
a komplex szamsikon n €s csak n gyokkel rendelkezik. Ha cgy egyenletnek &
komplex szam gyodke, akkor a z* komplex konjugdlt is gydke az cgyenletn

Kovetkezésképpen a harmadfoku valoés egyiitthatos egyenletek legalibb ¢
villos gyokkel rendelkeznek.

Legyen 2 a szekuldris egyenlet egy valos gyoke. Ekkor a 4 sajatértékhez {
lozo s sajatvektor a 13.1-2 egyenletb8l hatarozhaté meg. Tehat az

(A= )51+ A5, + A1353=0
A21S|+(A22_2)S2+A23S3:0 |3.
Ay + Appsr+ (A33— A)s3=0

ceyenletrendszer adja az sy, s,, 53 komponenseket. A 13.3-1 egyenletrendszer
fajulo, tehat megoldasa nem egyértelmii. Ha az A—AE matrix rangja kett
akkor az s vektor irdnya meghatarozott, hossza azonban nem. Magasabb ¢
fajulds esetén s irdnya sem hatdrozott. Amennyiben a szekuldris egyenlet 1’ &
A" megoldésai is valésak, a hozzajuk tartozo s’ és s’ sajatvektorok hasonl
modon hatédrozhatok meg.
Miel6tt részletesen vizsgdlndnk a sajatvektorok egzisztencidjat, néhany sp
cidlis problémaval foglalkozunk. '

13.3.1. A tehetetlenségi tenzor sajatértékei és sajatvektorai

Megallapithatd, és a kés6bbiek soran be is bizonyitjuk, hogy a szimmetriku
operatorok harom valos sajatértékkel rendelkeznek.
A tehetetlenségi tenzor szimmetrikus tenzor, igy sajatértékei valosak. Mivel

olo=E, 13.3-2

a rendszer forgasi energidja, az
oTe=0 13.3-3

Osszefiiggés tetszoleges @ esetén fennall. A 13.3-3-at tetszSleges vektorra kielé-
£ilé tenzorokat pozitiv definit tenzoroknak nevezziik.

Ha o sajatvektor, akkor
oTe=10?=0, 13.3-4
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A ”.

tehatetlensepd tenzor sajatértékel tehit mindip pozitivak,

Puayszertien belathatd, hogy ha A" e At w2 gkkor az %) (k=1, 2, 3)
tvek tarok ortogonilisak. Legyenck o, il @™ a T tenzor A1), 1@ gajat-
kelhes tartozo sajitvektorok. BEkkor

Te® = AtgM),
Te®? =10 @),

wozzuk be az elsé cgyenletet @ ®-vel, a masodikat @ )-gyel, és vonjuk ki a
wulik epyenletet az els6bdl. Mivel T szimmetrikus,

0=0?Te")—@HTe® =(A®— AV)p @),

aronban csak akkor teljesiilhet, ha @) 1 @@,
P uglalkozzunk most azzal az esettel, amikor az operator sajatértékei nem
hind killonbdznek.

Lagyen pl.
P TR P ]

kor 0 megfeleld sajatvektorokra
To®=4g®, é Te®=Iip®,
hlen 1z csetben azonban az

@=00"+f0®
kiorra is teljesiil a
To=1

Svenlet, vagyis az @M és @@ 4ltal meghatarozott sik minden vektora T sajat-
Wk o,

lermészetesen ezek koziil a vektorok koziil is kivalaszthatunk ortogonalisa-
iiu

A
A= 2= 1=}

sl nkkor dll fenn, ha a 13.1-5 szekuldris egyenletnek egyetlen haromszoros
gyoke van, tehat
(T—-23=0

alubia hozhatd. Ez azonban csak akkor lehetséges, ha

T =Ty=Ty=T

I'y=Ty;=T,=0,

11 010091, Vektoraramliids 177




vagyls o T tenzor matrixa tetszOleges Koordinata-rendszerben

T=TE

alak( diagonalmatrixszal reprezentalhato. Ezek az operdtorok azonban cpye
len vektor iranyat sem valtoztatjdk meg, vagyis a tér minden vektora saji
vektor. '
Most is kivalaszthatunk azonban — bar nem egyértelmilen — hirom cpy
mdsra mer6leges sajatvektort. Altaldnosan kimondhatjuk tehat, hogy a teh
tetlenségi tenzorhoz mindig taldlhaté harom ortogonalis sajatvektor.

13.3.2. A forgatdsi operator sajatértéket

A forgatasi operatorok ortogonalis matrixokkal irhatok le. Az ortogoniili
maitrixok esetén

OO =E,
tehit O =0, és mivel det O=+1, ezért
0 '=0-0,
vagyis az ortogonalis matrix transzponaltja és adjungaltja azonos. Mivel
sp O=sp 6,
i spO=spO=a

cgyenléség is fennall. A szekularis egyenlet tehat a
A—ai?+al-1=0 13.3-

format olti. Behelyettesitéssel meggy6zSdhetiink, hogy a 13.3-5 egyenlet egyi
megoldasa
A=1. 13.3-

A 13.3-5 egyenlet eloszthato a A— 1 tényez&vel. Ennek eredményeként a
P—(@a—DA+1=0 13.3-

cpyenlet adodik. A 13.3-7 egyenletet egyszeriien megoldhatjuk, ha megvizsgdl
juk az O tenzor fizikai jelentését. Az ortogonalis operatorral — mint mar it
tuk merev testek elforgatdsat irhatjuk le. Ha egy P pont r koordindtavek
tordt a forgatds egy P¥* pont r* helyvektoraba viszi 4t, akkor

r*=0r,

ahol a koordinata-rendszert gy valasztjuk, hogy a forgatas alatt az origdban
fekvd pont nem mozog, tehat
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L "mn
Iosnjatentekhes tartozd snjdtvektont w, pyel jelilve,
Qo w,
Wil
[ = oag,, 13.3-8
kin
¥ =7,

wyin ez origdn atmend és @, irdnyu egyences pontjai az elforgatas soran helyii-
w nadnak,

I hbol lathato, hogy egy merev test olyan elmozduldsat, amelynek soran leg-
fahb cpy P, pont nem véltoztatja helyét, egy a P, ponton 4tmend tengely koriili
vpnssal helyettesithetjilk. A tengely egyenletét 13.3-8 adja meg.

- Mo ouz O operdatort olyan X rendszerben reprezentaljuk, amelynek x, ten-
lye mepepyezik a forgastengellyel, akkor

1 0 0
O0=X%(0)=|0 cos¢ sing]|,
0 sing cos¢)

whail o tengely korili elfordulds szoge. A fenti kifejezésbdl latjuk, hogy

a=spO=1+2cosg, 13.3-9
b'llﬂ
—l=a=+3.

5 O szamértéke viszont nem fiigg a reprezentaciétél, tehat 13.3-9 altalanosan
Sivinyes. 13.3-9-et felhasznalva, a 13.3-7 egyenlet a

M2—-2cospi+1=0
aluk ot olti, ahonnan
Ay 3=cos ptisin p=e**. 13.3-10

Liljuk tehit, hogy O sajatértékei 1, €%, e,

Iunek megfeleléen, ha ¢+#0, kz, akkor csak egy valds f6irany létezik. Lz
meplelel annak a szemléletes ténynek, hogy a tengelyen fekvd pontok kivételé-
ol epy merev test tetszés szerinti pontjdnak helyzetvektora a forgatds sordn
Lt tatja irdnyat,

13.4. Komplex sajatértékek és sajatvektorok
\ wzekuliaris egyenletnek a komplex szamsikon harom megoldasa van. Tetszo-
lopen komplex sajatértéket a 13.3-1 epyenletrendszerbe behelyettesitve, megha-
Shoehatjiuk az s, 8., 8 szamokal, Valos sajatértek esetén ezek a tenzor sajat-

1L 179



R

vektordnak komponensel, Komplex sajiténick esetén az gy, 8y, 8, sziimok
komplex erteket vesznek el

Formilisan o harom komplex szamérteket cpy komplex komponensin vek
harom komponensénck tekinthetjilk. Kérdéses azonban, hogy cpy komy |
reprezenticioval bird vektor leirhat-e fizikai mennyiséget.

Legyen
a=o+if, owt+ify, w3tif;,

ahol o, és i, valés szamok, amelyek egy a és egy B vektor X-beli reprezenti
janak tekinthetdk. Tehat az o, és g, szamok az

a=a+ip

komplex vektor reprezentacidjdnak tekintheték. Ebben a formulaban g
valds komponensii vektorok. A szokasos szamitasi szabalyok felhasznalasil
valéban fennall a
(2 + iB)= K(2)+iX(B)=o+ B,
tehit d
X(a)=a.

Komplex vektorral irhatunk le tehat olyan fizikai mennyiségeket, amelyckel
villos mennyiségek korében két vektorral jellemezhetnénk.
Példaként megemlitjitk, hogy az

a=age"’
vektor az
g=a,coswt ¢és f=a,sin wt

vektorokat adja meg egyszerre. Az g és B vektorok egy forgd vektor kompon
scit irjak le, hiszen

a+ B2 = ay,.

Anélkil, hogy a komplex vektorokkal és tenzorokkal végzett miiveletek
részletesen targyalnank, mégegyszer kiemeljitk, hogy a komplex vektorokki
¢s tenzorokkal olyan fizikai mennyiségeket irhatunk le, amelyek két valds ve
torral, ill. tenzorral jellemezhetdk. A valés komponensekre kidolgozott alge
rai szabilyok minden tovabbi nélkiil alkalmazhaték a komplex esetre is.

A fizikai alkalmazdsokban az a és b komplex komponensii vektorok skalirl
szorzatiat célszer(i az ab* osszefiiggéssel definidlni. Tehat a skalaris szorzi
masodik tényezdjében a b vektor komponenseinek komplex konjugaltjivi
szamolunk. Ez a definicié a valés komponensii vektorok skalaris szorzati
nem viltoztat. A komplex vektorok skaldris szorzatdra azonban ekkor a kom
mutativ torvény nem teljesiil.

A fenti definiciot a sokrétii fizikai alkalmazasok teszik indokoltta.
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T I

Ounsotoplalisként megdllapithatjuk, hogy minden A operitor hivvom sngit
kkaol rendelkezik, Amennyiben A vilde aperator (telat reprezentaciol vilos
mokkal adhatok mep), okkor a A Komplex sagatérickek mellett azok A*
mplen konjupaltyal is sagaternickek,

[3.5. Hermite-operatorok

Thrpyalasmddunk komplex komponens( tenzorokra is Kiterjeszthets. Példa-
it i kvantummechanikiban nagyon fontos un. hermitikus operdtorokkal fog-
uzunk.

Peen operitorok tetszbleges reprezentacidjara fennall, hogy

A=A*, 13.5-1

¢ nz operator megegyezik transzponaltjanak konjugaltjaval.

Lopyenck a komplex komponensii A operator sajatértékei a A% (k=1, 2, 3)
Wnok, sajatvektorai az s*®) vektorok. Természetesen ezek most altaldban
mplex szamok, ill. komplex komponensi vektorok.

A kivetkezdkben belatjuk, hogy a hermitikus operatorok sajatértékei mindig

Idank.

Lepyen

As (k)= ] (k)glk ), 13.5-2
kepezziik ezen egyenlet =3 g
A*sK)* = () *g)* 13.5-3
snjupinltjat. Mivel A hermitikus, 13.5-3 atirhaté az
A*s®)" =gk A =gk)"A = 1K) *g0k)* 13.5-4

P, Szorozzuk be 13.5-2-t %) *-gal, 13.5-4-et s®)-val. Azt kapjuk, hogy
SEKI‘AQ(RIZ j_{ilgi-‘dé(k}‘ .
s A§H) = A (K)*gg k)
A masodik cgyenletet kivonva az elsébdl, a
gy
(A®) — 1) *)gkigk)* =)

#pyenlethez jutunk. Mivel
§(k)§(k)'>0’

boll, hopy
A = 1ek)*
lopyen, vagyis a hermitikus matrixok sajatértékei tényleg valosak.
A szimmetrikus operatorok a hermitikus operatorok kiilonleges esetét ké-

jurik . A T tehetetlenségi tenzor tehit hermitikus operdtor. Ezzel viszont bebi-
“sonyitottuk, hogy a tehetetlenségi tenzor hiarom valos sajatértékkel rendelkezik.
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_— Py P » ; P 3 W |ln| } |lt| '|1“'
4. Tenzorok eldallitasa diadok sepitsépével wrre Rl

é"-'"h"u'kvl, Lzzel 1412 atichatd o
Pobtramto g b gt 14.1-3

Mcgillapitottuk, hogy egy P homogén linedris vektoroperacio meghatar ;

siahoz clegendd harom, nem komplanaris vektor leképezését megadni. Lo

pl.

famibi, Lathato tehit, hogy azok az operatorok, amelyek minden vektort egy
pk i kepeznek le, két diad dsszegekent allithatok cld.

Amennyiben egy P operator minden vektort egy b vektor irdnyaba képez le,
Wiz

Pa®=p® (k=1,2,3)

ahol
@®,a®,a®)=0.

Jeloljiik a®-val az a®) vektorok reciprok vektorharmasat (k=1, 2, 3). 1

Pa®=¢,b (k=1,2,3),
akbor I® cléallithato a

3
= (boa® 14.1-4
akigH=¢, | P A_Zl pi(boa™)
ket y nlak ban,
Az a*) vektorok segitségével a P operdtort a
% Hevezetve az
P— og)
E=2b%s l g=ga"
1
alakban dllithatjuk eld, hiszen Julilest, 14.1-4 a
P=boa 14.1-5

wlakot Olti. Ebben az esetben tehat a P operator egyetlen didd segitségével is
e phatirozhato.

A leperGsebb degeneraciot az jelenti, hogy egy operator minden vektort a
shrusvektorra képez le. Az ilyen operatort zérusoperdtornak nevezziik.

3 3
Z l_)(”Og(l)] f_l(k)z Zl—,(l)(g(l)g(k)):h(k)’ |
=1 =1

a 14.1 definicionak megfelelden.

14.1. Elfajulé operatorok 14.2. Sajatértékek és sajatvektorok

Llfajuléd operatorok esetén az inverz operator nem létezik, tehdt a 12.2. f¢
z¢t ¢rtelmében a b®) vektorok nem linedrisan fiiggetlenek.
lepylik fel, hogy a b®) vektorok komplanarisak, azaz legyen pl.

h(k):q.A5(1)+nkB(2)’ (k=1,2,3), 14.1

I ¢pyen adva a P operator a
Pa®=b%® (k=1,2,3) 14.2-1

fuseliipgések segitségével. Vizsgdljuk meg, hogy milyen kapcsolat van az 2%,
I vektorok és a P operator sajatvektorai kozott.
Lepyen

ahol
bOxbh@ <0 é&s q-i+ r;i:-O.

14.1-1 segitségével a P operator a §=12 S 14.2-2
k
- - 1’ epy sajatvektora. Ekkor
P=3 (b"% np?)oa 141 epy sy
i 3
Ps— > s:b%, 14.2-3
alakban dllithaté cld, ahol a® (I=1, 2, 3) az a® vektorok reciprok harmas T k=1
jelenti. Vezessiik be az masrészt, mivel s sajatvektor,
& =pa®+qga@ +qad), Ps = Js. 14.2-4
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14.2-3bd kivonva 14.2-4-¢(, adddik, hopy
1

> si(b*) - 2at 0. 4.2
ko

> si =0 esctén ez csak akkor teljesiilhet, ha a
b*)— 2. 14.2

vektorok nem fiiggetlenek, tehat ha
(b — 12(!)){(@(2)_ Aa@)x (b®— ;Lgm)]:(), 14,24

14.2-7-ct kifejtve, A-ra a
CoAd— A2+ ek — ¢, =0 14.2

alaku harmadfokl egyenlet adédik, ahol
Co= (g(l )’ 3(2)9 g(g)) # 0’

=7 Z qW@“"Wb“m 14.2-
<ok,
o= ; Z (a(k) b(l) b(m))
k, I, m

c3=@(l)a 12(2)9 b(3))'

14.2-8 tulajdonképpen a szekularis egyenlet (13.1 pont), csak az egyenlet egyiitls
hiatoit most az a®), b*) vektorok segitségével hataroztuk meg.

A szckuldris egyenletnek van legalabb egy valés megoldasa, igy minden I®
operator legalabb egy valés sajatvektorral rendelkezik.

Amennyiben a szekuldris egyenlet megoldasai komplex értékek, akkor ezekhez
komplex sajatvektorok tartoznak. Egy haromdimenziés operatorhoz legfeljebh
hirom filiggetlen sajatvektor tartozhat. Kétdimenzios esetben pedig a fiiggetlen
sujitvektorok szama legfeljebb kett6.

I.éteznek azonban olyan operatorok, amelyek az operator dimenzidjandl
kevesebb fiiggetlen sajatvektorral rendelkeznek. Most ezt az esetet illusztraljuk

két példaval.
ki
B= [0 1] ]

l.egyen
(1-2»=0.

I'bbdl a 4;=1 kétszeres sajatérték adodik.

A szekularis egyenlet
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Megatlapithato, hogy ehiliws ae (v, 0) Eomponeost saptvektor tartozik, A P
ppetatornak tehat esak epyetlen sapatvek torn letezik
Peldakent toplalkozzunk micg o

PoAdl b aob 14.2-10

hromdimenzios operiator sajatvektorainak vizsgalataval. A 14.2-10 operdtor
By tetszoleges x vektort a
Px = Ax+a(bx)
vkiora képez le. A
Px=2x

ppyunloscy az x 0 vektorra akkor teljesiilhet, ha

bx=0, ésekkor A=4,
Vingty ha
x=c«a, ¢ésekkor A=A-ab.

Punck megfelelen P sajatvektorai az a irdnyaba mutaté vektorok, ill. a h-re
wiwroleges vektorok. Valasszunk most a b-re merdleges sikban két, nem parhu-
smmos 8, és s, vektort. Ha a nem ebben a sikban fekszik, akkor §;, s, és 8;=da
u I* operator harom linedrisan fiiggetlen sajatvektora.

Abbuan az esetben azonban, ha teljesiil az ab=0 feltétel, tehat a is a b-re me-
i0lepes sikban fekszik, akkor P Osszes sajatvektorai egy sikban vannak, igy P
wek lepteljebb két linearisan fiiggetlen sajatvektora létezhet.

A 14.2-10 operatorra vonatkozé det (P— AE)=0 szekuldris egyenlet tetszo-
lopes reprezentacidban a

det (4 —DE+aob)=0

alukot Olti. A 13.1-3 egyenletben az A—~aob és A— A — A helyettesitést elvégezve,
11 1.8 alapjan adédik, hogy
(A—2)*~sp (aob)(A—~ 12+ sp (aob)(4 — A)—det (aob)=0.

It wob az aob matrix adjungaltjat jelenti. Mivel det (aob)=0 és aob=0, a
aujntertékegyenlet az
(A—2)}—(4—-2)ab)=0
alukra cgyszeriisodik.
Ichit
=4

ketazeres megoldasa a szekularis egyenletnek, mig a harmadik megoldast a
A=A+ab
izeliigeds adja. ab= 0 esetén mindhirom sajatérték egybeesik, és az operator

hrmadik sajatvektora is az elsé két sajatvektor sikjaba keriil,
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14,3, Fiippetlen sapatvektorokkal rendelkezd operatorok
cloallitasa

Megillapitottuk, hogy hiarom lincarisan Faggetlen vektor és a hozzajuk
toz0 reciprok vektorok segitségével tetszbleges tenzor diddok dsszegekent il
hatod el6 (14. fejezet).

Amennyiben egy operdtor harom fiiggetlen sajatvektorral rendelkezik, akk
a diadokba fejtést a sajatvektorok segitségével is elvégezhetjiik.

Legyen

Ps®)=A%gH k=1, 2, 3),

ahol
e R = O

Irkkor a P operator 14.5 értelmében a
P= 3 At)(gk) 0§ k) 143

alakban dllithatd eld, ahol S®*) az §®) (k=1, 2, 3) vektorharmas reciprok ve
torait jelenti.

Megjepyezzitk még, hogy a 14.3-1 elGallitas akkor is érvényes, ha P haromn
tObb sajatvektorral rendelkezik.

[5. Néhany kiilonleges operator

[5.1. A szimmetrikus operator sajatvektorainak vizsgalata
Tegyiik fel, hogy a P operator hdrom, paronként ortogondlis s*) sajatve
torral rendelkezik, és legyenek s *)-k egységvektorok. Ekkor
§9§N=6,; (,j=1,2,3). 15.1-

Lz esetben az s vektorok reciprok vektorhdrmasa egybeesik az eredeti ve
torokkal, tehat
skl =§ k)

A P operator tehat a
3
P= 3 g% o5™)
k=1

alakban dllithato el6. Ennek kdvetkeztében tetszéleges vektorok esetében fenn
all, hogy

azaz I’ =P, techat P szimmetrikus operator.
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P viben tehdt oy opovdiornah van lidvom, pabvonkdne ortovondles sapdt
Veh tora, akhor az operdior seimmmnctvih s
A Tenti tetel megtordithntd! Legyen wpyamis 1 1, akkos

Iy sl sl Ay
Wwhat T jobb ¢s bal oldali sagitvektorar megepyeznek. A
,I. - 2“‘ >(S(A)(,S(A))

alonlhtiasbol azonban kovetkezik, hogy ha s jobb oldali sajatvektor-rendszer,
ahkor S bal oldali ¢s megforditva. Ily modon azonban a T operitor cseten
a8 vektorok megepyeznek sajat reciprok vektoraikkal. Kovetkezesképpen
we w0 vektorok paronként ortogonalisak. A tételnek ezt a részét a T tehetetlen-
spl tenzor targyaldsakor mar bizonyitottuk.

15.2.. Az antiszimmetrikus operator

IHa cey A operatort egy adott koordinata-rendszerben antiszimmetrikus
mintrix reprezental, akkor A tetszéleges reprezentacidja antiszimmetrikus miil
(IR

Az antiszimmetrikus matrix esetén

spur A=0,
spur de Apy+ Ay + A3 = a*=0,
det A=0.

lpy o szekuldris egyenlet

wlaka, tehat
)-3:0, éS )-|_2 = ftl’a. |Sz I

Az antiszimmetrikus operator rangja tehat kettd. Az fa €s — ia sajiatertekek
s azah és atV® komplex konjugalt sajatvektorok tartoznak. bzek segitsepe
vel iz antiszimmetrikus operator az

A—id@bog)- @b g 154

alakban allithatd ¢ld, ahol et ¢s o™ az a® ¢s at” vektorok reciprok vek
(IRTHTR

15.2-2-b61 leolvashatd az is, hopy amennyiben egy operiator sajterteker
152 T-nek megteleldek, akkor az operator antiszimmetrikus.
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——
[5.3. A vektonalis szorzat tenzorreprezenticioga

A vektorialis szorzis epy vektor—vektor hozzirendelés. Bzt o hozzirendelést
lincdris operacioként is kezelhetjitk. Legyen ugyanis

axXx=Ax. 15341

A vektoridlis szorzat definicidja alapjan megallapithaté, hogy 15.3-1-ben az A
operitor elemei az

Akl: Z € ieml IS."‘I

formuldval hatarozhaték meg.

A vektorialis szorzat tulajdonsagaibol 15.3-2 felhasznalasa nélkiil is megall; w-
pithatjuk az A operitor tulajdonsagait. A sajatértékei és sajatvektorai elegel
tesznek az

A>aal = A5\ (s 12, B) 15.3-3

cpyenletnek. 15.3-3 valos megolddsat az

A= Scm . A =0
ertckek szolgaltatjak.
Komplex megoldasokat azon b és ¢ vektorok segitségével képezhetiink, ames
lyckre
bxc=a, b’=c*=a ¢és bc=0. 15.3-4

15.3-4 szerint tehit b és ¢ Va abszolut érték( vektorok és b, ¢, a paronként ortos
ponalisak. A b és ¢ vektorok segitségével képzett b+ ic és Q— ic vektorokra fenn«
all w 15.3-3 osszefliggeés, hiszen a 15.3-4 dsszefiiggések felhasznalasaval

ax(b+ic)=(bx¢)x(b+ic)=—ia(b+ ic) 15.3-5

2> (b - ig)=(bxXg)x(b—i¢)=ia(b—ic). 15.3-6

A b e sajatvektor tehat a —ig, a b—ic sajatvektor pedig az ia sajatértékhez
Lartozik.

Megiidlapithatd tehat, hogy a vektoridlis szorzast reprezentald operator sajit-
ertcket ¢s sajatvektorai azonosak az altalanos antiszimmetrikus operator sajit-
¢rickeivel és sajatvektoraival.

Kovetkezésképpen egy a vektorral valé vektoridlis szorzas mindig helyette-
sithetd egy antiszimmetrikus operator alkalmazasaval, és tetsz6leges antiszim-
metrikus operatorhoz is mindig megtalalhatd az a vektor, amellyel vektorialisan
szorozvay, ugyanarra az eredményre jutunk, mint az antiszimmetrikus operator
alkalmaziasaval.
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A TS b teltetelek szentnt i b dn ¢ velitorek abazolot erteke adott, vabomint
b oon Comerolepesck epynise

Lz azonban aze jelentn, hogy b s ¢ nem hatirozhato mep egyértelmten, hiszen
botocn et koral elforgatva, o kapott b és ¢ “bal kepzett b4 i¢” ¢s b’ i¢” vek-
torok sajatvektorok maradnak,

A tobbertelmisép azonban csak Litszolagos. Ha a b és ¢ vektorokat ¢ szog-
pol clforpatjuk a koril, akkor a

b-b'=bcosg—g¢sing,
c~¢'=bsing+ccoseg
vektorokhoz jutunk. A kapott sajatvektorok

b’ +ic' = (b + ie)e”
-
b'—ig’=(—ic)e ™.

A a ¢s b vektorok elforgatdsa miatt a sajdtvektorok egy egységnyi abszolit
fitck i komplex szammal szorzodnak. A sajatvektorok azonban, mint tudjuk,
vk cpy szorzbtényezd erejéig meghatarozottak. A komplex sajatvektorok
Jranya” tehat nem valtozik a komponensek elforgatdsa soran.

Mcgillapithato tehat, hogy az antiszimmetrikus operatorok pontosan harom
sijatvektorral rendelkeznek. Ugyelniink kell azonban arra, hogy a komplex
sijiutvektorok komplex szammal torténd szorzdsa megengedett.

16. Geometriail alkalmazasok

[6.]. A masodrendii gorbék és feliiletek altalanos egyenlete

Masodrendii feliileteknek nevezziik azokat a feliileteket, amelyeknek a hely-
vwhtorai kvadratikus egyenletet elégitenek ki.
[ehit

xAx +2px+y=0, 16.1-1

ahol x a felitlet futévektora, A pedig egy szimmetrikus tenzor.

A 16.1-1 alaki egyenlet nemcsak haromdimenzids térben érvényes, hanem
ns cpyenlet és a kovetkezd meggondolasok minden tovabbi nélkiil érvényben
maradnak kétdimenzios esetben is. A 16.1-1 tipust egyenlet kétdimenzios eset-
hen masodrendd gorbét ir le. A kovetkezd gondolatmenet algebrailag egysze-
rucn altalanosithato n dimenziora is, geometriai tartalmat azonban csak a két-
o hiaromdimenzios esetnek tulajdonithatunk. Atvitt értelemben a relativitasel-
meletben négydimenzias eselek is ertelmezhetok (lisd 20. fejezet).
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16.1.1. A centriliy egyenletek

A 16.1-1 epyenletet homogén kvadratikus formavi alakithatjuk at, ha létezl
az A ! reciprok tenzor,
Legyen ugyanis
X=y &, 16.1-
ahol o cgy allando vektor. 16.1-1-ben x helyett 16.1-2 felhasznalasaval az
(Y —A(y—2)+2p(y—a)+y=0 16.1-

formulit hasznalhatjuk.
Felhaszndlva, hogy A szimmetrikus tenzor, az

YAY +2(p - 2A)y +2Aa—2pz+y=0 16.1-

formulihoz jutunk.
Az utdbbi kifejezésben a linedris tag elt{inik, ha

B=2A;
vapyis ha det A =0 és A ! létezik, akkor az g vektort
a=A 'p-nak 16.1-

vitllasztva, a masodrendii feliilet egyenletét az

YAY=p 16.1-
formaban irhatjuk fel, ahol :
P=BA "B
16.1-6-0t 2 masodrendi feliilet centralis egyenletének, az

a=A'p

vektort pedig a felilet centrumanak nevezziik.

[6.1.2. A kanonikus egyenlet

A szimmetrikus tenzor és det A <0, igy A harom valés sajatértékkel és harom,
piaronként egymasra merdleges sajdtvektorral rendelkezik. Amennyiben A-t
sajiatvektorainak koordinata-rendszerében reprezentaljuk, akkor

K (A)=A
dingondlmaitrix, tehat
AI(I:(S‘\’IA/\' l6.l'7
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bbien o reprezenticiobun i manodiend (0 felliletek 16.1=1 egyenlete o

L Aximp 16.1-8
A=
lakot Olti. Bevezetve a
(L
[ [T %
Olést, 16.1-8 a
2 2 2
72 16.1-9
ai” @ a

nrmdaba irhato at, ahol az eldjelek # eldjelével egyeznek meg. A 16.1-9 alakt
A
gyenictet a masodrendii feliiletek kanonikus egyenletének nevezziik.

- 12.7-20 szerint egy merev test kinetikus energidjara fennall az

E.=30T0

bsszeliiggés. Az allando kinetikus energidju pontok tehat egy masodrendii feli-
faten helyezkednek el. Mivel T sajatértékei pozitiv szamok, ez a feliilet mindig
¢éllipszoid. Az adott T tehetetlenségi tenzor altal definidlt

xIx=1

spyenletii ellipszoidot tehetetlenségi ellipszoidnak nevezziik. A tehetetlenségi

ellipszoid ismeretében egy merev test tetszéleges tengelyre vonatkozé tehetet-
lensépi nyomatéka meghatarozhato.

16.1.3. A masodrend{i gérbék részletes leirdsa

A 16.1-1 formuldnak megfeleld egyenlet kétdimenzids esetben is transzfor-
mitlhato a sajatvektorok koordinata-rendszerébe. A 16.1.2. fejezetben alkal-
muzott gondolatmenettel a masodrendli gorbék kanonikus alakjahoz jutha-
unk.
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A kanonikus epyenlet ebben az esetben a spyenlettel, 1athatd, hogy ez escthen olyan purabolat kaptunk, amelynek ¢si-

. ’ 2a0 07
X1 . X3
T e e, |
al 02

| 16,1+
| f’l /’; e

A et A

Y=
alakot olti.

A kiilénbbzc’i eléjelkombinacidkat megvizsgalva, lathato, hogy amennyih Pnnthun helyezkedik el.

P Hu A, is zérus, akkor 16.1-12

> €s ”/‘L— pozitiv, akkor a masodrendii gorbe ellipszis, ha P s P kislonbive
p 2Bx+y=0 16.1-14
¢l6jelli, akkor hiperbola. :
alnkra cpyszeriisodik, ami egyenes egyenlete.
Amennyiben még f,, B, és y értékek valamelyike is zérus, tovabbi elfajul6
ghihekhez, ill. tires alakzatokhoz jutunk.

Az alibbiakban tablazatosan osszefoglaljuk a masodrendli gorbetipusokat:

Amennyiben mind ’; mind "1 negativ, akkor 16.1-10 iires alakzat' egy
1 2

lete.

Az A !1étezése azt jelenti, hogy az A tenzor 4, és 1, sajatértékei koziil cgyll

sem z€rus. Kanonikus alak
Foglalkoznunk kell még azzal az esettel, amikor 4,=0, de 4,=0. Ekkor i ) By b, a0 vy -
¢l6z6 médszer nem alkalmazhat6. Az A tenzorhoz azonban most is taldlhatund s
olyan % koordindta-rendszert, amelyben 2 2 2 o
«0 =0 tetszGleges —~ 4=t IR )
%4 4%
A R0 3
A= Z(A) =r [0 0 16.1 '? | (ellipszis) (az orig6)
diagondlis format olt. 22
G g 14z R .o ( z Y00 x x)x x)
Irjuk ki most 16.1-11 felhaszndldsaval a 16.1-1 egyenlet koordindtas alakjat: ' <4 tetszSleges 2 Tt P 0
1 % 1 @)\ 9
lle L 2ﬂ1x1 ard 2P'2x2 + )/=0. 16.1-12 (hiperbola) metszé egyenespar
2 A X X
Alakitsuk az x-et tartalmazoé tagokat teljes négyzetté: v <0 | tetszOleges uires alakzat 2+2=0
Chi G
/31 2/32 ﬁf ¥ (az origd)
5 Ay ey R Aearia;
1 1 1 1 A Ay 8, B> kanonikus egyenlet
illetve
e Bi)_ 26, B [ Bi v 16,100 0 0 =0 =0 | (xy == 2p(xy —ty)
i Ay At 2 LZﬁZJ] 26,)1° i (parabola)
16.1-13-at dsszehasonlitva az 0 0 =0 0 (x(—up)?=konstans (e; yenespar)
(o, — u1)*=2p(x; — uy) P . g
0 0 ﬂf{ ﬂg -0 2f1yx, 1 2f1,x,~ konstans (egyenes)
I
b Ures alakzatrol akkor beszéliink, ha nem létezik olyan pont, amelynek koordinatai kielégitik iz
adietL cayenletet. 0 0 0 0 seimmitmondd cgyenlet
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16.1.4. A masodrend(i feliletek rénzletes leirasa

Mecgdllapitottuk, hogy ha az A tenzor sujétértékél nem egyenlOk zérusn
akkor a masodrendii felilletek egyenlete

s s L
ai” a; a

alakra hozhato. Itt az elGjelek Aﬁ elGjelével egyeznek meg, ahol p=pA~'fi =
k

Az el6jelektd! filggden a kdvetkezd lényegesen kiildonbozd felilleteket kapjul

1. Ha mindhdrom el&jel pozitiv, az

2 2 ;

X, x4, 8 4

af+a§+a§_1 16.1-1

feliilethez, az n. ellipszoidhoz jutui

(16.1. dbra). Ha a;=a,=a,;, akk
16.1-15 gomb egyenlete.

2. Ha két eldjel pozitiv, egy negati

akkor példaul az

2 2 2
X X X J
LI E IO RT

’ ap a; a3
16.1. dbra

cgyenletii feliiletet kapjuk. Az ilyen tipusu feliileteket egykdpenyti hiperboloido.
nak nevezziik (16.2. dbra).
3. Amennyiben két el6jel negativ és egy pozitiv, az

x x5 x
2 D a2
ai a;, a;

un. kétkdpenyti hiperboloid egyenletéhez jutunk (16.3.
dbra). Ha mindharom eldjel negativ, a kapott egyen-
let iires alakzat egyeniete.

Ez az eljards nem alkalmazhat6, ha az A tenzor
sajatértékei kozott zérus is talalhatoé. Ekkor ugyanis
az A ! tenzor nem létezik.

Az A tenzor természetesen most is felirhat6 dia-
gondlmatrix formajaban, ha megfeleld ¥ koordinata-
rendszert valasztunk. A diszkusszié sorén fellépd kii-
[6nbozs esetek taglalasanak megkonnyitésére irjuk 16.2. dbra
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i 1011 epyenletet o rendszarben, X
Jintik ki koordinitis alokban |

'\_" | AJ.": + l,xf'2/3,x| t 2/’11\'3 { 2/‘,3‘1 # Y (e

16.1-18 /

lukitsuk 16.1-18-at minden koordinataban %
I masodfoka egyenletté. A

16.3. dbra

A [x,+ﬁ]-+lz [x2+&]2+[x3+£3~]=c 16.1-19
Ay ) Ay
enletet kapjuk, ahol ¢ allando. (Csak a 4t és S,-t, valamint y-t tartalmazza.)
Wijdonképpen ugyanazt az atalakitast végeztiik el koordinatakkal, amit az
! létezése esetén teljes altaldnossagban megtettiink. 16.1-19 azonban mutatja,
gy amennyiben valamely 4; érték 0, a teljes négyzetté valo kiegészités értel-
tlen. Miel6tt ezekre az esetekre térnénk at, foglalkozzunk még azzal az esct-
I, nmikor 4,20, 2,=0, 1,20, ellenben ¢=0.
lkkor . . -
A, [x,+%]“+ 7, [x2+f§] A [.r3+ﬁ3] 0, 16.1-20
, 1o Ay

li wpn 2, =sgn A,=sgn ,, akkor 16.1-20-at csak az
B _ A B

S
3
Ay

}‘I y W= }'29 l().l‘Zl

oy =
il clégiti ki.t
Amennyiben sgn 4, #sgn 1,=sgn 4; és ¢=0, akkor 16.1-20 a
sgn }-1[|'1~| Oy — &) — [ 451062 — 22)* — | A3](x3 — “3)2] =0

wlakot olti.

bz az alakzat egy un. masodrendii kup egyenlete. Ennek bizonyitasara fon-
iljuk meg a kovetkezSket: ha a koordinata-rendszer kdzéppontjat az «,, a,, a,
piba helyezziik, akkor

sgn 4[| 4 |x2 — 12, x7 — [A44]x57]1=0, 16.1-22

ahol vy, x5, x, az 0j rendszerben vett koordinatdk. Ennek a feliiletnek az x, = 0
ik ban csak egyetlen pontja van, az orig6. Azonnal lathato az is, hogy amennyi-
bwn epy P(z, 25, z;) pont a feliileten van, akkor az OP egyenes minden pontja
hozzitartozik a feliilethez, hiszen P(z,, z,, z;)-mal egyiitt minden P(uz,, 1z,, 112,)
pont is kiclégiti 16.1-22-t. Ez pedig éppen o kipra jellemzé tulajdonsig,

U Az sgn jeldlés a signum (eljel) sz0 sdviditése, éx sgn A w A szam elGjelét jelenti.
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Teérjitnk a1 most azokra az esctekre, amikor a sagitertekek valimelyike zérg
I. Lepyen

\

=0, 1,0, A=0.

16.1-18 ekkor

A5+ M+ 2B, + 285, + 2833+ y=0 16,12

-ra redukdlédik. Teljes négyzetté alakitva, és a 16.1-21 jeldléseket felhasznalvi
Aoy — ap )2+ Aq(xy — a3} + 28,(x, — ¢)=0 16. <3

alakd egyenlethez jutunk, ahol

B3 Y

2436, 28,

A koordinata-rendszer kezdSpontjit a P(c, a;, «,) pontba tolva (feltéve, hopg
f,~0), a ]

2
c-——ﬂ—zA+

2238,

Az)’%‘*‘ }*3}% = =28y

cgyenlethez jutunk, ahol y; (i=1, 2, 3) az 4j rendszerben vett koordinata.

1—,;- § a3:1— és —p,=p jeloléseket, az

Vi, Vi

Bevezetve az a,=

%

2 2]
e o
a§+a_§ 2py1

egyenletet kapjuk.

A 16.1-25 alakra hozhaté feliileteket elliptikt

paraboloidoknak nevezziik (16.4. dbra).

o 2. Ha 4,=0, 4,<0, 4,>0, akkor a 16.1-18 egyet

’{ letet az el6z6khoz hasonlé atalakitdsokkal az
16.4. dbra

2 2

Bl D
7 2,955

dci.as

2y, 16.1-26

alakra hozhatjuk. Ezeket a feliileteket hiperbo-
likus paraboloidoknak nevezzik (16.5. dbra).

3. Ha A, =0,, 4,0, 4, =0 és =0, akkortulaj-
donképpen az 1. esetegy specialis fajtajaval van
dolgunk. 16.1-24-et felhasznalva a

Ay — ) + Aq(x; — ay)=c 16.1-27 16.5. dbra
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sgyenletet kapjuk. Pz az (v, o) sikban epy ellipnzin A
spyenlote (ha ¢ = 0). Mivel & nem szerepel nz egyen

lethen, 16.1-27-nek tetszOleges v re teljesiilnie kell, i

Fyoazt jelenti, hogy a feltilet az (vy, v,) sikra merdle-
gon elliptikus henger (16,6, dbra), Amennyiben it
¢ 0, akkor egyenes egyenletét kapjuk; ha ¢« 0, ak-
b Gires alakzathoz jutunk. gl e

& Ha A, =0, 8,=0, 4,<0, 4,>0, akkor az 1. eset x’:// —!— s
wlapjin :

Ay(xy — 032 — A (x, — 1,2 =c. 16.1-28

lg; 0 esetén ez az (x,, x;) sikban fekvé hiperbola egyen-
e, tehit a felillet egy hiperbola alapi henger ( 16.7.db-
wi ) o Ocsetén 16./-28egy metszé sikpart hatdrozmeg.

S oA A, =0, 4,20, Mivel két sajatérték megegyezik, a sajatirinyok koor-
linatn-rendszere nem egyértelmiien meghatarozott (a 1, értékhez tartozo irdny-
1 merdleges sik minden vektora sajatvektor). Megvalaszthatjuk tchat koordi-
whta-rendszeriinket gy, hogy pl. 8,=0 legyen. gy 16.1-18 a kovetkezd lesz:

l
- -
///} ‘.l

16.6. dbra

i 13X§+2ﬂ2x2+2ﬂ3)@+€: 0.
' 16.1-29
| Teljes négyzetté alakitva:
} Ay(x3— a3)? = —2f5(xy — ¢'),
/ 16.1-30
4
/
% ahol ¢/=—o-+L% . Az egyenlet
y 1 M gy
2 5
167, .dbra parabola alapt hengert ir le.

16.2. Kap metszése sikkal

A kup sikmetszeteit kiupszeleteknek nevez-
ik, A kup — mint lattuk — mésodrendi fe-
llet. Vegyiink fel egy kupot, amelynek ten-
pelye o k cgységvektor iranyaban fekszik, csu-
van iz origdban van és fél nyilasszoge «. Az x
lielyvektord pont a kap feliiletén fekszik, ha

kx= +x cos «, 16.2-1

16.8. dbra

ahol v |x].
A k&t eldjelre azért van szitksép, mert rogton a kettds kiap egyenletét irtuk

{el (16.58. dbra).
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Ebben a tenpely ¢ o helyvektor hajliasszdpe tompaszdp o fehet,
A 1621, epyenletet negyzetre emelve azt kapjuk, hopy

(kx)?— x?cos? a0, 16,2
¢és mivel
(kx)?= x(k o k)x, 16.2
16.2-2 az
x(kok —E cos? 0)x=0 16.2

alakban is felirhato.
Messiik el a 16.2-4 egyenletii kapot az

x=a+pK+gL 16.2
cpyenletil sikkal, ahol
M=K XL0. 16.25

Egyszerlibben jutunk eredményhez, ha K, L, M-et hdrom, paronként ¢
masra merdleges és az adott sorrendben jobbsodrasu koordinata-rendszert
koto egységvektoroknak valasztjuk.

Ebben a koordinata-rendszerben a 16.2-5 sik egyeniete az

x=ueM+u,e®+ Uge® 16.2<

alakban irhato fel, ahol U; alland6. A 16.2-7 formula azt fejezi ki, hogy a si
merdleges az e tengelyre €s az origotdl U, tavolsagban helyezkedik el.

Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltételezhetjitk még, hogy e ® mergle
a kup k tengelyére. Ez esetben

eWk=sinpg; e¢®k=0; ePk=cosp,

ahol § a k és e® vektorok kozotti szog. A kip és a sik metszésvonalat megki
juk, ha a 16.2-7 egyenletet a kup

X(kok—E cos? 0)x=0
cpyenletébe behelyettesitjiik.
Mivel
x(k o k)x = uj sin2 8+ U; cos? f+2u,U, cos § sin 8
¢és
xX2=ul +uz+ U3,
az
uj (sin? B— cos? o) — u? cos? o+ U2 (cos? f—cos? a)+ 2u, U, cos f sin =0
16.2-

cpyenlethez jutunk. Feltételezve, hogy sin? - cos? « =<0, ezzel a tényezdvel a
cpyenletet végigoszthatjuk és az
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con faln g}

v
' Yaint goocon’ w

plik o rendezheik. Mivel o kap fel nyilisszope O a
0 csetén lehet zérus, Tepylik fel, hopy U, » 0. Ekkor az cgyenlet

nyeso osak U/,
Wwe

(1, = 2 ‘ u

awliskrn hozhato, ahol

cos /4 sin
'sin? - cos?a ’

@=U3

con' e
ain' g

a? b?

cos? @ sin? o
3 (sin? f—cos? «)?

Hli' ]

i Con’ aNin' w
Y(sin? g con? &)
16.2-9

907, a jobb oldali 1é-

16.2-10
b 2 srin2 o
T Tisin2g—costa’
16.2-11

A lormulikbol leolvashatd, hogy a metszetgorbe a sin? f=cos? a esctben
hiperbola, a sin? 8 <cos? « esetben pedig ellipszis. Ha sin =0, akkor a metszet-

pirhe kor.

A fenticket, valamint az U;=0, illetve sin? §=cos? « esetek vizsgalatinak
viediményeit az alabbi tablazat foglalja Ossze:

sinZ B --cos? o

hiperbola

metsz0 egyenespar
(elfajult hiperbola)

sin? fi<cos? «

ellipszis

egyetlen egyenes
(elfajult ellipszis)

sin2 = cos?

a

parabola

az origd

(elfajult parabola)

Az cgyes elfajulo eseiek nyilvanvaldan akkor jonnek létre, ha:

i) a metsz6 sik éppen érin-
ti a kapot. (Az ekkor lét-
rejové egyenes éppen a
kup alkotdja);

h) a metszd sik a kiip tenge-
lyétistartalmazza, azegye-
nespar két, egymadst az ori-
poban metszd alkoto;

¢) asik a kiGp szdgtartoma-
nyan kiviil halad, akkor a
sik és a kup kozos része az
origd.

Az cpyes eseteket a 16.9. dbra
mutatja.

‘\

16.9. dbra
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16,3, Masodrend(i felitlet metszése sikkal

Messiik el a 16.2-7-nck megfeleld

x=ue 4 ue? 4 Ue™ 16,31
cpycnletii sikkal az
XAx+2qx+c=0
16. 3
ceyenletii masodrendii feliiletet.
16.3-1-et 16.3-2-be behelyettesitve, azt kapjuk, hogy

2
2
wug®Ae+2 3 u,Ue®Ae™ + Ue VA ™+
1 k=1

TM®

K
16.3-

2
+2 > ue®q+ Ue®q+c=0.
k=1 b= .

Vezessiik be az
@D =e®he® (k 1=1,2) 16.3:4

kétszer kettés matrixot, valamint a
@P)=e®g+ UePAe® (k=1,2) 16.3-5
kétdimenzios vektort. Ezzel 16.3-4 az
uA Pu+2qPu+c@=0 16.3-6

alakban irhato fel, ahol !
c(2)= Ug(J)g_*_ c+ Ué(:’)éga)_

16.3-6 megegyezik a masodrend(i gorbék altalanos egyenletével. Megallapithatd
tehat, hogy a masodrendii felilletek sikmetszetei masodrendii gorbék.

7. Ferdeszogli koordinata-rendszerek

[7.1. Kovarians és kontravarians reprezentaciok

A vektorok koordinatdkkal torténd reprezentacioja azon alapul, hogy tets
szOleges a vektor eléallithaté harom, nem komplanaris vektor linearis kombina-
cidjaként.

Az ortogonalis reprezentaciok esetén harom, paronként egymasra merGleges
e (k=1, 2, 3) egységvektort valasztottunk alapvektorként, s minden vektort
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TG TR
ok lineadds kombinacidfaval alligottank ol Az ¢ alapvektorok cpy ¥
ortogonalis koordinataarendizent hatirosnak mep, s ha

> e, 17.1-1

ad

]
ak ko

XU ma =g, a,, ay.

Az a vektor azonban tetszleges harom, nem komplanaris f&) (k=1, 2, 3)
volitor lincdris kombinacidjaként is eléallithato.
Az I (k=1, 2, 3) vektorokra tehat fennall az

fOEDXECN=V =0 17.1-2

Bauzefiiggés. 17.1-2-ben ¥V az f*) (k=1, 2, 3) vektorok altal kifeszitett paralel-
#pipedon térfogata.

Ar [® (k=1, 2, 3) vektorok egyenesei egy ferdeszogii koordindta-rendszert
lowvitenck ki. Az % vektorok segitségével tetszSleges vektor az

3
a= > af® 713
k=1

slakban irhato fel. 17.1-3-ban az a, tényezék a koordinata-rendszer valasztasa-
ol fiiggden valtoznak. Altalaban azt mondhatjuk, hogy az a vektort a % koor-
liniata-rendszerben az a, (k=1, 2, 3) komponensekkel jellemezhetjitkk. A szo-
iwos jeldlésekkel

X@)=a=a,, a,, a,. 17.1-4

A derékszogii esethez hasonldan a koordinata-rendszert jobbsodrastnak tekint-
ik, ha
V=0. 17.1-5

A komponenseket azért jeloljitk felilhtizott betiikkel, mert az a, jelolést az
s vcktornak a fentiekhez szorosan kapcsolodd 17.1-4-t6l kizlonbozd reprezen-
lcidja szamara tartjuk fenn. Az a vektor Z‘© ortogonalis koordinata-rend-
aserben vett komponensei 17.1-1-nek az alapvektorokkal valé megszorzasaval
lejezhetok ki.

Az e® (k=1, 2, 3) vektorok ortogonalitisa miatt ugyanis

gg(’):al_

Ferdeszogii koordinata-rendszer esetén ez az eljaras nem kovethetd, hiszen
ns f*) vektorok nem ortogonalisak. A 4.8. fejezetben azonban megallapitottuk,
hopy létezik a 17.1-5 feltételnek megfeleld Gn. reciprok f®) (k=1, 2, 3) vektor-
hitrmas, amelyre teljesiil az

fefnr=35,, 17.1-6
twnzcliggés.
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17060t telhasznddva, az o vektor Foban vett a, komponenseit a 71
osszefippesbol az (00 reciprok vektorokkal vald szorzissal fejezhetjik ki
Tehit ‘

o[ "= afe 1 (=1,2,3), VALY
K

ahonnan
afP=aqg, 17.1

A 17.1-8 dsszefiiggés mutatja, hogy a ferdeszogili koordindta-rendszerck es
tén az alapvektorok reciprok vektorhdrmasa is jelent&s szerepet jatszik.
A reciprok vektorokrol tudjuk, hogy nem eshetnek egy sikba, hiszen
Im@(z)xf_(s)):i , 17.1
igy az a vektor az f© (/=1, 2, 3) vektorok linearis kombinacitjaként is eldalli
hato.
Legyen
a=>af®. 17.18
l

Az a, komponensek a 17.1-10 osszefiiggésnek az f*) vektorokkal tortén
szorzasaval fejezhetSk ki. 17.1-6 miatt

afO=gq, 17.1-11

A X ferdeszogli koordindta-rendszerben az a vektort tehat mind az a,, a,, dy,
mind az a,, a,, a, szimharmassal jellemezhetjitk. A 17.1-8 el6dllitast az a vektor

s rez

A kétféle reprezentacid jelolésére a tovabbiakban az

a=ay, a,, a, 17.1-12
¢és
a=a,, a, a, 17.1-13
szimbolumokat hasznaljuk.

17.2. A kovarians és kontravarians reprezentaciok
geometrial jelentése

Megallapitottuk, hogy az
a= > af® 17.2-1

kifejezést £O-lel szorozva, az
af’- a, 17.2-2

osszefliggést kapjuk.
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A 17222 Kitejezes bal oldati oz g vektormak oz £ ieanyba esd vetiletét adja
mepleleld epysepekben. Az 170 (fo 1, 2 ) vektorok nem epysépvektorok, igy
17,22 csak akkor egyezik mep nz g vektor vetilletével, ha tavolsigepysépként az
01 /1 mennyiséget villaszijuk . Amennyiben ezt nem tesszitk meg, akkor a
vetlilet értéke

(/=1,2,3).

Sy
a,u/—Tl)—

A kovarians komponensek tehat az a vektornak a
t rendszer tengelyeire vett vetilleteit adjak meg
(17.1. dbra).

tpyancsak megallapitottuk, hogy az

a= 3 af® 17.2-3

formulit £¢)-lel szorozva, az 17.1. dbra

@f®)=a, 17.2-4

twszefiiggéshez jutunk. Az a, kompo-
nens tehat megfelel6 mérték valasztasa
mellett az a vektornak az fO iranyba es
vetlilete. Mivel az I¢) vektor merdleges
we [0 f0O (g,,,.70) vektorok sikjara,
as n kontravarians reprezentacié kom-
ponensei az @ vektor végpontjanak ko-
ordinatasikoktdl mért tavolsagait jelen-
Wk (17.2. dbra).

Adott vektorkovaridns reprezentacio- 17.2. dbra
jn tchat a tengelyekre vett vetiileteket,
kontravarians reprezentdcidja pedig a vektor végpontjanak a koordinati
rendszer alapsikjaitdl mért tavolsagait jelenti (megfeleld mértékek bevezetése
vsctén).

A fentiek alapjan vildgossa valik, hogy derékszogii koordinata-rendszer ese
ten a kétféle reprezentacio nem valaszthatéd szét, hiszen tetszOleges vektormak
a koordinatatengelyekre vett vetiiletei megegyeznek a vektor végpontjinak i
mepfeleld koordinatasikoktol mért tavolsagaival.

'z az egybeesés tulajdonképpen a derékszogl koordinata-rendszer alapvek
(orai ortogonalitasanak kovetkezménye, hiszen

ek =§, 17,200
miattaz e®) (k= 1, 2, 3) vektorhirmas azonos sajit reciprok vektorhirmasival
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Moepjepyzés:

Az a, ill. & szimbolumok egy vektor kétléle reprezentaciopat jelolik. A k
reprezentaciot kovaridnsnak, ill. kontravariinsnak nevezzik. Maga az a vekt
azonban sem kovaridns, sem pedig kontravaridns, hanem cgy olyan fiziki
mennyiség, amelyet konzekvensen jellemezhetiink két kiilonbozé médszerrel |

Némi félreértésre adhat okot idénként az, hogy a X koordindta-rends
mellett hasznalhatjuk azt a X koordinata-rendszert is, amelynek alapvektor
a X rendszer {®) (k=1, 2, 3) alapvektorainak £ (=1, 2, 3) reciprok vektorai
A X koordinata-rendszer alapvektorainak reciprok vektorai az eredeti {*
(k=1, 2, 3) vektorok. Ez azt jelenti, hogy az a vektor #-beli kovarians, ill
kontravaridns reprezenticiéja szamértékében megegyezik a Z-beli kontri
varians, ill. kovarians reprezentacidval. Tehat

Z(a)kova ridns — ;—K-(a)komravariéns’
ill.

:Z(a)kontravariéns B -Z(a)kovariénS'
A fenti két dsszefiiggés mutatja, hogy még ugyanazon szamharmas is leirhatju

cpy vektor két kiilonbdz6 reprezenticiojat. Egy adott szamharmas csak a meps
fclcl('i ¥ koordinata- rendszer ¢s a reprezentdcié tipusanak ismeretében tekints

s

Adott X rendszerben egy a vekto_r_kovariéns €s kontravarians reprezentaciojin
cgyértelmiien meghatdrozhat6, a ¥ rendszerre attérve azonban a két repras
zentacio szerepe felcserélhetd.

17.3. A kovarians és kontravarians komponensek kozotti
Osszefiiggés
Allitsuk €l5 az a vektort mind kovarians, mind kontravaridns komponensck
segitségével. Legyen
v

= Z o= 3 a4, 1731

Szorozzuk be a 17.3-1 egyenlGséget f¢)-lel; az

3
a;= 2 af*rv 17.3-2
k=1

osszefitppéshez jutunk. 17.3-2 segitségével a kontravarians reprezentaciorol
attérhetiink a kovarians reprezentaciora.
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A kétféle reprezentiicid kozott kaposoltor nz alapvektorok
[ YUY Gag o, o (e, [m ], 2, 3) 17.3-3

skaldrszorzatai hatarozzak meg, ahol #,, a k-adik ¢s l-edik alapvektor dltal be-
st sz0g. Mivel a szorzatok két indextol figgencek, felfoghatok egy kétdimen-
7i6s matrix elemeiként.

Legyen G egy matrix, amelynek elemeit az

fepD =G, (k,1=1,2,3) 17.3-4
lormula hatarozza meg.
A G matrix segitségével a kovarians és kontravaridns reprezentaciok kozotti

17.3-2 kapcsolat az
a=aG 17.3-5

formaban irhato fel. A 17.3-4 formuldbdl és a skalaris szorzas kommutativita-
sibol azonnal kovetkezik, hogy G szimmetrikus mdtrix, hiszen

Goy=Gp=ffO =6 fD=G,, 17.3-6
A 17.3-5 dsszefiiggés ennck megfelelGen atirhat6 az

a=Ga 17.3-7
alakba.
Amennyiben a G matrix G ! inverze létezik, akkor 17.3-7-et balrél G !-gyel

szorozva, kovetkezik, hogy az
a=G 'a 17.3-8

epyenlGség adja a 17.3-7 transzformacios formula megforditasat.

A kontravarians reprezentdciot a 17.3-1 formula alapjan is kifejezhetjiik a
kovaridns reprezentdcid elemeivel. Szorozzuk be a 17.3-1 formuilat f)-lel.
I'kkor az

a= 3 af< W 17.3-9
k

imszefiiggéshez jutunk. A transzformdciot az f*) reciprok vektorok skaldris
sszorzatai hatarozzak meg.
Vezessiik be a G matrixot, amelynek elemei:

G =I®I® (k,/=1,2,3). 17.3-10
Mivel G szimmetrikus matrix, a 17.3-9 dsszefiiggést G segitségével az
a=Ga 17.3-11

alakban is felirhatjuk. Osszehasonlitva a 17.3-8 és 17.3-11 formulikat, adodik
hopy

G 'm(, 17.3-12

205



azaz o Gotranszlormactos matrix reaproka letezik, ésomepepyezik a 17310
altal defmialt G nuteix elemeivel. Tehat

Gi=G,=f*1", 17.3-13

ahol G/ lel az inverz matrix elemeit jeloltik.

[7.4. Vektorok Gsszeadasa ferdeszogii reprezentaciokban

A ferdeszogii reprezentacidkban megadott vektorok osszegezésére a kvets
kezo szabalyok adodnak.
Legyen

3 s
i— D g = hpf) 17.4-1
¢S
c=a+b. 17.458

A vektorosszegezés szabdlyait koordinata-rendszertdl fliggetleniil vezettik
be, czért minden tovabbi nélkiill alkalmazhatjuk az adott esetre is. 17.4-1-¢t
beirva 17.4-2-be: '

3 3 3 o
¢= 3 3L+ 3 bf% = 3, (@+bA®. 17.4-3
k=1 k=1 k=1

17.4-3-at a i
Ek:ak+bk (k:1, 2, 3) 17.4'4
jelolés bevezetésével
¢=2 G L%
alukban is felirhatjuk. Tomorebben fogalmazva,
¢=a+b 17.4-5

A fentickhez hasonlé modon az a és b vektorok, valamint a c=a+b Osszeg-

e«

c=a+b
osszettiggés adodik.
Teljesen analdég médon lathato be, hogy amennyiben

xa+fb=c, 17.4-6

akkor tetszéleges reprezenticioban
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a b
B

an b 17.4-7

I/ 46 ¢s 17.4-7 azt jelenti, hogy amennyiben a ¢ vektor az a és b vektorok meg-
hatarozott médon vett linedris kombiniacioja, akkor ez tetszéleges reprezen-
1o (koordinatarendszer-valasztas) esetén is fenndll.

A fenti szabdlyok egyszeriien kiterjeszthet6k vektorok tetszdleges csoporto-
sitnsaira is. Ennek részletezésével most nem foglalkozunk. Altalanosan igaz az,
hopy ferdeszogli koordinatdk esetén is ugyanazok az osszegezeési szabilyok ¢r-
venyesek, mint derékszogii esetben.

17.5. A skalaris szorzat ferdeszogii reprezentacidja

Hatdrozzuk meg az a és b vektorok skaldris szorzatanak értékét az a ¢s b
vehtorok kovarians és kontravarians reprezentaciojanak segitségével.
Lepyen
a=>gf* =7 af® ) {7,550
i

b= > bf®= 3 bW, 17.5-2

I'oglalkozzunk elészor a kontravarians reprezentdcioval. Ekkor
ab= 3 2,5 ¢ 1, 17.543

I/.5-3-bdl leolvashato, hogy a skalaris szorzat értékét az alapvektorok skaliris
srorzatainak ismeretében hatarozhatjuk meg. A 17.5-3 formula a 17.3-4 Altal
definialt G matrix elemeinek felhasznalasaval az

ab= > 4,G, b, 17.54
illetve matrixjelolésben az
ab=2aGbh 17.5-5
ilnk ot olti.
Hasonlé médon a kovarians eldallitasbdl kiindulva kapjuk, hogy

gl__): Z akGZ.[b[, |7.S()
il
ab—aG 'b. 17.57

Megallapithatd tehat, hogy a skaliris szorzat a kovarians és kontravariins
reprezenticiokban a G madtrix sepitségével irhato fel.

Ha az £%) vektorok paronként ortoponalisak, tehat derékszogii koordinita
iendszerrel van dolgunk, akkor
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Gy Oy, // 1.
azaz, {
G=E,
¢s igy gk
ab=aEb=aEb=ab, 17.5

vagyis a skalaris szorzatra vonatkozo6 ismert Osszefiiggéshez jutunk. i
A 17.5-7 formulaban G—'b 17.3-11 értelmében éppen a b vektor b kontravi
ridns reprezentdciojat adja, tehat a skaldris szorzat az

ab=ab,
illctve y
ab= 2> a,b, 17.5-1
formaban is kifejezhetd. '
Hasonlé moédon az
a=G la=aG!
osszefiiggés miatt a skaldris szorzat az
ab=ab,
illetve
ab= 2> a;b, 17.5-11

alakban is felirhato.

17.5-10 és 17.5-11 erbsen emlékeztet a skalaris szorzat derékszogli komponens
sckben torténé meghatarozasara, a kiilonbség csak annyi, hogv az egyik vektor
csctén a kovarians, a masik esetén pedig a kontravarians reprezentéciot kell
felhasznalni.

17.6. A vektornilis szorzat ferdeszogii reprezentacidja

Legyen
axb=c. 17.6-1

Az a és b vektorok kontravaridns reprezentaciéinak felhasznalasaval

a—_— Z 5k£(k), 176'2
k

b= 3 5L, 17.6-3
{

17.6-2 és 17.6-3 felhasznalasaval a 17.6-1 vektorialis szorzat a

c= 2 ab P x 1) 17.6-4
Ll
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alnk ot Bl Minthogy
[ - ny,, Y, 17.6-5

I oA bOL egyszeriien Kifejezhetjilk ¢ kovariing komponenseit. Mivel

( g!’(ul J,

.
m

L/ 64-bal 17.6-5 felhaszndlasaval adodik, hogy

Cn=3 ex1ndib/V. 17.6-6
k, 1l

(RATINT

c=@xbV 17.6-7

alakban irhat6 fel dsszefoglaldo moédon. 17.6-7-ben @x b jelentése a szokasos,
bt
@x E.))l = 272_53 o 5352,
@xb),=ab,— b;a,, ‘ 17.6-8
(§X§)3= alBZ_ azBl'

Ma o lenti meggondolast az a és b vektorok
a=3af® & b=3bf"
k i

sloanlliasaival, tehat a kovaridns reprezentaciok segitségével végezziik cl, ak-
bin i

ol 0 |
Cm="FF EimAiby 17.6-9
k.1,

#redinenyre jutunk. 17.6-9 indexek nélkiil a

5=(a><b)‘7 17.6-10

alisk bin fogalmazhaté meg.

A vektoridlis szorzat ferdeszogii reprezentdcidja tehat a V és 1% tényczok 161

shiebintve a derékszogli komponenseknél megszokott modon képezhetd, a
bovirians komponensekbél kiindulva azonban a vektoridlis szorzat kontra-
varinns komponenseihez, a kontravaridans komponensekbdl kiindulva pedig a

vobitorialis szorzat kovarians komponenseihez jutunk.

{ pysepvektorokkal megadott ortogonalis koordinatdk esetén mind 17.6-7,
it 17.6-10 a vektoridlis szorzat szokisos reprezentaciéjaba megy at, hiszen
shlwn wz esetben

a=a, bub & Vel

10 40003/1, Vektorszamitas 209



A 17.6-7 ¢5 17.6-10 formulakban kKényelmetlen, hogy
V=f J("i.‘l < lr)
Srick explicit modon szerepel. A kdvetkezGkben megmutatjuk, hogy o ¥ ¢
ket kifejezhetjilk a G matrix segitségével.
17.3-7 szerint
a=Gi, b=Gb & c=Grt. 17.0+

A 17.6-11 osszefiiggések felhasznaldsdval 17.6-10-ben az a és b kovariing rej
rezentaciok a kontravarians komponensekkel fejezhet6k ki. Tehat

§= lV (Gax Gh). 17,6
17.6-12-r6l G-vel valo szorzassal térhetiink at ¢ kovaridns reprezenticiofi

vagyis

ol g Lt 1
¢=G&=; G(GA X Gb). 1

17.6-13-at komponensekben kiirva, a

1 =
Con =7 > exrmGunG kG 1 a:b, 17.6+

A 74
V K, L M, Kk, I

formulahoz jutunk. (17.6-14 felirasakor felhasznaltuk, hogy G szimmetri
matrix.)

Amennyiben el8szor a K, L, M szerinti 8sszegezést végezziik el, akkor a dely
minansokra vonatkozo

G_.detG:Eklm Z EKLMGkKGILGmM l7 (').
K, L. M 0=l

azonossag felhasznaldsaval 17.6-14 a
c,,l=-—]— det G 3 &,,,4,b, 17.6+1
4 kT -

alakot olti. 17.6-16 és 17.6-6 sszehasonlitasabol adddik, hogy
det G=V7, 17.0+
azaz .
V=+VG. 17.6+
17.6-18-ban a négyzetgydk elbjelét aszerint kell vdlasztani, hogy V pozitiv va

negativ. Tehat ha kizardlag jobbsodrdsu koordinata-rendszereket cngedil
meg, akkor
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A LR Osszelligpes Telhasznalasival o vektorialis szorzat Kovarians ¢s
bonteavariains cloatlitiasa o
¢ o 17.6-19

h

(@xb) - 17.6-20

VG

Ul

aluk ban fogalmazhaté meg.

|'7.7. Tenzorok kovarians és kontravarians reprezenticioja

A tenzorok ferdeszodgli reprezentdciojanak eldallitdsdhoz a tenzor valamely
alinos tulajdonsagabdl kell kiindulnunk. A kétdimenziés (két indexii) ten-
surok eseten egyszeriien célhoz ériink, ha fethasznaljuk azt, hogy epy terzor
sy homogén linedris vektortranszformdaciot jelent, tehat tetszoleges af'), at)
velitorok esetén

A3 hES(==11,52) 17.7-1
v
Al@ D+ 0@ @)=, AaD + 2,A2®. 17.7-2

Lepyenek a % koordindta-rendszer alapvektorai az £f% (k=1,2, 3) nem
komplanaris vektorok.
L epyen
b=Aa 17.7-3

¥in
a= 3 a,f®. 17.7-4
k
17 1-bal ¢s 17.7-2-bbl kovetkezik, hogy
b=Aa= > a,(Af“). U778
k
|7 750t balrol beszorozva f¢)-lel, 17.2-2 értelmében a b vektor

b=2 ﬁAf(l)(Af(k ) 17.7-6
A

bovarans komponenseihez jutunk.' Bevezetve az A matrixot, amelynck kom-
ponenseit az

" A wovitbbiakban FRAALTR) helyett oz egyazerineg kedveert FOAL)y jrunk.



/’IA !'(/)Al’(‘) /' '7.7'
osszeliggedsek hatdrozzik meg, 17.7-6 a |

b,= % A pay 17,7«

alakot o6lti. 17.7-8-at matrixjeloléssel a _
b=Aa 17.7

alakban is felirhatjuk.
Az A tenzor X(® ortogondlis reprezentacidjanak komponenseit az

AP =¢®Ae? 17.7-1

formula hatdrozza meg. A 17.7-10 4ltal meghatarozott kilenc komponens seg|
s¢gével tetszSleges a vektor Aa transzformaltjanak komponensei meghatiro
haték. 17.7-8-bdl lathatd, hogy tokéletesen alkalmas erre a célra a 17.7-7-nel
megfeleld kilenc komponens is. Az

A=X(A)

matrix az A tenzor ferdeszdgli reprezentdcidja. Mivel A eldallitasara az @)
(/=1, 2, 3) vektorokat hasznaltuk, a vektorreprezentdciokhoz hasonloan A
7((A) t A kovaridns reprezentdcidjanak tekintjiik.
Induljunk ki most az a vektor
T 17.7-11

k

cléallitasabol. Ennek segitségével az el6z6hoz hasonld gondolatmenettel a
b= 3 a VAT 17.7-12
k

osszefiiggéshez jutunk. Bevezetve az A matrixot, amelynek elemeit az
Ap=TOAF® (K, 1=1,2,3) 17.7°08
osszefiigpések adjak, 17:7-12 a
5!: > Aua 17.7-14
ill. matrixjeldlésben a
b=Aa 17.7-15
alakot Olti.

Az A matrix az A tenzor ¥ koordinata-rendszerben vett kontravaridns reps
rezentdcidja. A kontravarians reprezentacid jeldlése félreértésre adhat okot,
hiszen cgy matrix adjungdltjat hasonldo médon jeldltiik. A kovetkezdkben ennek
clkeriilésére j jelolést vezetiink be.
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P78, A tenzorreprezentacink Pinsteintéle jelolésmad ja

A 177 Iejezetben bevezetiith uz A tenzon

A= AL 17.8-1
kovarians ¢s az

Ay [OALD 17.8-2

Lontravarians reprezentdciojat,

A kovaridns, ill. kontravaridns jelleg attol fligg, hogy az A tenzor £ (k= 1,
2N vagy £ (I=1, 2, 3) vektorokkal vett szorzatait haszniljuk az A tenzor
Jullemzésére. A matrixjelolésben az A4,, matrix indexei jelentik, hogy mclyik
mlupvektorral szoroztunk, az eddigi jelolésben azonban az indexck nem tartal-
maznak semmiféle utaldst arra, hogy az f*) vagy f¢) vektorokat haszniltuk az
ndott komponens meghatdrozasara.

Lnnck jelolésére Einstein a kovetkezd konvenciot javasolta: Jeloljik a kova-
rilny komponenseket -alsé, a kontravaridns komponenseket pedig felsd indexszel.

Ipy tehat az a vektor reprezentdcioit az

a=da', & a3, 17.8-3
a=a,, a,, a, 17.8-4
seimbolumokkal, a 17.8-1 és 17.8-2 tenzorkomponenseket pedig az

fROAfD=4,, 17.8-5
(Y 2 -
!'{AJAE(M:AH 17.8-6

szimbolumokkal jeloljik.
I'nnck megfeleléen az a vektort az

2= RdtMeaX af® 17.8-7
k

!
alakban irhatjuk fel.

Az Linstein-féle jelolésmod segitségével az a és b vektorok skaliris szorzata
ns

ab= 3 a,b*= > a'b, 17.8-K
A !

alikban irhato fel. A jelolés tovabbi epyszeriisitésére Einstein javasofta, hogy
arokban a formulakban, ahol epy kovarians ¢s egy kontravarians index mep,
vpyezik, a szumma jelet is hagyjuk el, s haszndljuk az



-y n - 17,

jelolést, Hat biae o szakirodalomban meglehetdsen elterjedt nem haszn
juk, inkabb area torekszunk, hogy a formulidkat matrixjeldlésben fogalmnze
meg, ami az indexeket is feleslegesse teszi.

17.9. A G matrix tulajdonsagai

A G matrix clemeit a
G/ =fX LD 17,940
formulaval definidltuk, valamint bebizonyitottuk, hogy

G=G!
G =R 17.9+
A 17.9-1 és 17.9-2 formuldkat atirhatjuk a
lezi(k)Ef(h 17.9:%

¢s

G =S8R 17.944
alakba is, ahol E az egységtenzor. 17.9-3-at és 17.9-4-et a 17.8-6 formuldkkal

osszehasonlitva, leolvashato, hogy G az E egységtenzor kovarians, G ! puhg
kontravarians reprezentacidja. Ily modon az Einstein-féle konvencionak meg-

felelGen G, helyet a
G =G" 17.9-5
jelolést is hasznalhatjuk annak kifejezésére, hogy G ! az egységtenzor kontra-
varians reprezentacidja.
A ferdeszogli reprezentacié kihangsilyozasara szokasos a G jelolés és a met-
rikus tenzor elnevezés.

17.10. Kevert reprezentaciok

Nagyon hasznos, €és az eddigiek alapjan kézenfekvé a tenzorok un. kevert
reprezentacidinak bevezetése az

A% =T®AfD, 17.10-1
ilt.

A}l =f®AfD 17.10-2



ok sepiindpdvel 1 Flancork omponensek megs
Wi a0 e T Gl kiorok et sy iitesen bacndlpuk o 0L az
oo Daleod lonteavariivns, Jobbdl kosmbivns vepreze ntacioga, 171020 pedig
Bl ob bovarians, jobhrdl konteavirinng Pepre e ntne o
A kovert ceprezentadiak  vektorok e tormaltsinak  mephatiaroziasakor

Wik, A TR ¢s 177140 Tormutake szerint ugyanis

by 3 Ayd, 17.10-3
: ‘

e 7 A%, 17.10-4
K

gy nz A tenzor Liszta kovaridns reprezentdcioja segitségével a kontravaridins
Presenticiopibhol b kovaridns reprezentaciéja hatarozhaté meg, A tiszta kont-
v lnns cloallitisa pedig a kovaridns komponenseib6l b kontravariins kom-
mennelt adja.
12 0 reprezentaciovaltds sok esetben kényelmetlen. A kevert reprezenticiok
lontesenck megértésére célszerii a kovarians és kontravarians reprezenticiok
vizelesckor kovetett gondolatmenet rovid ismétlése.
Induljunk ki az

a=2 aki""

b= a,Af®. 17.10:5

17.10-5-ben a kovarians komponensei szerepelnek. Amennyiben b kovariins
bumponenseit kivanjuk meghatdrozni, 17.10-5-6t az f@ (/=1, 2, 3) vektorok-
kil kell megszorozni, tehat

shinlhitisabdl. Ekkor

by=bfV =T afDAf®, 17.10-6
k

I/ 10-6 a 17.10-2 kevert reprezentacid felhasznaldsaval a
R = Sl 17.10-7
k

alith ot 6lti.' Hasonlé modon adodik, hogy a kontravaridns reprezenticiok ko-
doil
be=oard. ok 17.10-8
’ ’ k
formula 1étesit kapesolatot.
Mceyp jegyzés: Kevert reprezentaciok esetén iigyelniink kell az indexck sor-
iendjére, hiszen az 4% és A%, matrixok nem azonosak.

''A formulakban szereplé pont az alsod ¢s felsd indexek sorrendjét szabja meg. Fzt a jelidlést
Finstein nem hasznalta. A sorrendiéveszidsek bl adodo félreériésck miatt azonban sziiksépesnek
lattuk az Binstein-féle jelolés fenti kiegésziését
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711 A tenzorok kovariing, kontravaridns és vegyes
reprezentacton Kozott osszefugpes

Az cl6z8 fejezetben Littuk, hogy a kovaridans ¢s kontravariins reprezentiacld
mellett a vegyes reprezentaciok is hasznos eszkozei a tenzorokkal végzett konk
rét szamitasoknak. /

Hangsulyozni kivanjuk azonban, hogy a reprezentacié megvalasztdsa tisztis
technikai kérdés, mert egy tenzor kiilonb6zd reprezentaciéi mindig ugyana
a hizikai mennyiséget jelentik. Ezért a fizikai osszefiiggéseket célszerii repreze
ticiool faggetlen formaban kifejezni.

A reprezentaciok azonban nélkiilozhetetlenek a konkrét szamitasok clv
z¢sckor, igy feltétleniil sziikséges, hogy ismerjiik egy tenzor kovarians, konti
varians és vegyes reprezentacioi kozotti atszamitasi szabalyokat.

Mivel a kiilonbdz reprezentaciok az f*) (k=1, 2, 3) és O (I=1, 2, 3) v J
torok segitségével hatdrozhatok meg, az atszamitasi szabalyok a kétféle vektor
hirmas kozotti osszefiiggésb6l hatarozhaték meg.

Allitsuk el6 pl. az f® reciprok vektorokat az ) (/=1, 2, 3) vektorok linea
kombinacidjaként.

Legyen
FUo _ Q)
f vZPkIL . 17.1141
Szorozzuk be 17.11-1-et f¢-lel. A
Gii= G =Py, 17.11-2
credményre jutunk. A két vektorharmas kozotti osszefiiggés tehat az
= > GO, 17.11-%
illetve s
[O0=3 Gf® 17.11-4

alakban irhaté fel.
17.11-3 és 17.11-4 felhasznalasaval egyszeriien meghatarozhatjuk egy tenzor
kiilonb6zo reprezentacioi kozott fennalld Gsszefiiggéseket.

Induljunk ki példaul az
A =fOALD 17.11=8

tiszta kovarians reprezentaciobol. Helyettesitsitk be 17.11-5-ben % helyére
17.11-4-b6l ado6dd Osszefiiggést. Az

A= G L™ ALP 17.11-6

formulidhoz jutunk. 17.11-6-ban azonban A vegyes reprezentacioja szerepel,
tehiit
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e A (WANEY

A!limunyll'n:n P70 5ben [0 i Kifejeseik nz i“' (Ao 1, 2, 3) reciprok vekto-
1ok nephtsépével, uz

Au= 3 GG I"™AT™, 17.11-8
Metve .
A/\" Z (;I\lnGlnAm" 17.]1'9

Daazeliggcéshez jutunk. 17.11-9 az A tenzor tisztdn kovaridns és kontravarians
Romponensei kozott 1étesit kapesolatot.
Az

AR =FIATD

'ﬁ;mlrnvuriz’ms reprezentaciobdl kiindulva, a 17.11-3 osszefiiggés felhasznalasa-

AR PG 17.11-10
Hletve ¥

AH= 3 GG'*A,,, 17.11-11
lormulikhoz jutunk. Hasonlé m()do: and()dnak az

A= G™4,, 17.11-12
L m

Aj'= G A™ . 1E13

imnscliippések is.

Mepjegyzés: A 17.11-9 és 17.11-11 formulék felirasakor kihasznaltuk a G
mitlrix szimmetriajat. A teljesség kedvéért felirjuk még a vektorok kovarians és
bontravarians komponensei kozott fennallo 17.3-7 és 17.3-8 osszefiiggéseket az
Vinstein-féle jelolésmoddal:

(@)= ; leal

17.11-14

/4B Im
a= 2 G a,,.
o .

ATA1-7,17.11-9, 17.11-10, 17.11-11, 17.11-12, 17.11-13 és 17.11-14 Ossze-
Tippesek mutatjak, hogy a killonb6z6 reprezentaciok kozott a G=E tenzor meg-
loleld G és G ! reprezentacidival vald szorzas 1étesit kapesolatot. A transzforma-
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clos szabilyok az Ehnstein-téle jeldolésmadban indexek oo és felhizisdanuk®
tlinnek.

A G-vel vald szorzds ugyanis mindig egy kontravaridns (felsd) indexbdl képez
kovaridns (alsd) indexet, a G '-gyel vald szorzds pedig egy kovaridns indexbdl
képez kontravaridns indexet.

Példaként alkalmazzuk a fenti szabdlyt a G metrikus tenzorra. Hatarozzuk

sper

mcg eldszor a metrikus tenzor vegyes reprezentacidjat. 17.11-12 segitségével
adodik, hogy

G)!= > G"G,,. 17.11-18
17.11-15 azonban 17.9-5 miatt éppen az egységmatrix, tehat

Gl =4l 17.11-1
Hasonlé mddon

GL=05} 17.11-17

cbhen az esetben tehat az indexek sorrendje tetszbleges.
Példaként alkalmazzuk még G-re a 17.11-11 Osszefiiggést. A mar ismert

G=G G 'G=G! 17.11-1
formulahoz jutunk.

17.12. A tenzormiiveletek matrixjelolése

Az el6z6 fejezetben meghataroztuk a tenzorok kovaridns és kontravaridn
reprezentdcioi kozotti osszefiiggést. Megallapitottuk, hogy a G-vel valo szorzds
a kontravaridns mennyiségekbdl kovaridns mennyiséget, a G~ '-gyel tSrtén
szorzas pedig a kovarians mennyiségekbdl kontravaridns mennyiséget képez.

Az atszamitdsi szabdly rendkiviil egyszeri és jol definialt, igy foloslegesne
tlinik, hogy minden egyes formuldba ujra és djra belefoglaljuk az atszamitési
torvényt is.

Az alahuzott félkovér betlikkel reprezentaciotodl fiiggetleniil magukat a fizika
mennyiségeket jeloltiik. Az ily moédon megfogalmazott torvények mindig i
fizikai mennyiségek kozotti kapesolatot, tehat valamilyen természeti torvény
jelentenek.

ldénként szilkséges azonban a formulakban is figyelmeztetni arra, hogy a
szamitast ferdeszogli koordinata-rendszerben kell elvégezni. Ebben az esetben
juvasoljuk, hogy tegyiink a szorzandé mennyiségek kozé pontot. Az egyszer(l
jelolés arra figyelmeztet, hogy a miiveletet az adott reprezentacioban értelems
szerlien kell elvégezni.




Tehat pl,
abon b

21 jelenti, hogy az a és b vektorok skaliarin szorzatit terdeszogl reprezentacio-
i kell meghataroznunk. Erre oz

aGb
ab
a-b= ab . 17.12-1

aG 'b

wimulitk koziil barmelyik alkalmas. A ,,pont” tehat itt azt jelenti, hogy az a és
vektorok reprezentdcioi kozé az E egységtenzorok megfeleld reprezentaciojat
el ¢lhelyezniink. (Kontravarians vektorkomponensek k6zé a kovarians G
wtrixot, kovarians vektorkomponensek kézé a G " matrixot kell tenniink.)
Vektorok és tenzorok szorzatdnak képzésekor hasonlé médon jarhatunk el:

a-A 17.12-2
_wl |clcnti hogy E-t, G t vagy G -t kell elhelyezniink a vektor- és tenzorrepre-

A fenti jelolést azért tart_]uk célszerlinek, mert véleményiink szerint a szami-
tsok Iényege homdlyosodik el, ha az éltalanosan érvényes formulakat a szor-
anal szabdlyok allando részletezésével bonyolitjuk.

17.13. Koordinata-transzformaciok

«rsr

Me uhutdrozzuk tehat, hogy hogyan valtozik a vektorok és tenzorok reprezen-
invldjn, ha a ¥ ferdeszogli koordinata-rendszerrdl a X’ koordinata-rendszerre
Wrbink at.

L.epyenek a X rendszer alapvektorai az f*) (k=1, 2, 3) vektorok, a X’ rend-
arer alapvektorai pedig az £ (I=1, 2, 3) vektorok. Mivel sem az £, sem az
[ vektorok nem komplandarisak, az f2° vektorokat kifejezhetjiik az f*
vektorok linedris kombinaciéjaként.

Legyen

o Z Suf® (1=1,2,3). 17.13-1

A 17.13-1 dsszefiiggés meglorditasat pedig az



. . e —— "'
\
[V'e 3 SHLET (J=1,2,8) 17,1
Al
formulak szolgiltatjik.
Hatarozzuk meg most az a vektor

X(@a)=a=ada', a% a* Py
és
Z@=a'—la'%a¥, a

kontravarians reprezentacioi kozott fennallé osszefiiggést.
Tudjuk, hogy

g b 2 aA!-:kJ: Z a"[‘”'. |7.|_
k
Bcehelyettesitve ide a 17.13-2 osszefiiggést, a
> al fOS GRS 17.1
1 k.1 %

formulahoz jutunk. 17.13-4-et f('")'-vel végigszorozva, az

il S DfasS, 17.1
k
Osszefiiggés adodik.
17.13-5 matrixjelolésben az
a'=aS-'=8-a 178

alakot 6lti. 17.13-6-bol a transzformacié

a=a'S=Sa’ AR
megforditasat S-sel valé szorzassal kaptuk. 17.13-6 mutatja, hogy a K-
transzformacio sordn az a’ vektorkomponensek az S—! matrix segitségé

transzformalhatok. :

Az alapvektorok kozotti kapcesolatot 17.13-1 szerint az S matrix elemei
adhatjuk meg.

A koordinatak kozotti 17.13-6, 7 transzformacio tehat a forditottja az ala
vektorok kozotti 17.13-1, 2 kapcesolatnak. Ezért nevezziik az o' vektorkomp
nenseket kontravaridns (ellentétesen valtozd) komponenseknek.

A metrikus tenzor komponenseinek

le=f(k )f(l)

deflinici6ja alapjan egyszerlien megkaphatjuk a transzformacié utdn adodo G
tenzor elemeit. Definicié szerint
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Vb behelyettesitve o V7080 Tavmulia, o

Giym S8 L0 17.13-9
dimcenyhez jutunk, tehat =
G SGS 17.13-10

fn 0 metrikus tenzor transzformaltjat.
M|\|‘|
a’'=G'a’, 17.13-11

U110 sepitsépével meghatarozhatjuk az a vektor kovaridns komponensci-
b transzformacios szabalyat. Irjuk be ugyanis 17.13-10-et és 17.13-6-0t
B0 01 -be, az

a’=SGSS 'a=SGa, 17.13-12
v
Ga=a
ez nalasaval az
a’'=Sa 17.13-13

tnnsslormacios szabalyhoz jutunk.

I athato tehat, hogy a kovarians komponensek az S matrixszal transzformils
aldh, tehat az alapvektorhoz hasonlé médon valtoznak.

A vektorokra kapott eredmények tenzorokra is érvényesek. Mivel

aAb=«
shalir, ¢s a, b az a és b vektorok kontravaridns, A pedig az A tiszta kovariins

W senticioga, kell, hogy
aAb - a'SASH 17.13-14

feljeniiljon; 17.13-14-bol leolvashatjuk, hogy az A tenzor A’ transzformaltjit az
A'=SAS 17.13-15

lirmulival hatdrozhatjuk meg. A tenzorok kovaridns reprezentacioi tehit az S
manlrix sepitségével transzformdlhatok.
Az Linstein-féle jelolésmodot haszndlva, a 17.13-15 szabdly az

A= 2 SixSuAx 17.13-16

wlith ot Ol
A skalaris szorzat
nA boa 17.13-17
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alak)Abol az A tenzor kontravarldns reprezentdcidjanak transzformacios sza
lyat kapjuk. 17.13-13-at belrva 17.13-17-be, az

aS 1 A-S b=«
Osszefiiggéshez, s ennek alapjan az ; ;
A'=S 'AS-! 17.13

transzformaciés szabalyhoz jutunk. 17.13-18 az Einstein-féle jeloléssel az
A= 8L S A™ 17.13-

alakban irhat6 fel.
Hasonl6 gondolatmenettel kapjuk az A tenzor vegyes reprezentacidinak |

A!‘[: ZS;RSILAFLS 17-13'
és -'

A= S SHAYE 17.13-
transzformaciés szabalyait.

18. Tobb dimenzids tenzorok

Az cddigiekben egydimenzios (vektorok) és kétdimenziods tenzorokkal fogla
koztunk. A dimenziot ugy értelmezziik, hogy egy tenzor dimenziészamat a te
zort reprezentdlé6 madtrix indexeinek szdma adja meg. Igy a skalarokat nulls
dimenzi6s tenzornak is tekinthetjitk. A kovetkezdkben a kettdnél tobb index
matrixokkal reprezentalhat6 tenzorokkal foglalkozunk.

Megjegyezzitk még, hogy a targyaldst tovabbra is a haromdimenzids tér
korlatozzuk, a tenzorokat reprezentaléd matrixok indexei tehat most is csak a
1, 2, 3 értékeket vehetik fel. Figyelmeztetiink még arra, hogy a fenti kifejezés
modot haszndlva, a ,tenzor dimenziészama” és a tér ,,dimenzidszama” nen
uzonos jelentésiiek, a két fogalom dsszetévesztése komoly hibakat okozhat.

18.1. A t&bb dimenzios tenzor definicidja
A kétdimenzios tenzorokat homogén linedris vektortranszformdcioként, tehidt
uz cggyel alacsonyabb dimenzidju tenzorok segitségével értelmeztiik.

Ugyanezzel a modszerrel értelmezhetjitk a tobb dimenzids tenzorokat is.
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{n)
Az A ndimenzion tenzor olyinn homogén lineiris operitor, amely tetszdleges

i vektort n | dimenzidn tenzorr képes le,
Tehit
(n) (n 1)

As= B . 18.1-1

A opericié homogén linedris tulajdonsigabol kdvetkezik, hogy ha

2= a1,
P
nhkor

(n)

Aa= 3 a*(AL%®). 18.1-2
k

Amennyiben az f*) vektorok nem komplandrisak, akkor dltalaban egy ferde-
#20p(l koordindta-rendszert hataroznak meg. 18.1-2-bdl ldthato, hogy az

(n—1)  (n)

A, =A% (k=1,2,3) 18.1-3

(n 1) dimenzids operatorok segitségével tetszéleges a vektor leképzése meg-

(n) (n—1)
hatiirozhatd, tehat egy A ndimenzids tenzor hdrom A, (n— 1) dimenzios ten-

torrul cgyértelmiien jellemezhetd.
Ha n helyett n—1-et irunk, akkor adodik, hogy egy (n— 1) dimenzids ("5,:)
fenzor cgyértelmiien jellemezhetd az

(n=2) (n—1)

(n)
Ay = A TO=(ALIOAD (K, 1=1,2,3) 18.1-4

{n 2) dimenziods tenzorokkal.
A gondolatmenetet folytatva, az

(n)
Ay = AFOFD O (k] n=1,2,3) 18.1-4

skalir értékekhez juthatunk. 18.1-4-ben az egyszeriiség kedvéért nem tettiik ki
u zirdjeleket, természetes azonban, hogy most az asszociativ torvény nem érvé-
nyces, és a leirds sorrendje egyben a miiveletek sorrendjét is jelenti.

A 18.1-4 altal definialt 3” darab skalart egy » dimenziés matrix elemeinek

tekinthetjiik, s ez a matrix az f*? vektorok altal definialt koordinata-rendszer-

(n)
ben egyértelmiien meghatarozza uz A operitort. frhatjuk tehat, hogy




(L2 ()]

((A) A -"“ n (I\'.I,...," |,2, ‘) lH.lIS

A tenzormiiveletek reprezenticiokban orténd  kifejtése, matrixmiiveletek kel
torténik, a matrixmiveleteket pedig mar targyaltuk.

18.2. Hairomdimenzids tenzorok

Az altalanos definicié jobb megértése céljabol foglalkozzunk kissé részlete
scbben a haromdimenzios tenzorokkal.

@)
Legyen A egy haromdimenziés tenzor. Hatdrozzuk meg a tenzort reprezeis

talé matrix elemeit az f*) (k=1, 2, 3) vektorok altal definialt ferdeszogii koors

dindta-rendszerben.
@)
Az Altalanos definiciok alapjan az A tenzor a harom

@) @)

A=Af% (k=1,2,3) 18.2-1
kétdimenzios, ill. kilenc
M 3
A= ALY (K 1=1,2,3) 18.28

cpydimenzios tenzorral, ill. a huszonhét

(0) 3)
Ak im = Af(k)i‘(l)!‘(M) (k’ I: m= 1; 2, 3) ]82"

3 @
skalarral jellemezhetd. 18.2-3 adja A (A )= A matrixreprezentacidjat.
Az

3) 1
Apim= AFOLOE™ (k] m=1,2,3) 18.2-4

M) :
cldallitast a kétdimenzids eset altalanositasaként az A tenzor kovaridns eld-
allitasanak nevezziik.

)
A kontravarians reprezentacidja az
ki e K)F(Eim) 18.2-5 |
A= AT L m=1,"2,3)
formulaval hatdrozhaté meg. 18.2-5-ben az f* (k=1, 2, 3) vektorok az f"
(/+ 1, 2, 3) alapvektorok reciprok rendszerét jelentik.
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A kétdimenzids eset annldglajar képezhetjiok o kUlonbozo kevert reprezen
fhetokat fs, Tehat példaul

(e .
A ™ A fOOQOfm, 18.2-6

IN.2.1. A haromdimenzids tenzorok transzformacidja

3
Hatarozzuk meg az A haromdimenzids tenzor

3) 3) 3) 3)

A= AT & Q=

tprezentacioi kozotti Osszefiiggést. Jeloljik a ¥ és X' koordinata-rendszerck
whipvektorait rendre f®)-val és £ '-vel (k, [=1, 2, 3), és legyen

f“'= 1‘;:‘1 Sed®, 18.2-7
il a7z inverz transzformacio I
f*= ; SEpiw 18.2-8
®)

IH ) 8-at behelyettesitve 18.2-4-be, €s felhasznalva A homogén linearis tulaj-
donsigat, az

3
A= A Z S:KL’JLS:;M: i(K) B3 )f(M) 18,2-0
VL. M=1

lnmulit kapjuk. Mivel

f(K) f(L) f(M) -

KLM' ]
"W
Apim= 2. SixS;}.S;:MAxLM 18.2-10
L M
ianszformacios szabalyhoz jutunk. Az inverz transzformaciot pedig az
Akim= Z SixSiSmumAkiLm 18.2-11
K, 1. M

alnkban irhatjuk fel. Az A',, tiszta kovaridans reprezentacio, tehat valoban
upynnazzal az S matrixszal transzformalhatd, amely az alapvektorok transzfor
miciojiat megszabja.

I8 412931, Voktorazdmitdn 225



Fatirozzuk mep most az
vl
AI\ im _A [(I\ )[(I)[(nu I8. 2= |

kontravarians reprezentacio transzformdcios szabalyat. Most

qrRim_ Af(") fOFon 18.2:1

igy az {0t (k=1, 2, 3) kell kifejezniink az %) vektorok segitségével. Az f!
(k=1, 2, 3) vektorok transzformacios szabalyat 18.2-7-tel elSirtuk. Mivel

foo = > GRIEAY 18.2-1
¢s 17.13-19 szerint d

= Z: SkSLG*", 18.2-1
L

[8.2-7 és 18.2-15 18.2-14-be vai6 behelyettesitésevel adodik, hogy

f= 3 SxS.IS,6 £V,

K, L1 j

Ebbol pedig, ha a jobb oldalon az /-re vonatkozo6 Osszegezést elvégezziik,

Terds Sret L s T 18.2-4
K

K, L
adodik.
18.2-16-0t 18.2-13-ba beirva és 18.2-5-6t felhasznalva, az

AL S, NS SSimd LM

K, L M

transzformacios szabalyhoz jutunk.

Hasonld gondolatmenettel kaphatjuk az A tenzor vegyes reprezentdcidinit
transzformadcios szabalyait.

A hiromdimenzios tenzorok esetén nyert osszefiiggések minden tovabbi né
kiil dltalanosithatok tobb dimenziéra, tehat pl. kontravarians reprezentdcld
¢setén

A R S S 1 e gl oo 18.2-11
N
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19, Kilonleges operitorok

Az operitorokat az cddigickben altalaban tizikai jelentésikon keresztil és
nen adott Koordinata-rendszerben vent reprezentiacionk segitsépével igyckeztiink
bovezetni. Nehiany operdtor esetén nzonban érdemes a reprezentaciokbol kiin-
dulnd. A kovetkezokben eloszor dsszeloplaljuk a zérus- és epységoperitor rep-

pesentiacioinak sajatsagait, majd egy specidlis hiromdimenziés operatorral az
i
L tenzorral foglalkozunk.

19.1. A zérus- és egységoperator

A zérusoperdtor tetszbleges reprezentacioban csupa

0’(1:0
slimek bol all.
Az IS cgységoperdtor
Eklzékl I().II

vlimei minden ortogondlis reprezentacioban azonosak.
I erdeszogll reprezentacidkban azonban — mint mar lattuk —

¥(E)=G 19.1-2

o bovarians, és G ! a kontravaridns eléallitas. A kevert reprezenticid azonbin
most s

Gi= G A8 19.1-3

Az cpységoperator X és X' koordindta-rendszerben vett reprezenticiog
hivzoll a
G'=SGS 19.1-4

snsellippes teremt kapesolatot (S a ¥~ %' transzformaciot leird matrix).
A 19 1-4 bsszeftiggés jobb és bal oldalanak determindnsat képezve, a

det G' = (det S)? det G 19.1-5
syenloséget kapjuk. Bevezetve a szokiasos G det G és (7 =det G jelolést,

1 1-5-b3l a transzformacios matrix determinansa ¢és a metrikus tenzorok de
trminansal kozott a
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("I k
oS 9,
detS ‘/G 9.1+

osszefiigpest kapjuk. 19.1-6-ban a négyzetgyokdt pozitiv clGjellel kell ve
haa ¥ ¢és X' koordinata-rendszerek sodrdsa azonos; a negativ elGjel érvény
ha a sodrds killonbozé.

)
19.2. Az E operator

A kovetkezBkben egy specidlis, az egységoperatorhoz nagyon hasonlé hdrot
dimenzios operatorral foglalkozunk. I

(1) |

E definici6 szerint az a haromdimenzids tenzor, amelynek egy adott %-
Kovaridns reprezentacidja

3) 3)
K(E) = Exym=2eg1ms 19.

ahol « cgy kés6bb meghatarozandé allando, ¢, pedig a Levi—Civita-szi
bolum.
3

s res

)
széleges X' reprezentacidban meg tudjuk adni. A ¥'(E ) kovarians reprezen
cior 18.2-11 szerint az

) 3)

Evim= 20 SixSiSamExim 19.2
K. L. M
képlettel hatarozhatjuk meg. Beirva ide 19.2-1-¢t, és felhasznalva a determina
definiciojat, kapjuk, hogy

3)
Ekhn:agklm (det S). 19.2

19.1-6 fethasznalasaval 19.2-3 az

Bygsasli

G Exim
alakot olti. Amennyiben «=VG, akkor

) Ay
Ep "j(""u.., ¢ Eyxpm= V(;I*'A‘IM- 19.2
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1925001 1aguk, hogy b ag oo Va0 valamgidssnl ik, akkor a 19.2-1 alwl

ehinbilt tenzor Kovarans reprezentacioja biurmilyen vonatkoztatiast rendszer-
(RN
Bn husonld formaban jelenik mep, Tehat az 1 haromdimenzios tenzor kova-

Pling reprezenticioja tetszOlepes rendszerben

(R} (8]

K(E)=E,,,=VGCeypn 19.2-5

3)

e res

3) 3) Fkl
= -- — kim

3
(F)klm: Ektm

VG
Mcgfontoldsunk tehat arra az eredményre vezetett, hogy ha 19.2-5 érvényces
sy koordinatareprezentacidéban, akkor tetszGleges reprezentacidban is fenn-
il

3
A kovetkez6kben az E tenzor altal létrehozott vektor—tenzor és tenzor—

vollor Icképezések tulajdonsagait vizsgaljuk.
Lepyen ¢ egy vektor, és képezzilk az

—~
w

)

Ec=T 19.2-6

wunszformaciot. Beldtjuk, hogy T antiszimmetrikus tenzor. A 19.2-6 Ossze-
figpcst egy X reprezentacioban a

VE 2 &me™=Ty, 19.2-7

lormula reprezentalja. Mivel ¢, ,,,= — €4,
Tk1= _T,k, 19.2'8

weaz T valoban antiszimmetrikus. frjuk fel 19.2-7 alapjan a T matrix elemeit
tduzlctesebben. A harom fiiggetlen matrixelem a kovetkez6:

T,=-T),= VGCJ:
Tyy= =Ty=VGc!, 19.2-9

Tym =1 ,=VGe,



19.2-9 mutatya, hogy a ¢ vektor kontravariins kmnpnnv:m-il VGi-vel szorozvi
a I tenzor kovarians komponenseit kapjuk.
Hasonloan

e S o 19.2-

VE m
tehat
T?= —1_— C3,
VG
1
T23 P C2
= b - 19.2-
VG l
7"31 = __1__ Cl
VG
Ortogonalis reprezentacio esetén
T|23C3, T23‘-=(,‘2, T31=C|. 19.2"

Mivel minden antiszimmetrikus tenzor felirhatd a 19.2-6 alakban, megalla
pithato, hogy az antiszimmetrikus operatorok reprezentacidinak harom fiigge
len elemét egy vektor komponenseinek is tekinthetjiik. A ¢ vektort a T operito
vektorinvaridnsanak nevezzik.

Megforditott osszefiiggés is 1étezik!

Képezziik az

(3)
(ET)|=c 19.2-1;

tenzor—vektor leképezést, ahol a kettés zardjel arra utal, hogy 19.2-13-at ¢
¥ reprezentacioban felirva, két indexparra kell 6sszegezni. Tehat

m.

) .
(‘*: Z EkImT'"", 19.2'14'
I, m
vagyis
&.=YG 3 &, T™. 19.2-13

19.2-15 komponensenként kiirva:
o =VG(T>-T%),
¢;=VG(T* -T"),

e =VG(T2 -T2,




A 19218 leképezest termdszctonen a 1 tenzor kovarians komponenser sepit
acpevel is felirhatjuk, Ekkor o

- 'y —T), 19.2-16

G

1
e=—(T;—Ty)
Ve

bzt liggeseket kapjuk.
Megillapithaté, hogy ha T antiszimmetrikus tenzor, akkor a

c= [( (I_?I)]

3)
vektorra alkalmazva az E tenzort, az eredeti tenzor kétszeresét kapjuk, tehit

3)
(E¢)=2T, 19.2-17

wenz a ¢ vektor a T tenzor vektorinvaridnsanak kétszerese.

3)
19.3. Az E tenzor és a vektorialis szorzat

™)
Az I tenzor segitségével a vektorialis szorzat mélyebb megértéschez jutha

tunk.
A 19.2-13 leképezést alkalmazzuk a

T=aob 1931

twnzorra, ahol a és b tetszbleges vektorok. A 19.2-15 formula szerint a kapott
eredmény azonos a

YG@xb)=c 19.3.2
vok torialis szorzattal. Szimmetrikusabb format kapunk, ha bevezetjiik az
[axb]~ach boa 1931

antiszimmeltrikus tenzort, ¢és Osszehasonlitjuk az




nxbhoe 19, Vd
vek torialis szorzatial

Megillapithatd, hogy
)
E(axb)=[axb] 19.3:
¢és
1 3) ]
5 ((Elaxb])=axb. 19.3:6
Az axb vektor tehat a
T=aob—boa 19.3-1

tenzor vektorinvariansa.

Osszefoglalva a fentieket, azt mondhatjuk, hogy az [a X< b] antiszimmetrikus
tenzor a vektoridlis szorzat tenzorreprezentdcidja, a szokdsos axb szorzat
pedig a vektorreprezentacio. Az a és b vektorokhoz a vektorialis szorzat cgyens
¢rieki modon rendel hozza egy vektort és egy antiszimmetrikus tenzort. A kél
objektum matematikailag kiilonboézik, azonban ugyanazon mennyiség kétféle
leirdsdrdl van szé.

Az irodalomban gyakran taldlkozunk az un. ,,polaris és ,,axidlis” vektor
megkiilonboztets elnevezéssel. A vektoridlis szorzatok eredményét polaris veks
tornak nevezik.

Véleményiink szerint az elnevezés fogalmi zavar terméke! A valosagban birs
milyen mennyiséget, amelyet vektorral irhatunk le, éppen gy antiszimmetrikus
tenzorral is leirhatunk. Mint kimutattuk, két ekvivalens reprezentaciérsl van
sz6. Az un. ,polaris”, illetve ,,axialis” vektorok egyszerlien ugyanannak a
repet jatszik a leirdsban, mint az, hogy egy és ugyanazon vektormennyiségel
kovarians, illetve kontravaridns reprezentaciobax%s megadhatunk.

A

c=axbh
vektor éltalanos tulajdonsagait illetéen nem kiilonbozik az a és b vektoroktdl.

A kovetkezokben ismertetjiik azt a gondolatmenetet, amelynek helytelen
magyarazataboél az emlitett félreértések szarmaznak.

Képezziik le az a, b, ¢, ... vektorokat egy ortogonalis S operator segitségé-
vel az

a*=Sa, b*=Sbh, c*=Sc,... 19.3-8
vektorokra,

Amennyiben
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akbov Dizonyos OxszelQgpdnob , melyel ag sslot vektorokra érvényesck, val
ernthan formiaban fennillnak o lekdpesart voktorok kozow i, lpy pl., ha

R N K.
ak ko 19.3-9
an® o (h* b ye* . gt,
valamint, ha

wh kot 19.3-10

Az ortogonalis transzformacié tehat vektorok linearis kombinaciojat a transz-
lnemilt vektorok linedris kombinacidjara képezi le, a skaldris szorzat értéke
peddiy nem valtozik a transzformacio soran.

Lepyen

axb=c.

Mepillapithato, hogy
c¢*=det S(a* xb¥). 19.3-11

Vektoridlis szorzat transzformaltja tehat csak akkor egyezik meg a tényezOk
wnnszlormaltjainak vektoridlis szorzataval, ha

det S= +1.
1

detS=-1,
whkor

c*=—(a*xb*),
Wz
(axb)*=b*xa*. 19.3-12

et S | esetén az S operator altal definialt leképezés titkrozést is tartalmaz.

A 19.3-10, 19.3-11 és 19.3-12 osszefliggések mutatjak, hogy a transzformacio
mihn cgy pontrendszer egyes tulajdonsdgai megmaradnak, masok azonbuan
mepviltoznak.

I'z szemléletesen is konnyen érthet6vé valik, ha pl. tiikorbél probalunk ujsd-
gut olvasni. A betlikbol 4llé ,,pontrendszer™ elolvasas szempontjabol lénycges
tulnjdonsagait a tiikrozés er6sen megvaltoztatja.

Az a tény tehat, hogy a vektoridlis szorzat nem invarians a tilkkrozéssel szem-
ben, nem azt jelenti, hogy a ¢—axb ,rendhagyd” vektor, hanem arra utal,
hopy az axb-vel jellemzett fizikai Osszefiigpes a vektorok tikrozése utdn meg-
vitltozik .



20, A négydimenzids tér

Az eddigickben a hiromdimenzios térbenériclmezetttenzor- & vektormennyi
ségekkel foglatkoztunk. A tenzorok matrixreprezentacidjaban ez azt jelentel
hogy a matrixok egyes indexci harom értéket vehetnek fel.

A kovetkezdkben, kifejezetten adott reprezentaciobdl kiindulva, népy ko
poncnssel jellemezheté mennyiségekkel foglalkozunk. Ezeket a mennyisépek
cgyclére formalisan négyesvektoroknak nevezziik, és a késGbbiekben belitju
hogy a vektorfogalom olyan logikus altalanositasarél van sz6, amely lizik
Osszefiiggések leirdsara alkalmas.

A kovetkezdkben a vektor- és tenzorfogalom alkalmazasaként a relativiti
clméletben alapvets szerepet jatszo Lorentz-transzformacioval foglalkozunk,

20.1. A vonatkoztatasi rendszer

20.1.1. A mozgas térbeli és idGbeli jellemzése

Egy P pont mozgdsat az
r=r(r) 201+

vektor-skaldr fiiggvénnyel irhatjuk le. () megadja a P pont helyvekton
az id6 figgvényében. 20.1-1 helyett paraméteres reprezentaciot is hasznalh
tunk. A P pont helyzetének idébeli valtozasat egy fiiggetlen p paraméter segl
s¢gével is megadhatjuk az

r=r(p) és t=Hp) 20.1

fiiggvények segitségével. A 20.1-2 fiiggvények a p paraméter adott értéke mw
lett meghatdrozzak az dsszetartozo id6- és helykoordinatakat.

r©=r(p) & tP=1p,) 20.1

tehat azt jelenti, hogy a mozgd pont a t=1t%) idGpillanatban az r=r® hely
halad at.

Kényelmes, ha a #(p) fliggvényt monoton ndvekeddnek valasztjuk, mert ck
kor ndvekvd p értékeket valasztva, a P pont palydjanak egymast kovetd pon
jaihoz jutunk.

A pilya paraméteres leirdsat négyesvektorok segitségével is elvégezhetjiik
Veressiik be az '
x=x(p) 20,14
fliggvényt, ahol



(0
PN Np X I 20.1-58

Termeszetesen 2001-5-ben az v, koordinatik a p paraméter fuggveényei, tehilt
X,=x (). 20.1-6

A kovetkezdkben a harmas- ¢s népyesvektorok egyszeriibb megkiilonbozte-
iacie latin bettikkel jeloljik azokat az indexeket, amelyek az 1, 2, 3 értékcken
futnak vegig, gorog betlikkel pedig azokat, amelyek az 1, 2, 3, 4 értékeket ve-
a/ik fel.

12 Az 1d6 mérése

A népyesvektorok bevezetésével a harom helykoordindta mellé negyedikként
ws dot vezettiik be egy mozgd pont palyajanak leirasara. A mozgas idGbeli le-
lasithoz sziikséges, hogy abban a tartomanyban, amelyben a palyat meghati-
vozzuk, cpyértelmii idémértékkel rendelkezziink.

Az idomérés problémdjanak részletesebb vizsgalata azt mutatja, hogy cpy
#pess tartomanyra nem tudunk egyértelmii idGskalat definialni. Latni fogjuk,
hopy o problémat a kérdéses tartomany kiilonboz6 pontjaiban elhelyezett Oritk
mepleleld pontossagu Gsszehangolasa okozza. Tirhett pontossagi iddskala
vizethetd be azonban fénysugarak segitségével (a fény igen nagy terjedési se-
bissepe miatt) a kovetkez6 médon.

Helyezziink el a kérdéses tartomany egy tetszbleges O, pontjaban cpy Orit.
Vilusszuk ezt a pontot koordinata-rendszeriink origojanak, tehat lepyen
11¢),) 0. Valasszuk idémértékként az egész tartomanyban az O,-ban clhelye
sl (o tovabbiakban egyszerlien O,) 6ra altal mutatott értéket. A mozgd pont
i 1(1) palydjanak hely—ido fiiggését ekkor tgy kaphatjuk, hogy a palya cpyes
pontjaibdl leolvassuk az O, 6ra altal mutatott id6t.

A lény véges terjedési sebessége miatt azonban az QO 6ra altal mutatott ido
a 1'(r) pontbol 1t:(—_ késéssel észleljiik. Itt r a P pont origdtol mért tavolsiaga, ¢

pedip o fénysebesség. A palya pontosabb leirasahoz jutunk tehat, ha az
r [[1“”+ "] 20.1-7
-

; ' A i L :
Tippvényt hatarozzuk meg, ahol (7 az O, 6rardl leolvasott érték, — pedig a
1 0 ¢

finy vépes terjedési sebessépe miatt alkalmazott korrekeid. A korrekeid 20.1-7
ben alkalmazott formaja tartalmazza azt o feltevést, hogy a fény az adott tarto



minyban izotrop madon terjed, Az alkalmuazott leivin viszonylag lassan moz
objcktumok esetén nem okoz problémakat. Gyorsan mozgd testek esetén nez
ban — kildondsen akkor, ha a fény izotrop terjedésére vonatkozé feltevéstink
is cllenGrizni kivinjuk — Iényeges nehézségek meriilnek fel.

A mozgds konzekvens leirasahoz juthatunk akkor is, ha a kiterjedt tartom
egyes pontjaiban — elég siirlin — drakat helyeziink el. A mozgo6 pont paly
nak id&beli valtozasat ebben az esetben ugy allapitjuk meg, hogy a palya eg
pontjaiban mindig az adott ponthoz kozeli 6ran lathato id6t olvassuk le. Az

[(k)zs(t(k)) 20.1

fiiggvény tehat most azt jelenti, hogy amikor a mozgoé test az r*) helyvekta
pontban volt, akkor a pont kdzvetlen kozelében fekvs ora a t=¢*> id6t mul
ta. (A t® érték esetleg tobb kozeli 6ra dltal mutatott idémérték kozotti int
poléci6 eredménye is lehet.)

Egy koordinata-rendszert, amelynek pontjaiban elég siirlin 6rakat helye
tiink el, vonatkoztatdsi rendszernek neveziink.! A vonatkoztatasi rendszerek
az r=r(t) osszefiiggés pontosan értelmezhetd.

20.1.3. A vonatkoztatasi rendszer meghatarozasa

Vonatkoztatasi rendszerként hasznalhaté tehat minden olyan koordindt
rendszer, melynek pontjaiban elég siiriin 6rdkat helyeztiink el. A palya ¢
értelmii leirasa egymastdl teljesen fiiggetleniil viselkedd 6rak esetén is lehets
ges. Az Osszefiiggések azonban csak olyan vonatkoztatasi rendszerekben irh
tok le, amelyekben az 6rak jarasa megfeleléen 6sszehangolt.

A rendszer kiilonb6z6 pontjaiban elhelyezett 6rakat tehat szinkronizalni kel
A szinkronizacio csak valamilyen fizikai folyamat segitségével végezhetd el,

Az 6rak osszehangolasat célszerii fénysugarak segitségével elvégezni, és
eljaras lényegesen egyszer(isodik, ha feltételezziik, hogy a fény izotrop méda
terjed. A szinkronizacié ennek alapjan valéban lehetséges, a modszert mol
nem ismertetjilk, részletes leirdsa megtalalhaté Janossy L. ,,Relativitaselméle
a fizikai valésag alapjan™ c. konyvében.

Vizsgaljunk most egy fényjelet, amely az r) pontbol a ¢ idGpillanatba
indul és a t@ idGpillanatban érkezik az r@) pontba. Pontosabban az r) pont:
bol akkor indul egy fényjel, amikor a kézvetlen kbzelében elhelyezett 6ra 1)
mutat, s az r@ pontba akkor érkezik meg, amikor az r® kozelében elhelyezet
6ra t@-t mutat. A fény izotrop terjedése folytan azt varjuk, hogy @)= ¢!
legyen, valamint teljesiiljon az

! Vonatkoztatasi rendszernek nevezziik a koordinata-rendszert akkor is, ha rendelkeziink olya
madszerrel, amelynek segitségével tetszdleges pontban egyértelmi idémértéket tudunk meghatarozal
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T

(P gy () ) ) 20.1-9

yenlet, A fentl Osnzefligpést

X(Damp) () 20.1-10
XD =p@) 4@ 20.1-11
X=X@ —xO=p@_pm) @) 20.1-12
yonvektorok segitségével az
xI'x =0 20.1-13
akban irhatjuk fel, ahol

1 00 O

010 O
K= 001 0 20.1-14

0 0 0 —¢2

Au x négyesvektort az x @ és x (1) vektorokhoz tartozéd pontok négyes tdvolsdgd-
Wik nevezhetjik.
Négyes koordindtakban tehat a fény terjedését a 20.1-13 egyenlet irja le.

20.2. A Lorentz-transzformacio

l'elvetédik a kérdés, hogy ha egy % vonatkoztatasi rendszer mértékeiben
fivényes a 20.1-13 egyenlet, tehat a fény izotrop modon terjed, akkor Z-t ki-
{lintetett rendszernek kell-e tekinteniink, vagy léteznek mds olyan koordinata-
tondrzerek is, amelyekben a fény izotrop médon terjed? A kérdésfelvetést indo-
holjitk példaul a hang terjedésére vonatkozé tapasztalatok. A v sebességgel ter-
sl hanghullimok esetén azt tapasztaljuk, hogy az

(r(z)_r(l ))2_]_)2(1‘(2)_[(1))2:0
f:bfl 2().2"

spyenlet csak a levegbhoz képest rogzitett vonatkoztatasi rendszer mértékeiben
{rjn le helyesen a hang terjedési torvényét.

I'nnek alapjan azt hihetnénk, hogy a fény terjedését leird 20.1-9, ill. 20.1-13
lhtvény is csak a fény hordozdjahoz képest — ezt a feltételezett kozeget éternck
#zokits nevezni — nyugvo vonatkoztatasi rendszerben érvényes. A kovetkezok-
ben beldtjuk, hogy a fény a hanggal cllentétben nem tiintet ki egyetien vonat-
hostutisi rendszert sem.

L epyen az négyesvektorok cgy lineiris trunszformacidja

XA A ) 20.2-2
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alaku, ahol A epy 4« des mitrix, & pedip epy negykomponensi meninyise
A felsé index arra utal, hopy o vizspidlt Gactomiiny P, ..., P, pontjait irjuk te
¥l ¥ vonatkoztatisi rendszerben.

Legyen

és A 20

azaz x és x" a X, ill. ¥’ vonatkoztatdsi rendszerben reprezentalja a P,-bol Pl
mutatéd négyesvektort,
Ha x egy fényjel palydjanak két pontjat osszek6td négyesvektor, akkor

xI'x=0. 20).2
20.2-2. és 20.2-3. felhasznalasaval adédik, hogy
x'= Ax. 20.2

Amennyiben létezik a A ! inverz matrix, akkor

x=A-x'=x'X-1, 20.2
20.2-4-be 20.2-6-ot beirva, az
X (A 'TA Dx'=0 20,2+
osszefiiggéshez jutunk. i
Ha tehat
el B e T 20.2
ill.
ATCA=T, 20.2
akkor 20.2-7 az
XApxe=() 20.2-1

alakot olti, vagyis a X' vonatkoztatasi rendszer mértékeiben is izotrop fény
terjedési torvény érvényes.

A 20.2-9 osszefiiggést kielégité matrixokat Lorentz-mdtrixoknak, a 20.2
dltal Lorentz-matrixok segitségével definidlt transzformacidkat pedig Lorentis
transzformdcidknak nevezziikk. Megmutatjuk, hogy szdmos 20.2-9-nek clegal
tevo matrix létezik.

Latjuk tehat, hogy amennyiben a fény egy % rendszer mértékeiben izotrap
modon terjed, akkor barmely, a %-bol Lorentz-transzformaciéval keletkezd
X' rendszerben is izotrop torvény all fenn.

Amennyiben tehat Iétezik olyan % rendszer, amelyben a fény izotrop médon
terjed, akkor tobb, K-val egyenértékii vonatkoztatdsi rendszer is létezik.

A késébbickben a 20.2-9 egyenlet megoldasait vizsgalva, meghatarozzuk a
Lorentz-matrixok konkrét alakjat.

IR
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001, Az adotransztormanaid”™ jelenteése

A 2025 formulival meghotirozon Lorentz-transzlormicid négyesvek torok-
it vonatkozik. A transzfornuictd hizikan jelentés szempontjabol az eddigi transz-
W maciok 1ol (pl. forgatisok) abban killonbozik, hogy nemesak a helykoordi-
wtakat, hanem az idémértékeket is megvaltoztatja.

Az adbtranszformacié” konnyebb megértése céljabol irjuk fel a transzfor-
Al az ido- ¢s helykoordinatak szétvalasztasaval.
Lepyen tehat

X="Fy, Iy V3, 1 20.2-11

XA 20.2-12
A 20.2-5 transzformaciot a 20.2-11 és 20.2-12 komponensek segitségével az

3

r= A+ At (k=1,2,3), l

I=1

20.2-13

3
1'= 2 Ayri+ Ayt |
I=1 |

Buazefiippcsekkel irhatjuk fel.

A 20.2-13 egyenletek azt jelentik, hogy a % rendszerben r = allando helyvek-
fonral rendelkezé pont helyvektora a X' rendszerben az idé linedris fuggvénye,
A /'(r) pont tehat a ¥’ rendszerhez képest egyenletes mozgdst végez. iz azt
jelenti, hogy a ¥ és X’ rendszerek is egyenletes mozgast végeznek egynuishoz
bepest, Megjegyezziik, hogy X origdjdnak, tehdt az r=0 pontnak

re=A4t, 20.2-13a
th=pdily 20.2-13b

a transzformaltja, tehat v =r'/t" Z-nak a sebessége ¥’ mértékeiben, ¢s
(0, = wdlp LAl 20.2-14a

Hasonld modon, ha 20.2-13, 20.2-14 inverz transzformdciojabd!l indulunk ki,
net kapjuk, hogy ¥ origdjanak tehat az r’ =0 pontnak a sebessége X-bol nézve
w, ihol ¥ mértékeiben

W= A Al 20.2-14b

A 20.2-13b formula tartalmait szokas azzal jellemezni, hogy czzel az Hsszefiy,
pessel a % o ¥ transzformacid soran bekovetkezd idotranszformicion””
i le.



Az adotrnsadomncid” kitejezés azonbian nem epeszen pontos, 20 28
valdjaban az iddmdridkek transzformaciopat adja meg. A £ és £ rendszerh
clhelyezett O®) ¢ Q%) 6rdk ugyanis kilonbozOképpen vannak  szinkrom
zalva. fgy ha az cgymashoz képest mozgé O és Q%) orak talalkoznnk,
talalkozas pillanatdban ¢ és ¢ idémértékek altaldban kiilonboznek. A 20,2+1
egyenlet éppen a ¢ és t' mértékszamok kozotti kapesolatot hatdrozza mey.

20.2.2. A Lorentz-csoport

Miel6tt a Lorentz-matrixok meghatarozdsara attérnénk, bebizonyitjuk, ho
a Lorentz-matrixok a matrixszorzasra vonatkozoéan csoportot alkotnak. A
zonyitast a csoportaxiomak teljesiilésének bizonyitdsaval végezziik el.

1. A=E Lorentz-matrix, hiszen

ETE=T
nyilvanvaldan teljesiil.

2. Tegyiik fel, hogy AM és A@® két Lorentz-mdtrix. Vizsgéljuk meg a
AGITAG) 20.2-1

szorzatot, ahol
AP = AMDAQ), 20.2-1

20.2-16-ot a szorzat transzformaltjara vonatkozé azonossdg felhasznalasiv

beirva 20.2-15-be, a A
ADAOTADA@ = AO(XOT AMYAR)

formuldhoz jutunk. Mivel A®) és A@®) Lorentz-matrix,

AOLCAMW=T,
illetve

AQTCA@®=T,
adédik, hogy

AOTA®=T,

Belattuk tehat, hogy két Lorentz-matrix szorzata is Lorentz-matrix.
3. Képezziik a
ATA=T 20.2-11

cgyenldség mindkét oldalanak determinansat. A

(det AY>det I'=det T

Osszefiiggéshez jutunk, és minthogy
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et 1 e,

" 20,218
del A = |

grodmény adodik. Létezik tehit o A dx A mitrix inverze. Szorozzuk be a 20.2-17
mittrixegyenletet baledl A Lgyel, Jobbrol A '-pyel. A

Fe A 'CA 20.2-19
twssefiippcshez jutunk. Beldttuk tehit, hogy ha A Lorentz-matrix, akkor A !
Itezik, ¢s szintén Lorentz-matrix.

4. Minthogy a Lorentz-mdtrixok szorzésa a szokasos matrixszorzas segitsc-
pivel toricnik, teljesiil az asszociativ torvény. Tehat
(AMA@)AG) = AM(A@IAG), 20.2-20

A Lorentz-matrixok altal alkotott csoportot Lorentz-csoportnak nevezziik.

20.2.3, A Lorentz-transzformaciok explicit elSallitasa

20.2-5 és 20.2-8 szerint a Lorentz-transzformacidk olyan
x = AX
homogén linedris koordinatatranszformaciok, amelyekre teljesiil a
ATA=T 20.2-21

Bzeliggés.! A 20.2-21 formula 4 < 4-es matrixok kozott létesit kapesolatot,
lpy 16 cgyenletet jelent. Transzpondlva az egyenlet mindkét oldalat, a formula
tinmagaba megy at. Ez azt jelenti, hogy a 16 egyenlet kozott legfeljebb 10 fiig-
Hl‘.‘lh'll.

A kovetkez8kben megmutatjuk, hogy a 20.2-21-nek léteznek megoldasai,
wutin pedig fiiggetlen paraméterek segitségével eld is allitjuk ezeket a megol-
diasokat,

A megoldas meghatdrozadsa céljabol hasznosabb 20.2-21-nek egy atalakitott
Mormijabol kiindulni. Szorozzuk 20.2-21-et jobbrol A-'-gyel, balrél I' '-gyel.
shkor a

A '=T"'AT 20.2-22

furmulihoz jutunk. 20.2-22 kényelmes moédon adja meg A reciprokat A sepit-
sipcvel, és minthogy 20.2-22 egyenértékii 20.2-21-gyel, igy A definicidjanak is
tok inthetnénk.

' Az inhomogén

X mAX A

hwnnzlormiciot Poincaré-transztormacionak neveszik
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Prjuk ki 20,222 dsszefiggést a
Fou = Pydyg
P vh= v legeshl Gl =
formulak felhasznalasaval komponensekre bontva. A

‘/"‘v’,ll: yv_ lAquu (M’ |V 1’ 27 3) /4') \ 2()-2’
n \

képlethez, ill. részletezve a

S s gy SR 20.2
e S 20.2
Af= _CL P 202

Af= Ay 20,24

formuldkhoz jutunk.
A kétféle tipusti — a négyes indexet tartalmazo, ill. nem tartalmazo - ¢
konnyebb megkiilonbdztetésére a 20.2-14 formuldk felhasznalasaval a

AkI:GkI (k’ /= 1 2, 3),

A14:_Bvl (l=192, 3), ]

A= (e=1,2,3) | 2
AN

jeloléseket vezetjitk be. A 20.2-28 jelolés segitségével a 20.2-24, 20.2-25, 20.2-
20.2-27 egyenletek rendre a

AF=Gy, 200.2-
Af,=Bw,, 202«
Lo
4141:- —cz—! s 2()2
A},=B 20.2-

alakot oltik.
A 20.2-28 jelolésekkel a A Lorentz-matrix és a A ! reciprok matrix a

‘ Gy, G G;;  — By,
G, Gy G,; — B,
A= G:“ 032 033 -~ B”3 2()2"
L e Bl o
? c? c? '
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0

L Cryy ‘l‘” HH'.
Gl Gag Gus Dy
A-! ‘l'|| (I (I’“ Bw,
b, B, Do,

)

'
g ¢’ I

20,284

B

aluk ban irhatd fel. A 20.2-33 és 20.2-34 matrixok felirasa sokkal (omorebbé
villik, ha bevezetjiik a Gy, elemekkel definialt 3 x 3-as G matrixot, valamint a
¢, 4w, elemekkel definidlt haromkomponensii v és w vektorokat.

. v ¢s w felhasznalasaval a 20.2-33 és 20.2-34 matrixok a

G —By
— -35
A _5;:! B 20.2-3¢
(i
L . R 20.2-36
Bv
AR
c !

alukot oltik. 20.2-35-ben értelemszeriien w elemeit oszlopba, v clemeit pedip
sorha rendezve kell elképzelniink.

A 20.2-35 és 20.2-36 formulakban szereplé matrixokat hipermdtrixoknak is
nrokils nevezni, mert a matrix egyes elemei maguk is matrixok. A hipermittrixok
lilnjdonsagainak targyalasaval most nem foglalkozunk, a fogalmat pusztin
vpyszeriisitd jelolésként hasznaljuk. Annyit azonban megjegyziink, hogy ket
malrix szorzata nem valtozik, ha az eredeti matrixokat hipermatrix formiiban
azorozzuk Ossze.

I'nnck megfelelden 20.2-35 és 20.2-36 segitségével az

E=AA"!
ssorzat az
GG-B "% BGw- B
E=AA"'= ~
= Z i 20,2+
_Bwﬁ+[i! —BZ%—+83 /

alak ban irhato fel.

Ciyozodjiink meg példakeént, hopy a mitrixok 20.2-33 és 20.2-34 credeti alak
jnak Osszeszorzasaval és 20237 szerint (AA 1), ra ugyanaz az eredmeny
mll')(“k.
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Az eredett alakok felhaszndlasival

s i e in I, p
(A A 111‘ ".‘l("ll | (’::r(' 32 { (l_”(l“ ‘f..‘”I ?()..‘.-J

adodik. Ez az elem 20.2-37 bal felsé sarokban elhelyezkedd blokkjaban tuld
hat6, s konnyen meggydzédhetiink rola, hogy valéban megegyezik 20.2-38
Mivel 20.2-37-tel az egységmatrixot allitottuk elé,/ﬁlﬁggll, hogy

VOV

GG- B2 =K 20.2-

és & ‘
B [1 —L;z—] =1 20.2
legyen,

ahol E a 3x3-as egységmatrix. Tovabba a nem diagonalis elemek cltiing
miatt

BGw — B?v=0.
Hasonlo mdédon, ha a
A 'A=E
formulabdl indulunk ki, a
G- XY _E,
BGv— B*w=0,

és

p?
B? [I - ?2—] =1
osszefiiggésekhez jutunk.
20.2-40 és 20.2-44 Gsszehasonlitdsa mutatja, hogy amennyiben B vald
akkor
D=w=c, 20.2-
tovabba

—— (e=£1). 20.2-4

Mivel v és w abszolat értéke megegyezik, bevezethetiink egy O ortogon:ill
matrixot ugy, hogy
V=W (s= 1) 20.2-4

20.2-47 biztositja, hogy v=w legyen, az ¢ szorzot kényelmi szempontok miall
vezettiik be.
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MO A et G 20 A b ievel elomgtvie daoateendezve, adaodik, hogy

greay. | 20,248
Gy iw, I
Cdlzerid a Gomatrixot az O ortogomithis matrix segitségeével o

G Ota 20.2-49
wlakban felirni.
20.2-49-¢t beirva 20.2-48-ba, és felhasznalva 20.2-47-¢t, az

aw=(B—¢e)v

av=(B—e)w 20.2-50
formulakhoz jutunk. A 20.2-50 egyenletek szerint az e matrix egy a w vektort
v itiny( vektorba, az & matrix a v vektort w irdnyu vektorba viszi at. Ezt a fel-

1etelt teljesiti a vow matrix is. Igy a-t az

Vow

a=(B—¢) 7 20.2-51
aluk ban vehetjik fel.
Mivel
B—c=¢ : —1], 20.2-52

linthatd, hogy e~ 0, ha v =w—0, tehat ez esetben G—O. Ez az eredmény a 20.2-49
elbontas célszeriiségét mutatja, hiszen kis sebességek esetén G majdnem orto
ponalis matrix, s e éppen az ortogonalistdl vett eltérést adja.

20.2-51 felhasznalasaval 20.2-49 a

VoW ;
G=0+(B—¢) i 20.2-51
ulikot olti.
Hizonyitanunk kell még, hogy 20.2-53 kielégiti a még fel nem hasznalt 20.2-19
es 20.2-42 egyenleteket is.
20.2-53-b6l kovetkezik, hogy

GG =00+ (=)0 S (= 8) = O+ (11— 6P a2, 20,2488
w W we W
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20247 felhaszndlasival adodik, hogy

0 W‘:V 4 vw‘v
W W
¢S
Yows  Vov
e A
valamint tudjuk, hogy # :\
VOW WoVi VoY, j
w2 W2 e
Ennck megfeleléen 20.2-54 a
¢ E+2£(B—€)El+(3—€)2lo«!
ill.
GG=E+(B-1)13F 20.2-5
alakra egyszeriisodik.
Minthogy
el
w2  ¢2’
20.2-55-bdl kovetkezik, hogy
GG—— (vov)=E. 20.2-56

20.2-56 megegyezik 20.2-39-cel, tehat allitasunkat bebizonyitottuk.
Hasonl6 moédon lathato be, hogy G 20.2-53 alakja kielégiti 20.2-42-t is.
Osszefoglalva tehét a

WAl Gl Rl 20.2-57
Bw
=B
c

alak matrix, amelyben

VYow
G=O+(B—E)—M)2—,
v=¢eOw,

¢s

— (e==1)

v
/lw

valéban Lorentz-matrix.
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dmuotathato, de ezzel mmt pean foplalkozank, hopy minden Lorentzomal
viv cloallithatd o 2000557 alabban, what 20257 a 20220 definicios epyenlel
altalanos megoldisa

A 20257 muatrixban O 3 < Vas ortogonalis nuitrix, tehat hirom faggetlen
pusramcterrel jellemezhetd. Upynnesak hirom figgetlen paramétert adnak w
bLoonponensei s, hiszen a we ¢ leltictel nem jelent hatirozott osszeftipgest w
bomponensei kozott. A A Lorentz-matrixot hat fliggetlen paraméter segitsépé-
vol allitottuk ¢ld.

Az O forgatast pl. harom szog segitségével megadva, valamint a w komponen-
st eloirva, A-t még nem hataroztuk meg egészen egyértelmiien, hiszen az
¢ 11 lehetoség miatt B pozitiv és negativ értéket vehet fel. Ugyancsak pozitiv
o nepativ lehet det O s, attol fiiggben, hogy tiszta elforgatasrdl vagy forgatis
i tikrozes egylittesérdl van szdé.

lpy B és det O kiilonbozb elSjelli értékei még négyféle lehetdséget tesznek
lehetove A elballitasdban.

Ha mind B, mind det O pozitiv, akkor valddi Lorentz-transzforindcidrdl be-
wclunk. Belathatdé — de ezzel most nem foglalkozunk —, hogy a valodi Lorentz-
transzformaciok is csoportot alkotnak.

'0.2.4. A Lorentz-matrix komponenseinek fizikai jelentése

Az ¢cl6zbéek a Lorentz-matrix komponenseinek fizikai jelentését mir tartal-
mazzak, célszerlinek tartjuk azonban az ezzel kapcsolatos eredményck ossze
loplalisat, a valodi Lorentz-transzformaciokra vonatkozoéan. Legyen

YOW

A= B
——2w B
¢

vislodi Lorentz-matrix.

A transzformdcid linearitdsdbol kdvetkezik — amint ezt a 20.2.1. fejezetben
mar megallapitottuk —, hogy —v az eredeti % koordinata-rendszer origdjinak
whessepét jelenti a X’ rendszer mértékeiben kifejezve. Hasonld megfontolisok
bol adodott, hogy —w a X’ koordinata-rendszer origojanak sebessége o ¥
iendszer mértékeiben kifejezve.

Megallapitottuk azt is, hogy a

YOw

G Ol )
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miitrix o ¥ koordinata-rendszer tengelyeinek orientacidjat jellemzi % ten

2
L 4 3 A o T . : n
lycihez képest. Mivel G elemei kicsiny v értékek esetén alig térnek cl [ 5 hag
p

sz’ngrcndbcn} egy ortogonalis matrix elemeitdl, megallapithato, hogy a %' ren |

szer tengelyei X mértékeiben kitejezve majdnem — de nem pontosan — ort
gonalisak.

20.2.5. A Lorentz-transzformacié néhany specialis esete

a) Legyen v=w=0. Ekkor a ¥ és X' rendszer nem mozog egymashoz ki
pest. A Lorentz-transzformacio ekkor egyszer(i forgatasba megy at. A Loren
matrixok ebben az esetben a

0 (0 0
A():{o 1]

haromparaméteres sokasag elemei. Tehat
A®9=0,, &, I1=1,2,3),
A=A =0 Wi\,
b) Egyszerili transzformaciéhoz jutunk az O=E esetben. Ekkor % és
megfelel6 tengelyei parhuzamosak egymadssal. A Lorentz-matrixok ismét harom

paraméteres sokasagot alkotnak. A harom paramétert v komponensei jelenti
Ekkor

V=¢w,

E+(B—1) L e .

A® = , 20.2-6¢
«E,v B

2
ahol
E

— 20.2-6
02
1/‘ Tt

Megjepyezziik, hogy a 20.2-63 és 20.2-64 tipusu matrixok szorzata hatparus
méteres sokasagot alkot, s meg lehet mutatni, hogy minden Lorentz-mitrix
cléallithato ilyen tipusi matrixok szorzataként.

B:
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o) Gyakean hasznialjuk azt oz epyparsmétercs matrixsokasagot, amelyben
O K és v parhuzamos az epyik koordinatatenpellyel, igy pl. ven, 0, 0.
I :bben az esctben

l N0 0 bo

R | 0. 0

A® A T ; 20.2-66
Bv 0 0 B '
-

A (ranszformdcio explicit alakjat pedig az e= + 1 esetben az

Ry, x;=x7,s x;:xis
DZ
V1-2
20.2-67
p X0
L= ¢

epyenletek adjak meg.

A 20.2-67 transzformaciot igen gyakran ,,a Lorentz-transzformacionak™ ne-
vesik, valojaban azonban ez az egyparaméteres transzformaci6 a hat paramé-
forrel jellemezhetd 4ltalanos Lorentz-transzformacioknak csak egy specialis
ancte,

20.3. A Lorentz-deformacio

Az
X' = AXx 20.3-1

| orentz-transzformacié a ¥ és X’ vonatkoztatasi rendszerben vett méretek ko-
eolt allapit meg osszefiiggést. Megallapitottuk, hogy a

ATA=T 20.3-2

epyenletnek eleget tevd matrixok olyan koordinata-rendszerekben vett mérté-
bek kozott hatdroznak meg Osszefiigpést, amelyekben a fényterjedés torvénye

xI'x =0 20.3-3
alnkii. A transzformaciok altal dsszekapesolt rendszerekben tehat izotrop fény-

terjedési torvény all fenn.
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A Lorentz-transziormicid azonban o koordindta-trunszformacioval  kag
csolatos jelentésen il mélyebb tartalommal is rendelkezik ;
Legyen

x=x(p) 20.3-

egy P pont palydja paraméteres reprezenticioban. 20.3-4, mint mar emlitcttt
azt jelenti, hogy a ¢=#(p) id8pillanatban a mozg6 pont az r=r(p) helyvekto
ponton halad at. 20.3-4-ben az egyes komponensek jelentése a kovetkezd:

r(p)=x,(p), x(p), x3(p),

és
H(p)=x4p)- 20.
A 3.4 és 3.5 figgvények alkalmasak a palya leirdsdra, ha x,(p) a p paramét
monoton ndvekedd fiiggvénye. :
Egy A Lorentz-matrix segitségével a 20.3-4 palyat egy masik palyara képa
hetjiik le. Legyen ugyanis

x*(p)= Ax(p). 20.3-

Az x*(p) négyesvektorokat a ¥ koordinata-rendszerben egy P* pont palydjd
nak tekinthetjiik. Amennyiben A #E, akkor x*(p) nem azonos x(p)-vel. Mon
hatjuk tehdt, hogy a 20.3-6 transzformaci6 a P pont paly4jat egy masik, P* pom
pdlyajara képezte le. Ebben az értelmezésben ne felejtsiik el, hogy x(p) és x*(p
ugyanazon vonatkoztatdsi rendszerben jelenti két kiilonboz8, P, illetve P* pot
négyes koordinatait.

A fenti transzformdciét pontrendszerekre is alkalmazhatjuk.

Jelentsék az

x®=x®(p) (k=1,2,...)
fiiggvények egy P pontrendszer kiilénb6zd pontjainak palyait. Az
x®*(p)= Ax*®)(p) 20.3«

négyesvektorok egy P* pontrendszer pontjait jellemzik. A P* pontrendszert
P pontrendszer Lorentz-deformdltjanak nevezzik.

A 20.3-6, ill. 20.3-7 altal definidlt Lorentz-deformacid a pontrendszer méret
viltozdsat adott X rendszerben fejezi ki. Megmutatjuk azonban, hogy a Lo
rentz-deformdcié koordinata-rendszertdl fiiggetlennek tekinthetd.

Legyen ugyanis %’ egy vonatkoztatdsi rendszer, amely Z-bél a A transzfors
micioval keletkezik. Az x négyesvektorral jellemzett pont koordinatait a X'
rendszerben az

X = Ax 20.3-4
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T —
ppyenlet adjo meg. Adjuk meg o 2057 deformicld leiranat o ¥ rendszerben:

X () e ANt e AAX(p). 20.3-9
30, 3-9-be belrva az
o
Inverz transzformaciot, 20.3-9 az
x*(p)= AAAR 'X'(p) 20.3-10
wlakot olti. 20.3-10 helyett az
x*(p)=A'x'(p) 20.3-11
aszeliiggést is felirhatjuk, ahol
A'=AAAL, 20.3-12
A Lorentz-matrixok csoporttulajdonsagabol kovetkezik, hogy A’ is Lorentz-
mitrix. A ¥ koordinata-rendszerben felirt 20.3-7 transzformacié a %’ koordi-
mitin-rendszerben tehat a 20.3-11 alakban jelenik meg.
Mcgillapithatjuk tehat, hogy a ¥-ban definidlt Lorentz-deformacié ¥’-ben
I5 Lorentz-deformacioként foghat6 fel, csak a %-ban A altal képviselt defor-

nicld X'-ben A’ segitségével allithato eld.
K oordinata-rendszert6l fiiggetleniil irhatjuk tehat, hogy

X*=AX 20.3-13
in
x=X(X), X*=7X(xX*), A=X(4), 20.3-14
Hletve
X'=X'(x), x¥=X(X* A= (A) 20.3-15

nuitrixok a 20.3-13-ban szerepld valédi mennyiségek X, ill. X’ rendszerben vett
teprezentacioi.

20.3.1. A Lorentz-deformacio explicit formaja

P*= AP 20.3-16
képlettel jeldthetjik, ahol

P=x®(p), xp), ..., x"(p),

P*=x""(p), x*'(p), ... 3™"(p) 20.3-17
Y
!.(“. AB(H(/p) (ke l, oou, ) 20.3-18
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20.3-18 epy X rendszerbeli reprezentacidjit jelenti az

X (p)y= Ax*)(p) 20. %1

Osszefiipgges.
20.3-19-be kiilonbozé x*)(p) értékeket helyettesnve meghatdrozhal |uk
deformalt rendszer alakjat és mozgasat. T

A A Lorentz-matrixot irjuk fel most a

alakban. A deformaciok esetén azért célszerlibb 20.3-20-at hasznalni, mert ¢z
transzformacié ekkor egy nyugvé palyat egy #-hoz képest v €s nem — v seh
séggel mozgd palyara képez le. 20.3-20-ban tovabba B = 0-t valasztottunk, teh
a tovabbiakban az e= + 1 esetre szoritkozunk.

Valasszuk szét 20.3-19-ben a hely- €s idékoordindtdkat. A szokasos jeli
sckkel az '
r®©*(p)=Gr®)(p)+ Bvt*)(p), 20.3-2

k)
t“(p)=B [ch(p)+ t(k)(p)] 20.3-

cgyenletekhez jutunk.
20.3-20 és 20.3-21 segitségével a deformalt rendszer tetszSleges P} pontjinith
helyzetét tetszleges v id6pontban meghatarozhatjuk. Legyen példdul
t®*(p)=r. 20.3-

Beirva ezt 20.3-22-be, a
Blwr®)(p)+t*)(p)] == 20.3-

cgyenletbdl megallapithatjuk a megfelel6 p(r) paraméterértéket, hiszen r*(
és t®)(p) adott fiiggvények. Tgy 20.3-24-b6l a

p=p(%) 20.3-
figgvény adddik. 20.3-25-6t 20.3-21-be behelyettesitve, az
r®*(p)=Gr®(p)+ Bvi(p,) 20.3-.

formulat kapjuk. 20.3-25 és 20.3-26 r®*-ot a = id6 fiiggvényeként adja m
Ez az Osszefiiggés altalaban bonyolult, mert 20.3-25 tobbnyire nem linciri
cpyenlet.

Lathato azonban, hogy a P* rendszer pontjait a P rendszer pontjai meghata
rozzak. Megallapithato az is, hogy a Py pontok helyzetét a © idpillanatban
altaliban P, pontok mas idGpillanatban vett helyzetei hatarozzak meg.
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20,32 A sebessép-osszendint tOrviny
A Lorentz=deformacid nz eredetl rendizen lgen bonyolult leképezésének ered-
meénye. Specidlis esetekben nzonban viszonylag epyszerii dsszefiggesekhez jut-

hatunk. Mozogjon az eredeti rendszer epyenletes Vosebességgel, ¢és paraméter-
kot vilasszuk az id6t. Ekkor

r(1)~ Vi, I,

20.3-27
t=p. |

20, 3-27-¢t beirva 20.3-21-be és 20.3-22-be, a rendszer Lorentz-deformaltjit a
r*(£)=(GV+vB)t,

*()=B [YCTV] A 20.3-28

imnzefiiggések adjak. 20.3-28-bol meghatarozhatjuk az r*(t*) fiiggvényt. Mivel

t 5 20.3-29
B [1 +1¥]
C
r*(t*)=—(—;—Y+—‘;vB;,— : 20.3-30
B[l +—2—]
(&
1*%(/*) tchat az
TN ) =Nt 20.3-31
nlukban is felirhato, ahol
yRGYiievBa VBV _ 20.3-32
B [1 +w—2]
(64

20.3-31 és 20.3-32 mutatja, hogy a V sebességgel mozgd rendszer Lorentz-e-
formaltja V* sebességgel halad. 20.3-32 az an. Einstein-féle sebesség-osszeadisi
1hrvény dltalanos alakja. A formuldt attekinthetébb alakra hozhatjuk, ha fel-
hasznaljuk a G matrix

vV OWwW

GO B 1), 20.3-33
n
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alak e ¢y n
v Ow

osszefliggést. Beirva ezt 20.3-33-ba ¢s felhasznalva, hopy 02— w2 a formuli
’ 2

WOWwW

G=0 P+(B—l)——— 20,80

alakot 6lti. Irjuk fel még az eredeti rendszer V sebességét w-yel pa’lrhuz.:nﬁ
V, ¢s w-re merSleges V, vektorok Osszegeként. Legyen tehat

V=V,+V,, 20.3«
ahol
wV=wV, ¢é wV,=0. 203+
20.3-36 felhasznalasaval
(B—1) w°w— V= (B—l)MV—)—(B—l)V,, 2034
kovetkezésképpen
GV=0(V,+ V,+(B-1)V))=0(V,+ BV)). 20.3:)
20.3-38 felhaszndlasdval a 20.3-32 Einstein-féle sebesség-Osszeadasi torvény
V*: O(V2+ BV1)+ BU 20‘.
Vw
o)
alakot olti.
Foglalkozzunk most az O =E esettel. Ekkor v=w. igy
.
V. + —ll? V,+v
| & e i
@

Amennyiben V,=0, tehat v=w parhuzamos V-vel, akkor V* is ebbe az iranybu
mutat, és a scbesség-Osszeadasi formula az egyszer(i

|4 ]

=t 20341

vV
l+—c2—

alakra redukalodik. 20.3-41-ben a vektorjeleket elhagytuk, mert a formuliban
minden sebesség irdnya azonos. Nagyon gyakran ezt a formulat nevezik az
»Linstein-féle sebesség-dsszeaddsi torvénynek”. Ez azonban — amint a fenticks
ben megmutattuk — egy altalanos dsszefiiggésnek csak specialis esete.
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T ———-

A kovetkezokben o 20581 formnla bt wlhoaloma it tarpyaljuk,
I, Vizspaljuk cpy fenyjel Lovantzadaloomadiint, tehat lepyen 1oe,
I kkor

2, 20.3-42

virpyis a Lorentz-deformiicié a fényjelek sebességét nem valtoztatja.
2 Legyen V s ahol V egy n=1 torésmutatdjii anyagban terjedd fényhul-
Inm lizissebessége. Amennyiben az adott anyag a % rendszerhez képest nyu-

gulomban van, a rendszer Lorentz-deformaltja egy v sebességgel aramlé folya-
ek, amelyben a fényhullam

;c;+ D

V*—m ——— 20.3-43
I
nc

lazisscbességgel halad. 20.3-43-at S szerint sorba fejtve, azt kapjuk, hogy

VE— %+ v [1 — 712—J +magasabb rendi tagok. 20.3-44

J0.3-44 egyenlet megegyezik a mozgo folyadékban terjedd hullamok fazissebes-
wepcre Fizeau altal kisérletileg megdllapitott osszefliggéssel.

20.3.3. A Lorentz-kontrakcid

l.egyen P egy X rendszerhez képest egyenletes sebességgel mozgd pontrend-
azer. Tehat
ré(@)=r®0)+Vt (k=1,2,...,n). 20.3-45

| cpyen tovabba a rendszer r®)-adik és r“-edik pontjanak tavolsdga
r @) —r O =r ©(0) —r O(0)=R. 20.3-46

Vizsgaljuk meg, hogyan véltozik R a rendszer Lorentz-deformdcidja sorin.
Az R tavolsag R* Lorentz-deformaltja az

r*° =Gr®) + Byt ®), 20.3-47

(k)
e l;(w(r__. |/<**] (k=1,...,n) 20.3-48

formulak alapjan hatarozhato meg, 200347 szerint
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O h ! " =
R* < GR | yh(™h 1y, 204 o, 20,358
A royy: * ue . h)* )+ ¢ - . . 0
':":"rk‘;(”'“k meg az R* vektort egy 11 J idGpillanatban, 20.3-48 alak ban felirmi, ahol w0 tehdt R ae 1 velctor were merdleges komponense.
rint exxor A 20858 lelbontiassad nz
0=t®*_;*_p (!_534_,(“_,(!)] 1 R* O IR, { :g R.l 20.3-59
c
azaz ) anzelugpéshez jutunk.
P i e B wR 20,3-59 szerint a Lorentz-deformacioé az R vektor w-re merdleges komponen-

(4 s nem valtoztat, a w-vel parhuzamos R, dsszetevd azonban

_1_‘/ »?
b igh i

wseresére valtozik. 20.3-59-b81 0O =E és R R, =0 felhasznalasaval kovetkezik,
hopy

20.3-51-ct behelyettesitve 20.3-49-be, az

R*= [G——g (va)] R
credmény adédik. Felhasznalva a

R¥=Ri+ {1 —‘—;—] R 20.3-60

A 10.3-60 formula azt a Lorentz és Fitzgerald altal feltételezett jelenséget fejezi
ki, nmit Lorentz-kontrakcidénak is neveziink.

G=0

IE+(B—1) w°w]

w2

(20.3-34) formulat, 20.3-52 az

R*=0 [E+(B-—l)lv%w——§(WOw)] R 20.3-

20.4. Koordinata-transzformaciok és Lorentz-deformaciok

alakot dlti. Vonjuk dssze a szogletes zardjelben levé masodik két tagot: Az clézéekben lattuk, hogy a Lorentz-transzformacicknak kettds jelentése

WRowen | @3 wichi van, Hasonlé kettOsséggel mar a haromdimenzids esetben is taldlkoztunk.
[B— 1-B c—Z] o i [—E- ]] e 20.3- Az 1), I, ..., I, helyvektorokkal jellemzett Py, ..., P, pontrendszert egy el-

mozpatassal az r. . .r¥ helyvektoru Pf. .. P pontrendszerbe vihetjiikk 4t. Ha a
pontrendszer egy merev test pontjait jelentette, akkor az elmozgatast egy O

i Ielhasznaltak, bogy dllorgatds és egy a vektorral jellemzett eltolds egyiittesével adhatjuk meg.

IME:L. Tehit
2 B r“*=Qr® 4a, 204-1
20.3-55 felhasznalasaval 20.3-54 A 20.4-1 formulat egy ¥ reprezenticioban
; e k)Y — (k) (K)*y— p(k)* o
R*=0 R+ [L_1] ¥R 20.3-56 X(0)=0, ZXE*)=r®, Xg®*)=r 20.4-2
B w? e
mennyiségekkel az
alakban irhaté fel. Mivel ré*=0r®+a (k=1,...,n) 20.4-3
w(wR) L 20.3-57 ulukban fejezhetjiik ki.
w? : i Mivel egy merev test pontjait transzformaltuk, az egyes pontok

az R vektor w-vel parhuzamos komponense, célszerii R-et az P —rO=R 20.4-4
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tdvolsagai 20.4-3-nuk megfeleléen az
R*=0OR 20.4-5
formula szerint valtoznak. 20.4-5 a ¥ reprezentaci6ban az '

R*=O0R 20.4-6

képlettel adhaté meg.

A fenti matematikai kifejezések nemcsak a P,...P, pontokbol all6 merey
test elmozduldsaként értelmezhet6k. Amennyiben ugyanis a % koordindta=
rendszer tengelyeit egy merev testnek tekintjiik és ezt a testet Q-val elforgatjuk,
akkor egy X' koordinata-rendszert kapunk. A Py, ..., P, pontokbdl 4116 merev. |
test pontjait 6sszek6td vektorok ¥ és ¥'-beli reprezentacidja kozott, mint tuds=
juk, az -

R’'=0R 20.4-7
Osszefiiggés all fenn.

Az O ortogonalis operator tehat egyrészt egy merev pontrendszer elmozdu-
lasanak, masrészt egy koordinatareprezentaciobeli valtozasnak a leirdsara is
alkalmas.

Ez a kettdsség a Lorentz-transzformdcio értelmezésében is fenndll.

X*= Ax 20.4-8

azt a valtozast adja meg, amit egy fizikai rendszer kiils6 beavatkozasok hatdsara
elszenved.
A valtozas egy X rendszerben az

x*= AX 20.4-9

matrixegyenlettel jellemezhetd.
20.4-9-hez formdlisan hasonlé az

X = A-'x 20.4-10

egyenlet, amely azt fejezi ki, hogy x Z-beli x és %'-beli X’ reprezentacidja ko= 1§
zOtt milyen Osszefiiggés all fenn.
20.4-6 és 20.4-9 fizikailag 6sszefiiggd, de nem merev rendszerek tulajdonsd="
gait irja le. 20.4-7 és 20.4-10 azért ad hasonlé eredményt, mert ez esetben a |
koordinata-rendszert kezeljiik fizikai rendszerként. Az Osszefiiggések értelme=
zése a haromdimenzi6s forgatdsok értelmezéséhez hasonldan torténhet, ennek
részleteire azonban most nem tériink ki.
Minthogy a matematikai eljards a koordinata-transzformacio €s az elmozga= |
tas esetén azonos, konnyen Osszetéveszthetjiik Sket.
A probléma illusztraciojaként roviden foglalkozzunk még a sebesség-Osszes
adasi torvény értelmezésével.
Legyen x'(p) egy pont palyaja a X’ rendszer mértékeiben kifejezve. A pont
scbessége:
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v_vh"(’ _-'h‘(;[') dp
i dp i

Amennyiben a ¥ rendszer ¥ rendszerhes vinzonyitva w sebességgel mozog,
nkkor 20.3-32 szerint a pont sebesnépét ¥ mértékeiben a

_di(p)  GV'wB_ _
v=22 B[ . V,w] 20.4-11

1+ po)

formula adja.

A X-hoz viszonyitott sebesség nem a V' és w sebességek egyszer(i vektori
Osszege — hiszen V' és w mas mértékrendszerben fejezik ki a megfelel sebes-
sépcket —, hanem 20.4-11, amit szimbolikusan a

V=V'iw
jeloléssel fejeziink ki.
Abban az egyszer(i esetben, amikor O =E, valamint V' és w parhuzamosak,

20.4-12

A 20.4-11, ill. 20.4-12 formulak a kiilonb6z6 koordinata-rendszerekben meg-
adott sebességmértékek esetén adjadk meg a sebességbsszeg-értéket az egylk
koordinata-rendszer mértékeiben.

20.5. A négyesvektorok

Vonatkoztatasi rendszerekben egy esemény az X = Xx;, X, X3, X, szamnégycssel
jellemezhet8, ahol x elsé hdrom komponense az esemény helyét, x, pedig id6-
pontjat adja meg a ¥ rendszer mértékeiben.

A 20.2. fejezetben lattuk, hogy amennyiben olyan vonatkoztatasi rendszerckre
szoritkozunk, amelyek mértékeiben a fény izotrop mddon terjed, akkor cpy
csemény X és X' rendszerbeli jellemzdit az

X'=AX+h 20.5-1
transzformaci6 koti 6ssze. 20.5-1-ben A Lorentz-matrix, amelyre

ATA=T, 20.5-2
L pedig tetszbleges négykomponensti mennyiség. Két esemény tavolsdgdt az

x ‘HJI xlll
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formulival delindaltuk . A 20.5-1 transzformacios (Orvény szerint a tivolsiig
mériéket az

X = AX 20,
cgyenletnek megfeleléen transzformalodnak. Mivel mind az X', mind 2z
ugyanazon két esemény tér- és iddbeli eltérését jellemzi, bevezethetjiik a

X(X)=X ¢ X'(X)=X

jelolést, hiszen X és X' valoban ugyanazon fizikai objektum leirdasara szol

20.5.1. A négyesvektorok tulajdonsagai

A fenti modon definidlt négyesvektorok a harmasvektorokhoz hasonl6 tul
donsagokkal rendelkeznek. .
Legyenek x4, x @), ... négyesvektorok, melyek a % reprezentacidban rend
az xM x @) x™ négykomponensii mennyiségekkel adhatoék meg. Képe:
az
= 201
k

lineiris kombinaciot, majd transzformaljuk a A Lorentz-matrixszal. A ho
gén linedris tulajdonsaga miatt
VI VAYE PR A EEES oG COS 20.5

k k

vagyis ha 20.5-4 egy adott reprezentacidoban érvényes, akkor tetszéleges rep
zenticioban fennadll. Irhatjuk tehat, hogy

Zex®=y. 20,54
k

Ndégyesvektorok linedris kombindcidja tehdt szintén négyesvektor.

20.5.2. Négyesvektorok skaldris szorzata

K¢t négyesvektor skaldris szorzatat az
xy=xTy 20.5-1
formulaval definidlhatjuk. Belatjuk ugyanis, hogy az x 'y mennyiség repreze
taciool fuggetlen.
Mivel
XO=R A=A



y' o Ay, 20,598
Xy x'(xl'/\)y’ xly,

what 20.5-7 valoban invarians mennyiség. A 20.5-7 osszeliippés emlékeztet a
hiromdimenzios esetben a ferdeszogit koordindta-rendszerckben kilejezett

ab—aGb 20.5-9

skaliris szorzatra, ahol @ és b az a, b vektorok kontravarians, G pedig a metrikus
lenzor kovarians reprezentacioja.

20.5-9 analégidjdra x-ct és y-t az x €s y négyesvektorok kontravaridns repre-
sentaciojanak tekinthetjitk, ha I' a mértéktenzor kovarians reprezenticigja.
Tehat a tovabbiakban x és y helyett X €s y-t irunk.

20.5-7 és 20.5-9 k6zott azonban lényeges kiilonbség van, mert mig a harom-
~ limienzios esetben
det G=0,

I definiciojabol kovetkezik, hogy
det T'= —c2 20.5-10

Izt agy fejezziik ki, hogy a
et G =0 esetben ugyanis

I' mértéktenzor indefinit metrikat képvisel. A

a2=0, ha a=0,

uz indefinit esetben azonban ez nem teljesiil.

A kisérleti tapasztalatok, amelyek elemzésére itt nem térhetiink ki, a fel-
leveést alatamasztjak.

Az indefinit metrika ellenére a 20.5-7 altal definialt skalaris szorzat elfogad-
hatd ¢s hasznosnak bizonyul.

A harmasvektorok analdgiajara bevezethetjiik a négyesvektorok kovariins

e vz

x=IX 20.5-11

Jdelinicios egyenlettel, ahol X az x kontravarians, x pedig a kovaridns reprezen-
tcidjat jelenti. 20.5-11-et komponensekben kifejezve, az

k
X=X, i i
xd_ C""J“ (k—' 1’ 21 3) 2().5 12

cpyenleteket kapjuk. A kétfcle reprezenticio tehat csak a negyedik koordini-
tnban tér el.

Mcghatarozzuk még a kovarians reprezenticio koordinata-transzformicio-
Jinak szabdlyat.



A kontravarldns reprezentécié definicié szerint az
X' = AX 20.5-1
formula szerint transzformal6dik. Beirva ide 20.5-11 inverzét,
X'=ATx
és \
X'=IX=TAT x 20.5-1
adodik. 20.5-2-b6l kovetkezik azonban, hogy
FAT-1=A", 20.5-1

tehat a kovaridns reprezentaci6 az

szabaly szerint transzformalodik.

20.5.3. Példa a skalaris szorzas alkalmazasara

Bizonyitas nélkiil kozoljilk, hogy egy pontszerii részecske p impulzusa és
energidja egy kovaridns négyesvektor négy komponensét alkotja. Itt E=me
az Einstein-féle formuldnak megfelelGen.

Tehat

P=p, mc 20.5-1

Abban a X koordinata-rendszerben, amelyben a részecske nyugalomban van
p=0 és E=myc% Tehat

P=%(P)=0,0, 0, myc2. 20.5-18
Alkalmazzuk a
1 vov "
E+(B—1)—— Bv
A= ( ) v? 20.5-1
Byv
i i

Lorentz-transzformaciot. Minthogy P kovaridns vektor, P’ a

) vov Bv|
3= [ErE-Dor 20.5-20
L By B
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= T SR b
mitrix segltnépdvel Imh‘ig_ wld meg, !

"y SN
formulabol
P amoBy,  Bmge?
adodik. Helyettesitsiik be ide az
m,B=— Mo —m
D2
l/l e
Osszefiiggést. A
P’ =mv, mc?

20.5-21

20.5-22

20.5-23

formulahoz jutunk. A 20.5-23 osszefiiggés mutatja, hogy 20.5-17 a koordindta-
transzformadcio soran megtartja eredeti alakjat, ha feltételezziik, hogy a részecs-

ke tomege 20.5-22-nek megfelelGen valtozik a sebességgel.

Erdemes még a P vektor négyzetét is meghatdrozni. Definicié szerint

P2=Pr-'P.

Beirva ide P értékét, a
P2= —mic?

20.5-2

4

credmény addédik. A A altal meghatarozott ¥’ rendszerbeli reprezentdciot

hasznalva,
EZ

2 _npn2__"—"_
P=p-3;.

Minthogy a skalaris szorzat invaridns,
2

2 - 2.2
p “-'Ez_ _moc.

Innen
E=+c) p*+mic.

impulzus kapesolatot adja meg.

20.5-25 a relativisztikus energia

20.5-25
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20.0. A tér empirikus dimenzidszama

Megallapitottuk, hogy a fényterjedés Ieirdsakor célszerli a négykomponens(
mennyiségek haszndlata. A helyvektorok meghatarozasara azonban dltaliban
hiromkomponensii mennyiségeket haszndlunk. A kovetkezékben részictesebs
ben vizsgaljuk, hogy mit jelent az, hogy a tér haromdimenzids.

A megdllapitas, mint latni fogjuk, kisérleti tapasztalat eredménye. A tér ponts
jait helyvektorokkal jellemezhetjiik, mérni azonban csak a tér pontjai kozidutl
tdvolsigokat lehet. Felvetddhet tehdt a kérdés, hogy adott Py, P,, .. ., Py pons
tok kozotti r,, tavolsdgok ismeretében hogyan hatarozhatjuk meg az cpyes
pontok helyvektorait. (r,; a P, és P, pontok tavolsigat jelenti.) A G metrikus
tenzorral jellemzett ferdeszogili koordinata-rendszerben a P, pontok r*) hely-
vektorai és az r,, tavolsagértékek kozott az

r® —rMGE® —rMN=r2, (k,1=0,1,2, ...,N) 20.6-1

osszefiiggésnek kell fennallnia.

20.6-1 G és r,, (k,1=0, 1, ..., N) ismeretében egy egyenletrendszert szolgils
tat a helyvektorok meghatarozasara. Az egyenletrendszer csak akkor oldhatd
meg, ha a mérések azt mutatjak, hogy

Yir=F -

A tapasztalat azt mutatja, hogy az egyes helyvektorok harom komponenssel =
jellemezhetdk. Igy elegendGen nagy N esetén a 20.6-1 egyenletrendszer talha-
hatarozott, hiszen az —N(—N2—+Q egyenlet csak 3(N+1) ismeretlent tartalmaz.
Ez arra mutat, hogy a mért r,; tavolsagértékek kozott meghatarozott kapeso-
latoknak kell fennallni. Minthogy pontosan ezek a kapcsolatok teszik lehetove,
hogy a tér pontjait hairomkomponensii mennyiségekkel jellemezziik, ezek az
Osszefiiggések jellemzik a tér haromdimenzids voltat is.

A jellegzetes Osszefiiggések pontosabb megismerésére altalanositsuk a 20.6-1
Osszefuggést. Teljesen formalisan tételezziik fel, hogy G N X N-es matrix ¢s az
r*) mennyiségek N komponensiiek.

Hasznaljuk tehat 20.6-1 helyett az

(x (% ’—x“’)G(x‘"’——x“’): rkZI 20.6-2
osszefiiggést, ahol

(k)

R & K i
s et R L T (T )

komponensii mennyiséget jelol.
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20.6-2 Komponensek b kilrvie o

.\‘ ( “l: ) ‘,I.{“]" 'I.....( . Il'l ) ‘;(.“) ri’ 20.6-3
wlnk ot Ol.
Vezessuk be az
Siom = x5 20.6-4

i e

matrixot, és minthogy 20.6-2-ben csak kiilonbségek szerepelnek, tételezziik fel,

hogy

x®=0, azaz xP=0 (m=1,...,N). 20.6-5

b

20.6-4 és 20.6-5 felhasznalasaval 20.6-3-at az
(SGS),+(SGS),,— 2(SGS),,=12, 20.6-6
nlukban irhatjuk fel. Mivel

(SGg)-“\ = ri 0

20.6-6 egyenértékii az o
SGS=R 20.6-7
formulaval, ahol

1
Rklzi(rio-l'r%()—rlzd)' 20.6-8

20.6-8 egy szimmetrikus mdtrixot definidl, amelynek elemei méréssel, tchit cm-
pirikusan hatarozhatok meg.
Valasszunk most S-ként egy tetsz6leges N X N-es matrixot, amelyre det S 0.
20.6-7-bdl ekkor a
G=S'RS"! 20.6-9

osszefiiggés adodik. Az S matrix elemei a 20.6-9-nek megfelelé G metrikus ten-
sorral meghatarozott koordinata-rendszerben adjak meg az egyes helyvektorok
koordinatait. N komponensii helyvektorokkal tehat mindig kiclégithetjitk a
mért tavolsagértékekre és a helyvektorokra vonatkozo 20.6-2 osszefiiggeést.

Vizsgaljuk meg most, hogy mi a feltétele annak, hogy a helyvektorokat ke-
vesebb, pl. 3 komponenst mennyiségekkel jellemezhessiik. Megallapithato,
hogy a tér pontjait tobbféle helyvektorral is jellemezhetjiik. Amennyiben ugyan-
iy az x*®) vektorok kiclégitik a 20.6-2 osszefiiggést, akkor az x*)" vektorok is
kiclégitik, ha

XPOGX () x K G (), 20.6-10
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20010 pn2
(X5 e N KNG 2060
esetben teljesiil.
Amennyiben det G 20, akkor a 20.6-11 cgyenletrendszernek csak o (rivialia
megoldisa étezik, tehat
X 0 = x k)"

vagyis a helyvektorok megadasa egyértelmii.
Ha azonban det G =0, akkor 20.6-f1 nem trividlis megoldiasokkal is rendels
kezik. A lincdris egyenletrendszerck elméletébdl tudjuk, hogy

W(G)=N—n 20.6-12
esetén az
y k) =x () x (K’

vektorok n komponensét szabadon valaszthatjuk.
Legyen a szabadon valasztott komponensek értéke

a3 I (VN () [N A

Lkkor 20.6-2 x*)" megoldasrendszerének megfelel6 n komponense eltiinik,
vagyis a helyvektorokat meghatarozé

SRR 20,61

komponensii mennyiségekben csak N —n érték nem zérus. Elhagyva a teljesen
fclesleges azonosan zérus komponenseket, N —n komponens(i vektorokat kis®
punk. Ekkor természetesen a G matrix is redukdlhaté a megfeleld (N n) »
X (N — n)-es matrixsza.

Amennyiben

C)=N=n=3,

akkor a 20.6-1 egyenlet kielégithetS, ami azt jelenti, hogy a tér haromdimens
7i6s.

A G mdtrix rangjanak megdllapitdsa az empirikus adatok alapjan elég boe
nyolult lenne. 20.6-7 értelmében azonban

SGS=R,

¢s mivel det S0, a 11.14-1-ben targyalt tétel értelmében G és R rangja megs
cgyczik. R elemei empirikusan meghatarozhaték, igy R rangjanak meghatdiros
zasival G rangja is megallapithatd.

A fentickbdl kovetkezik, hogy a tér dimenzidszdma a 20.6-8 matrix rangjis
nak meghatarozasaval empirikusan megallapithaté.
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. ¥ = —_—=—
A tapaszindat gl m H
TELS RN
~ Ppyes Konkrét esetekben o ment értekek alapjin

R 2
[\t
RR)=1|
is adodhat. Ezekben az esetekben a vizsgalt pontok egy sikban, ill. egy cgyene-
wen helyezkednek el. Ekkor a vizsgélt pontok helyvektorai két-, ill. egykompo-
nensti mennyiségekkel jellemezhetdk.
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FOGGELEK

Komplex szamok

1. Bevezetés

Az 1. fejezetben roviden ismertettiilk a szamfogalom kialakuldsat, leirtuk a
valos szamtest felépitését.

Megéllapitottuk, hogy a szdmfogalom bdvitése mindig akkor valt sziikséges-
s¢, amikor egyes miiveleteket nem tudtunk elvégezni. A valés szdmok korében
a négy alapmiivelet mindig elvégezhetd.

Egyes algebrai egyenletek megolddsakor azonban még a valds szdmok hal-
maza is sziiknek bizonyul. A kovetkez6kben ezen hidnyossdg kikiiszobolése
¢éljabol tovabb bévitjitkk a szdmfogalmat.

A bdvités alapelve most is az eddigi miiveleti szabalyok lehetdség szerinti
¢érvényben tartasa lesz. Ervényben akarjuk tehdt tartani az 1.2-1—1.2-10 szabé-
lyokat.

2. Az imaginéarius egység

Az
1+x2=0 2-1

cgyenletnek nincs megoldésa a valos szdmok kozott. A 2-1 egyenlet megoldasat
jeloljik
V-1=i 2-2

-vel. Nyilvanvalo, hogy a 2-2 szam definicidja tulajdonképpen a 2-1 egyenlet.
Az elézbek értelmében tegyiik fel, hogy az igy definidlt i mennyiség eleget tesz
az 1.2-1—1.2-10 szabalyoknak. igy az un. komplex szdmok algebrajahoz ju-
tunk.

Megjegyezziik, hogy 2-2-bdl kovetkezik, hogy

i 18
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tehat mivel (- 1) 4 i,

(' ‘i)z;' - l,
vagyis amennyiben 2-1-nek van megoldasa, akkor két megoldassal kell, hopy
rendelkezzen. Ezeket + i-vel jeloljiik.
Szorzassal és Osszeadassal i-t €s a természetes szamokat felhasznalva
z=a+ib ] 2-3

tipusti szamokhoz jutunk. A 2-3 alakt szamokat komplex szamoknak neveazs
ziik. A komplex szdmok egy valds (a) és egy képzetes vagy imaginarius (ih)
részbdl allnak.

3. Komplex szamok Osszege €és szorzata
Legyen
Zi=a,+ib, z,=a,+ib,; 3-1
az asszociativ és disztributiv torvényt alkalmazva:
ziv+z=(a,+ib)+ (ay+ib)=a,+ a,+ i(b; + by), 32

vagyis két komplex szam Osszegét Gigy kapjuk, hogy a realis részeket és az imis
ginarius részeket kiilon-kiilon dsszeadjuk, és igy az dsszeg redlis és imagindriug
rész¢hez jutunk. Hasonlé médon adodik a szorzat

z,zy=(a,+ ib,Xa,+ ib,)=a,a,— b,b,+ i(a,b, + a,b,) 33

kifcjezése.

A komplex szdm konjugditja

l.egyen
z=a+ib. 3.4
A
z*=a—ib 3-5

komplex szamot a z komplex szdm konjugdltjanak nevezziik. Egy komplex
szam ¢s konjugdltja kozott fennallnak a

Z+z¥=2a, zz¥=a*+h? 3-6

dsszefliggesek, tehdt mind az 6sszeg, mind a szorzat valds szamra vezet.

270




4, Komplex szamok osztisa

Legyen
ZIZZL" Z, “I
nkkor definicio szerint
Z
2=
Z

Ha z, és z, 3-1-nek megfeleld alaka, és Z-t a

Z=A+iB ] 4-2
alakban keressiik, akkor
3-3, 4-1 és 4-2 osszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy

A=a,a,— bb,
B:alb2+azbl. 4'1

I'ckintsiik 4-3-ban az a;-et és b,-et ismeretlennek. Rendezve az egyenletrend-
szert:
A02+Bb2=al(a§+b§),

= Ab2 + Ba2= bl(ai + bg).

Ebbol
i Aaz+ Bbz L Baz" Abz
STEZYE TR it
ha a2+ b2=0, vagyis ha z,=0. gy
~ Aa,+Bb, . Ba,—Ab, 4-5

z= i
Y e @re

tehat a zg mennyiséget komplex szamként kifejeztiik.
2
Megjegyzés: Minthogy z,z,=2,z,, ezért a fenti kifejezésnél nem kell kii-
lonbséget tenni, hogy Z-t balrdl vagy jobbrol osztjuk z,-vel. Kiilonleges escl,
ha Z=1. Ebben az esetben 41, B=0. A

z,=z=a+ib
jeloléssel
1 a S

! 4 4-(
2 @t P a4 h? .

4-6-ot roviden az
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| a-—ib
2 a4 h?

4.

alakban is kifejezhetjik.

Az osztas miveletét a tovabbiakban _ -vel valé szorzassal is kifcjezhetjik.

5. Gyokvonas

Felmeriilhet a gyand, hogy amint ¥ — 1 =i az imaginarius szamokra, Vi n
Ujabb szamtipusra vezet. Ez azonban nem igy van. Legyen

z=a+ib, Z=A+iB
z=VZ, =2, 51

vagyis
(a+ib)*=A+iB,
tehat
a’— b2+ 2abi=a+iB,
¢és

a*—b>=A4, 2ab=B8B. 52

A fenti egyenletrendszer valés megoldasa

I/+VA2+BZ+A |/+V}12+BZ—A
ai= B b= N, SRR
2 2
ahol a kiils6é gyokoket egyforma elGjellel kell valasztani.
Tehat

z==

l/+VA2+Bz+A .‘/+V§2+32—A l

Ha példaut Z=1, akkor 4 =0, B=1 és
Viliog: A28 5-3
V2

Ellendrzésképpen emeljiik négyzetre az egyenlet jobb oldalat,

1+i V¢ 1+2i—1
% e e
V2

adodik. (Amint varhaté is.)
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0, Az algebra alaptétele

Az
ax?+bx+c¢=0 0-1

valOs epyiitthatéji masodfoku egyenlet megoldoképlete,

il 72 TIPS
b it e s ok

2a

n komplex szimok bevezetése utdn a

b*<4dac
esctben is értelmet nyer.
Iibben az esetben az egyenletnek két komplex megoldasa van. 6-2 azonbun
ukkor is megoldast ad, ha a, b komplex szamok.
Altalanosan kimutathato, hogy az n-ed fokii komplex egyiitthatos

xtt+ax~'+...+a,=0

epyenlet n komplex gydkkel rendelkezik. A gyokok kodzott persze eldfordulhat-
nak tobbszoros gyokok is. Ezt a tételt nevezik az algebra alaptételénck.

7. A komplex szamsik

A komplex szdmokat egy sik pontjaival szemléltetjiikk. Legyen ¥ epy derék-
kz0gli koordinata-rendszer. A z szamot annak a P pontnak feleltetjiik meg,
amelynek abszcisszdja z valds része, ordinatdja pedig z imagindrius része.
A komplex szdmokhoz tartozoé pontok halmazat komplex szamsiknak nevez-
ik,

A z szamot a komplex sikban vektor- f

ral abrazoljuk. Abrazolva a

z=a+ib
(&
Z=A+iB 7-1 b+B| B
komplex szamokat, a
z+Z=(a+A)+ib+ B) 7-2

il (53 |
Osszegvektorrdl megallapithatd, hogy
peometriailag a vektorok osszepezésére
vonatkozé paralelogrammaszabilynak
tesz cleget (F.1. dbra). F.1. dbra
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8. A komplex szamok trgonometrikus alak ji

Abrizoljuk a

z=a+ib L

szamot a komplex sikon. Jeloljik P-vel a z-nck m
feleld vektor végpontjat. A P pont origbtdl mért tiy

sagat az F. 2. dbra alapjin az \|

F.2. dbra r= Vz;é"; = Vc_zz-i_- b? v )

formuldval sziamithatjuk ki. Az OP vektor a valos tengellyel ¢ szoget zir
melyre

@ . b
COS(p=; sm<p=;.

Megjegyzés: A szognek mind cosinusat, mind sinusat meg kell adni az ¢
¢értelm jellemzéshez.
A z szamot 8-2 és 8-3 alapjan a

z=r (cos ¢ +1sin p)

formulaval is megadhatjuk. r-et z modulusanak, g-t pedig fazisanak is nev
zik.

8-4 a z komplex szdm un. trigonometrikus alakja.
A z komplex szam konjugaltjat definicié szerint a

z*=r (cos p—isin ¢)

képlettel hatarozhatjuk meg. A trigonometrikus fiiggvények tulajdonsiy
alapjan 8-5 atirhaté a
z¥=r (cos (—p)+isin (—¢))

formaba. 8-6 szerint egy komplex szdm konjugaltjat ugy kapjuk, hogy a iz
- 1-gyel szorozzuk.

9. Miveletek trigonometrikus alakban adott szimokkal
a) Szorzds
Legyen
z=r (cos ¢+ isin @),

Z=R (cos @+ isin D), 9-1
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anhol wermdéazetonsn ot 1 o, da Kot 1L Dt apy vinlaszguk, hopy
Fovs e a,  rsingeh
Koow o A, Rsin @ B,
9-1 felhasznalasiaval

zZ=rR [cos ¢ cos P sin g sin P+i(sin g cos P +cos ¢ sin D],
tehat
zZ=rR (cos (p+ P)+isin (p+ P)). 9-2
A trigonometrikus alak segitségével, mint az 9-2-bdl lathatd, a szorzis igen

epyszeriien elvégezhetd, hiszen a modulusok szorzédnak, a fazisok pedig epy-
szerlien dsszeadodnak.

1) Hatvdnyozds

A szorzasra vonatkozo6 9-2 szabaly alapjan

z2=r? (cos 2¢p+ i sin 2¢p), 9-3
¢s altaldban
z'=r"(cos np+isinnp) (n=1,2,...). 9-4

9-4-et Moivre-féle formulanak nevezziik.
¢) Gyokvonds

A fentiek alapjdn a gyokvonds is egyszeriien elvégezhetS. Legyen

z=r (cos ¢+ i sin ),
akkor jEL 1 L s .
l’z—l/r [cos [2 (p]—i— i sin [2 (p]] L 9-5

Az, hogy Vet hasznalunk, csak megallapodas, amivel biztositjuk, hogy a ¥

+
komplex szam modulusa ne legyen negativ. 9-5-ben a
z=r (cos (p+ 2m)+ i sin (¢p+ 27)) 9-6

komplex alakot is felhasznalhattuk volna. Ekkor 9-6 segitségével

: 4 'r” g )
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viszont

I |
Cos lztp-i-rr] = —~CO8 5 P>

sin Ir'~+-~r = —si 1 -
2; = n2(]". .

Y-8-at beirva 9-7-be, a 9-6 és 9-7 formulak dsszefoglalhatok a \

Ve 2V { L ristaal

alakban.
Latjuk tehat, hogy komplex szamok is két négyzetgyokkel rendelkeznek.
d) Magasabb gyok

Legyen ismét

z=r(cos ¢+ isin¢), 9-10
akkor
Vz=Vr [cos”i+isin ?], 9-11
n n

ahol ¥razr nemnegativ valos szim n-edik gyoke. 9-11 valoban z n-edik gyokél
adja, hiszen a jobb oldali kifejezés n-edik hatvanya a Moivre-tétel segitségével
éppen z-t ad.

F!

9-11-ben a cosinus- és sinusfiiggvények periodicitasat figyelembe véve, z-t u
z=r(cos (p+2nk)+isin (p+27k)) (k=0, +1, +2,...) 9-12

alakban is felhasznalhatjuk.
Igy 9-11-en kiviil mas n-edik gyokoket is talalunk:

n "

Vamr [cos PEZEE 4 jin PH2HE) g1, ... n-1). NN

r=() csetben 9-13 pontosan n kiilonb6z6 gyokot ad. Valasszuk ¢-t a
O=¢p<2x

intervallumban, 9-13 jobb oldala kiilonb6zé komplex szamokat ad, ha & a
k=0,1,2, ..., n—1 értékeken fut végig. (k=n esetén ismét az elsd, k = 0-val
meghatarozott szamot kapjuk.)

A 9-13 képlet érdekes geometriai jelentéssel bir. A k=0, 1,2, ..., n— l-hez
tartoz6 gyokok a komplex sikban egy, az origd koriil irt szabalyos n-sz6g csiis
csait hatdrozzak meg. Ha specidlisan r=1 és ¢ =0, akkor azt kapjuk, hogy
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y ’l/\ ,"l/
Z, = CO8 I 7uin - (km(), 1,2, ....0=1). )14
n n
9-14 az cpységkorbe irt szabalyos n-sz0g cstcsait adja. Litjuk, hogy komplex
szamokat hasznélva, az n-edik gydk meghatirozisa n érickre vezet, gy az

x'—a=0 (a=0)

cpyenlet n gyokkel rendelkezik. Emlékeztetiink a 6. pontban kimondott algebra
alaptételére, amely szerint a komplex egyiitthatos

X+ Ax "4+ ...+A4,=0 9-15

cpyenletnek, ha az A; szamok nem mindegyike zérus, n komplex gyoke van.
(A mcgoldasok kozott lehetnek tobbszoros gyokok is.)

Belathat6, hogy ha az A, (k=1, 2, ..., n) egyiitthaték valés szamok ¢s x
9-15 megoldasa, akkor x* (az x konjugaltja) is megoldas.

A 9-15 egyenlet csak gy teljesiilhet, ha mind a komplex rész, mind a valos
rész zérus. Legyen z=r (cos ¢+ sin ¢) 9-15 megoldasa. Ekkor

rrcosng+ Ayr" 'cos(n—1)gp+...+4,=0,
i(r"sinng+ Ay 'sin (n—Dop+ ...+ A4, sing)=0.

A fenti két egyenlet minden tovabbi nélkiil teljesiil akkor is, ha a masodikat
l-gyel beszorozzuk. Ez azonban azt jelenti, hogy az eredeti ecgyenletnek a

z*=r (cos ¢ —isin p)

komplex konjugalt is gyoke.

Ebbdl kovetkezik, hogy a valds egyiitthatés egyenletek komplex megoldisai
mindig konjugaltjukkal parban 1épnek fel.

A paratlan fokszamu egyenleteknek igy legalabb egy valoés megoldasa kell
hogy legyen, hiszen a paratlan szamu gydk nem rendezhetd parokba.

Igy a harmadfoku egyenletnek vagy egy valés és két komplex, vagy hiarom
valés gyoke van.
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