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Il. Elektronok kristalyos szilardtestekben

I/C A vezetési elektronok kvantummechanikai Sommerteld-modellje

Fém egyszeri, egydimenzios (1D) modellje:
e pottyok (e): ionok
e kristalyos, periodikus szerkezet A 2. 3. N.

e c-c-kolecsonhatast elhanyagoljuk _’_+'—+_,.,—H X

’
o 1 vezetési elektron per atom O — \"o'CSd”a“A'-"

Kérdések:
(a) Melyek a stacionarius allapotok (energiasajatallapotok)?
(b) Mekkora aramot visznek a stacionarius allapotok?

(¢) Zérus hémérsékleten (T' = 0), zérus fesziiltségnél (U = 0)
mely staciondrius allapotok vannak betoltve?

(d) T =0, U = 0: mekkora aram folyik?



Il. Elektronok kristalyos szilardtestekben

I/C A vezetési elektronok kvantummechanikai Sommerteld-modellje

Kérdések:
(a) Melyek a stacionarius allapotok (energiasajatallapotok)?
(b) Mekkora aramot visznek a stacionarius allapotok?

(¢) Zérus homérsékleten (T = 0), zérus fesziiltségnél (U = 0)

mely stacionarius allapotok vannak betoltve? jm— = == =
]
(d) T'=0, U = 0: mekkora aram folyik? ': ;
¢ 4. 2. 3. N.
—4—4——4x
’
O o — rocSallando
& >
Valaszok: Sommerfeld modell feltevései: L- = M e o
(i) iontorzsek periodikus potencidljat elhanyagoljuk (tiresracs-kozelités)
H=F- =500 = —50-0%(x) = By(x)

(ii) periodikus hatarfeltétel (Born-Karman hatarfeltétel): ¢¥(z = 0) = ¢(x = L)

(iii) N — oo (azaz L — oo) hataresetben a hatarfeltétel tigysem szamit
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I/C A vezetési elektronok kvantummechanikai Sommerteld-modellje
(a) Melyek a stacionarius allapotok (energiasajatallapotok)?

. 272
Gka,Ek: h*k

2Me

Id6fiiggetlen SE megoldasa: ¢(x) = i (x) =

S

Bizonyitas:

energia, Ex [E,]

Tipikus hosszskala: racsallando, a

Tipikus hullamszamskéla: inverz racsallando, k, = 1/a

.. .1 Ak
Tipikus energiaskala: E, = T

3
6
a}
)

hullamszam, k [k,]
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II/C A vezetési elektronok kvantummechanikali Sommerfeld-modellje

(a) Melyek a stacionarius allapotok (energiasajatallapotok)?

ikx _ h%k?
€ y Ek = 2ma

Id6fiiggetlen SE megoldasa: ¢(x) = i (x) =

S

Megjegyzés: a k hullamszam nem lehet tetszoleges a periodikus hatarfeltétel miatt:

Tt T s T Yi(r = 0) = Yp(x = L)
¢ 4. 2. 3. N. ik 0 — | _ JikL
——4—4——4—x N
O o — rocSallands i — kL = 2mm (m egész szam)
& S
—~ . 2
L=N-a %k—%m_éTkm
257.2 .
SF = h”ok > energia, Ej [OE] 0k: hulldmszam-kvantum
2me 35}
30}
Energiaspektrum gg +«—— minden e két allapotot jelol (spin)
abrazolasa: 15|
10¢

.......... o . hullamszam, k [Ok]




II/C A vezetési elektronok kvantummechanikali Sommerfeld-modellje

(b) Mekkora aramot visznek a stacionarius allapotok?

’/ 144 /

Allitas: a k hulldmszamu dllapot drama/dramsiiriisége

7 , e e hk
L I L m,
) 1 dE hk
csoportsebesség: v = T Bk
me /5?] — m
energia, Ey [OE] csoportsebesség, vy [OV]
35} 6f
30} :
25/
20!
150 S, Y
10} -6 -4 |
i : hullamszam, k [9K]
-4}

hullamszam, k [0k]



II/C A vezetési elektronok kvantummechanikali Sommerfeld-modellje

(b) Mekkora aramot visznek a stacionarius allapotok?

Allitas: a k hulldmszamu allapot arama/aramstiriisége

7 . € e hk
— — —— V. =
k= Jk i7 { T m.
taobessd ldE  hk
CSOPOrtsepesseg. Vi — = —
P &R T Rk T me
Bizonyitas:
részecske-aramsiiriiség: j; x(z) = Re (¢k(x)mie¢k(x)) — %gz

e hk

L me

elektromos aramstirtiség: jr(z) = —Gjr,k(CC) =



II/C A vezetési elektronok kvantummechanikali Sommerfeld-modellje

(b) Mekkora aramot visznek a stacionarius allapotok?

Allitas: a k hulldmszamu allapot arama/aramstiriisége

7 , e e hk
— — — 0 p—
k Jk 7 k L m.
csoportsebessé l Lab fir
I : — - —
b 5 U Tk T me

Megjegyzés:
1D: aram: [I| = A, elektromos adramstirtiség: [j] =

2D: aram: |I] = A, elektromos aramstirtiség: |[j] = A/m

3D: dram: [I] = A, elektromos 4ramsfirtiség: [j] = A/m?
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II/C A vezetési elektronok kvantummechanikali Sommerfeld-modellje

(¢) Zérus homérsékleten (T = 0), zérus fesziiltségnél (U = 0)
mely stacionarius allapotok vannak betoltve?

Valasz: Pauli-elv és energiaminimum elve alapjan.

Példa: NV = 10 atom, 1 vezetési elektron per atom

27 27

E — - =

K / N, =10 — 0k 7 T0a
betdltott i lesae 2 | . .

\ Allapotok / betsltott allapotok: 10 db (spin miatt)

\ / Ek _ K2 12 R ]{F _ V2meeF

2Me ! o Me

Fermi-energia, cg
k

hkg

(S]

Fermi-hullamszam, kg 9 Fermi—sebesség: 1tt: vp =




II/C A vezetési elektronok kvantummechanikali Sommerfeld-modellje

Fermi-energia: legmagasabb energiaju betoltott allapot energiaja

Fermi-hullamszam: legmagasabb energiaju betoltott allapot hullamszama

Fermi-sebesseq. legmagasabb energiaju betoltott allapot sebessege

petoltott
\ allapotok

\

Fermi-hullamszam, kg

/

/ betdltott allapotok: 10 db (spin miatt)

21.2
Ep = ZE oy fp = Y2meer

2Me F Me

Fermi-energia, cx
k

hkg

(S]

10 Fermi-sebesséq: itt: vp =



II/C A vezetési elektronok kvantummechanikali Sommerfeld-modellje

(d) T'=0, U = 0: mekkora aram folyik?

Allitas: az dram nulla, I = 0. .
hiszen v_j = —wy,

Bizonyitas: \
&

= Y =Y (—Z)vk:o

kebetoltott kebetoltott

Ex[OE]




II/C A vezetési elektronok kvantummechanikali Sommerfeld-modellje

Feladat: 1D Sommerfeld-modell, 1 elektron per atom, N = N, — oo, a = 2 A.

(a) kp =7
(b) er =7
(c) vp =7

(a) N, darab elektront kell elhelyezni a |[—kp, kr| intervallumban
spin-1 allapotok szama a |—kp, kr| intervallumban:

QkF QkF kF&pJ

6k (2m) T

spin-| allapotok szdma a |—kp, kp| intervallumban: ugyanennyi
Osszes allapot szama a |—kp, kp| intervallumban: QkPT‘r"“N
az elektronok szama megegyezik a betoltott allapotok szamaval:

QkFaﬁJ T
h2 k3 Ne = y kp = — = 7.80—
(b) EFp — QTYLZ ~ 235 eV © T ¥ 2@ nm
(c) vp = ?‘;S'F ~ 9.1 x 10°m/s Megjegyzés: cp, kp, vp az N — oo hataresetben jol definidlt.
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II/C A vezetési elektronok kvantummechanikali Sommerfeld-modellje
Kérdés: 1T > 0, U = 0: Mely stacionarius allapotok vannak betoltve? Mekkora aram folyik?

Valasz:

T=0 T>o -
renegion 7 rCerg &
O| betollest
O [ Volbnindl ey

O
O
°2 =0 O yaorinise
EeT ® | N
@
@

oy betslies.
o Araﬂiv.(ptvx&.ré'a

=4

Fermi-Dirac flggveny, Fermi-Dirac betdltési fuggveny:

f(g7 T7 M) — 1 Boltzmann-adllando:

c_H kg~ 1.4x10728J/K=1.4x 1072m?kgs 2 K™

/' eFBT 41

kémial potencial 13

Termikus fluktuaciok energiaskalaja: kT opa =~ 0.03 eV



II/C A vezetési elektronok kvantummechanikali Sommerfeld-modellje

Kérdés: 1T > 0, U = 0: Mely stacionarius allapotok vannak betoltve? Mekkora aram folyik?

Valasz: N & £(£)T=0l/*)
1
10—
0.8} g
- 0.6} M:
0.4} F
0.2} : V- '
00 .......... 1 ’/ «E(E)T707’) &0_1—-
-10 f 'S

Fermi-Dirac flggveny, Fermi-Dirac betdltési fuggveny:

f(€7 CF7 Iu) — 1 Boltzmann-adllando:

c_H kg~ 1.4x10728J/K=1.4x 1072m?kgs 2 K™

/' eFBT 41

kémial potencial 14

Termikus fluktuaciok energiaskalaja: kT opa =~ 0.03 eV



II/C A vezetési elektronok kvantummechanikali Sommerfeld-modellje

Kérdés: T' > 0, U = 0: Mely stacionarius allapotok vannak betoltve? Mekkora aram folyik?

Valasz:

A hdmeérseékleti (termikus) fluktuaciok
| o : fellazitjak a betoéltési figgvényt”

0.8}
0.6}
0.4
0.2}

00 . . .
-10

Fermi-Dirac flggveny, Fermi-Dirac betdltési fuggveny:

f({{7 CF7 M) — 1 Boltzmann-adllando:

c_H kg~ 1.4x10728J/K=1.4x 1072m?kgs 2 K™

/' eFBT 41

kémial potencial 15

Termikus fluktuaciok energiaskalaja: kT opa =~ 0.03 eV



II/C A vezetési elektronok kvantummechanikali Sommerfeld-modellje
Kérdés: 1T > 0, U = 0: Mely stacionarius allapotok vannak betoltve? Mekkora aram folyik?

Valasz: aram:

I = ;ﬂEk;T, I = —+ ;ﬂEk;T, H)vy = 0

Lo— - /
0.8} \ '

0.6} mert v_p = —vg és f(Ey) = f(E_g)
0.4}
0.2

00t .. ...
-10

Fermi-Dirac flggveny, Fermi-Dirac betdltési fuggveny:

f(€7 CF7 Iu) — 1 Boltzmann-adllando:

c_H kg~ 1.4x10728J/K=1.4x 1072m?kgs 2 K™

/' eFBT 4 1

kémial potencial 16

Termikus fluktuaciok energiaskalaja: kT opa =~ 0.03 eV



II/C A vezetési elektronok kvantummechanikali Sommerfeld-modellje

Kérdés: 1T'=0, U > 0: Mely stacionarius allapotok vannak betoltve? Mekkora az aram?

Valasz: elektromos tér gyorsitja az elektronokat
— elektromos tér atrendezi a betoltési fuggvényt
— nem minden k-ra igaz, hogy f(Fr) = f(—Ex)
— folyik aram

Fermi-energia, cx
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II/C A vezetési elektronok kvantummechanikali Sommerfeld-modellje

Kérdés: Nemkolcsonhato elektronok klasszikus és kvantumos modellje: melyik jobb?

Valasz #1: elektronok jaruléka az allandé térfogaton vett fajhohoz:

kvantumos: C"(/e ) o T (ez egyezik a kisérletekkel)

C‘(/e) A

klasszikus: C‘(/e ) x T9
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Il. Elektronok kristalyos szilardtestekben

11/D Elektronok az egyatomos lanchban

Sommerfeld-modell: szabad elektronok

Egyatomos lanc szoroskotésii modellje atomok szama: N — 5

(i) lancon (racson) ugralé elektronok S
o4 2. 3 Wog

(ii) e-e-kolesonhatést elhanyagoljuk —————4 —>
0 a 2 3 ba Ja X

(iii) 1D kristaly (de altaldnosithatd) ?

(iv) egyfajta atombdl all a lanc race Al and

(v) minden atomon egy palyat vesziink figyelembe

(vi) periodikus hatarfeltétel (pl.: 0. és 5. atom ugyanaz)
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Il. Elektronok kristalyos szilardtestekben

11/D Elektronok az egyatomos lanchban

Elektron allapotjelzoje: hullamfugevény, itt: 5 komplex szam:

(1))

 (5) 4

(o‘(g &((awlé

A hullamfiiggvény normalt: (yY|y) = an}@b(m)P =1

az elektron megtalalasi valdszinlisége az m-ik atomon

20



Il. Elektronok kristalyos szilardtestekben

11/D Elektronok az egyatomos lanchban

Hamilton-operator:

{ ¢
0¢t 00 ¢ : . '

t 0t 00
0 a & 3 la I X

T

(o'uCg &((awbé

H=10¢t01¢0
00¢tO0 ¢t
t 00 ¢ 0

t: atugrasi matrixelem, alagutazasi matrixelem, hopping matrixelem

21



S e

Il. Elektronok kristalyos szilardtestekben

11/D Elektronok az egyatomos lanchban

dinamika: idofuggd Schrodinger-egyenlet

b(1,1) 0¢t00¢t )\ [ Wit
(2, 1) t 0t 00 V(2,1
w(3,t) |1 0¢t0¢to0 w(3,t) | =
U(4,t) 00¢t 0t V(4,1

(5, t) t 00t 0 (5, 1)
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Il. Elektronok kristalyos szilardtestekben

11/D Elektronok az egyatomos lanchban

Stacionarius allapotok: idofuggetlen Schrodinger-egyenletbol

Hi = Ev
0t 00t W(1) W(1)
t 0t 00 (2) Y (2)

0tO0¢toO v(3) | =& | »(3)
00 ¢t 0t W(4) V(4)
t 00t 0 W (5) Y(5)
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Il. Elektronok kristalyos szilardtestekben

11/D Elektronok az egyatomos lanchban

Stacionarius allapotok: idofuggetlen Schrodinger-egyenletbol

‘Hw:Ew Z:6i27r/5

diszkret sikhullamok

energia 2t 2t cos(2m/5) |2t cos(4m /5)|2t cos(6m/5) |2t cos(8m/5)

1 z 2? 23 \ z4 \

1 22 24 20 29
1 1 3 1 6 1 9 1 12

(o NG 1 /5 Z /5 z /5 z NG z
1 o 58 12 .16

1 1 1 1/ 1/
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Il. Elektronok kristalyos szilardtestekben

11/D Elektronok az egyatomos lanchban
Stacionarius allapotok: idofuggetlen Schrodinger-egyenletbol
F[@D:Ew Z:6i27r/5
diszkrét sikhullamok

energia 2t 2t cos(2m/5) |2t cos(4m/5) |2t cos(67/5)|2t cos(8m/5)

1 22 24 z 29

W 1 1 1 3 1 1 4 1 2
NG v5 | * NG < v5 | * NG B

1 24 23 22 A
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Il. Elektronok kristalyos szilardtestekben

11/D Elektronok az egyatomos lanchban

Stacionarius allapotok: idofuggetlen Schrodinger-egyenletbol

energia 2t 2t cos(2m/5) |2t cos(4m/5) |2t cos(67/5)|2t cos(8m/5) = m = = e -
( \ 2 22 (z3 /24 ' :
Y (=Y (=) [ A
1 22 24 z 23 + ,I : 3 ’ { >
(G % 1 % 23 % 2 % z % 22 0 a & 3 L\ﬁ Ja X
1 24 23 22 z T
1 1 1 1 1 /

Altaldnos N esetén:

B = 2t cos(ka) — N db killénbdzé
Yr(m) = Lei’f(ma) «— Sajatérték-sajatvektor par

VN

. ahol k € {0, 6k, 20k, ..., (N — 1)k} és 6k = 2=

20



Il. Elektronok kristalyos szilardtestekben

11/D Elektronok az egyatomos lanchban

Allitas: Legyen k egy megengedett hulldmszam (azaz egész szdmszor k),
és legyen k' = k + 27” [, ahol | egész.
Ekkor k sajatérték-sajatvektor parja ugyanaz mint a k' sajatérték-sajatvektor parja.

(Ezért ilyenkor k-t és k'-t ekvivalens hulldmszdmoknak hivjuk.)

példa: N =5, k= —46k, 1 =1, k' = 6k

T

|
|
0 ok

\ 4
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Il. Elektronok kristalyos szilardtestekben

11/D Elektronok az egyatomos lanchban

Allitas: Legyen k egy megengedett hulldmszam (azaz egész szdmszor k),

és legyen k' = k + 27” [, ahol | egész.

Ekkor k sajatérték-sajatvektor parja ugyanaz mint a k' sajatérték-sajatvektor parja.
(Ezért ilyenkor k-t és k'-t ekvivalens hulldmszdmoknak hivjuk.)

példa: N =5, k= —46k, 1 =1, k' = 6k

|

|

0 ok
Bizonyitas:

Ey = Eyjoni/q = 2tcos [(k + 27l /a)a] = 2t cos(ka + 27l) = 2t cos(ka) = Ej,

wk/(m) _ \/Lﬁeik’ma _ LNei(k—I—Zﬂl/a)ma _ LNeikmaei%Tlm _ LNeikma _ wk (m)
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Il. Elektronok kristalyos szilardtestekben

11/D Elektronok az egyatomos lanchban

Allitas: Legyen k egy megengedett hulldmszam (azaz egész szdmszor k),
és legyen k' = k + 27” [, ahol | egész.
Ekkor k sajatérték-sajatvektor parja ugyanaz mint a k' sajatérték-sajatvektor parja.

(Ezért ilyenkor k-t és k'-t ekvivalens hulldmszdmoknak hivjuk.)

példa: N =5
L] | |§+_+_+_+_+§| L |
NI T
0 0k i
—7/a T/a

Az (Ek, 1) sajatérték-sajatvektor parok hullamszéamait a | — 7 /a, w/a] intervallumbdl szokas valasztani

A

Brillouin-zona vagy elso Brillouin-zona
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Il. Elektronok kristalyos szilardtestekben

11/D Elektronok az egyatomos lanchban

Diszperzios relacio, példa: ¢t <0, N =5

E) = 2t cos(ka)

2t A
1|
— | sav
= 0
Yo | | savszelesseq:
-1| { 4t]
_92! v
10  -05 00 05 10
k [r1/a]



Il. Elektronok kristalyos szilardtestekben

11/D Elektronok az egyatomos lanchban

Diszperzios relacié, példa: ¢ < 0, N — oo (ekkor dk = ]%;; > 0)

E) = 2t cos(ka)

2t A
d
— sav
= o0l
Ll : ¢ ¢ ¢
| savszelesseq:
-1} 4t

| stacionarius allapotok
- vegtelen sUrin
—2t helyezkednek el




\

Osszefoglalas

3.

— -§—+——+—...—4——)x

N\

Ex[OE]

/

e

/

/

.. diszperzios relacio, aram, elektromos tulajdonsagok

k [6K]

2
<D

- =

32

rocSallands

E [|t]]

Sommerfeld- moie”/ \J<08k0t68u modell

_1.0

05

0.0
k [rt/a]

05

1.0



