
Modern Fizika Gépészmérnököknek
Fizika M1

http://physics.bme.hu/BMETE15MX27_kov  
 

2019. őszi félév 

3. előadás 
2019. szeptember 24.

1



Menetrend

1. előadás (sep 10) 
2. előadás (sep 17) 
3. előadás (sep 24) 
4. előadás (okt 01) 
5. előadás (okt 08) 
6. előadás (okt 15) 
7. előadás (okt 22) - 1. zh 
8. előadás (okt 29) 
9. előadás (nov 05)  

nov 12 - nincs előadás 
10.előadás (nov 19) 
11.előadás (nov 26) 
12.előadás (dec 03) 
13.előadás (dec 10) - 2. zh

Elektronok 
kvantummechanikája 

atomokban, 
kristályokban

Alkalmazások 
Miről hallanál szívesen? 

palyi@mail.bme.hu

2

mailto:palyi@mail.bme.hu


(I) Elektronok atomokban
Ism.: Atomok abszorpciós színképe vonalas szerkezetet mutat

fehér 
fénnyaláb

prizma 

hidrogénatomok 
gáza

abszorpciós 
spektrum 

Miért jelennek meg ezek a vonalak? 
A klasszikus fizika nem ad magyarázatot. A kvantumelmélet ad.3



(I) Elektronok atomokban
(I/F) A klasszikus Rutherford-modell nem magyarázza meg az 

atomok vonalas színképét

Project ‘DQDPhonon’ – Overview (v1)

András Pályi
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1
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(Dated: September 23, 2019)

3. ELŐADÁS

Rutherford-modell:

• elektron (e) és proton (p) között Coulomb-vonzás

• proton (p) rögźıtett

• elektron (e) egyenletes körmozgást végez

Feladat: r = 0.2 Å,

(megj: Å: angström, 1 Å= 10
�10

m = 0.1 nm)

(a) v =? (e sebessége)

(b) L = r ⇥ p =? (e impulzusmomentuma)

(c) Emozg =? Ehelyz =? Eteljes = Emozg + Ehelyz =?

(d) Eteljes(Lz) =?

Megoldás:
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q
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�1 ⇡ 0.61 ~

(c) Emozg =
1
2mev

2 ⇡ 36 eV

Ehelyz = � e2

4⇡✏0r
⇡ �72 eV

Eteljes ⇡ �36 eV

(d) Eteljes(Lz) = � 1
2

mee
4

(4⇡✏0)2L2
z

Adatok: (zh-n meg lesznek adva, nem kell bemagolni)

• e töltése: e ⇡ 1.6⇥ 10
�19

As

• e tömege: me ⇡ 9.1⇥ 10
�31

kg

• vákuum permittivitása: ✏0 ⇡ 8.9⇥ 10
�12 s4 A2

kgm3

Rutherford-modell hibái
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Eteljes = Emozg + Ehelyz =? (e teljes energiája)
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r

v

Feladat: Rutherford-atomban r = 0.2 Å.
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• e töltése: e ⇡ 1.6⇥ 10
�19

As

Project ‘DQDPhonon’ – Overview (v1)

András Pályi
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Ehelyz =? (e helyzeti energiája)
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Megoldás:

(a) v =

q
1

4⇡✏0
e2

mer
⇡ 3.6⇥ 10

6
m/s ⇡ 0.012 c

(b) L =

0

BBBBB@

0

0

Lz

1

CCCCCA
= Lzez =

q
mere2

4⇡✏0
ez

Lz ⇡ 6.5⇥ 10
�35

kgm
2
s
�1 ⇡ 0.61 ~

(c) Emozg =
1
2mev

2 ⇡ 36 eV

Ehelyz = � e2

4⇡✏0r
⇡ �72 eV

Eteljes ⇡ �36 eV

(d) Eteljes(Lz) = � 1
2

m2
ee

4

(4⇡✏0)2L2
z

Adatok: (zh-n meg lesznek adva, nem kell bemagolni)



(I) Elektronok atomokban
(I/F) A klasszikus Rutherford-modell nem magyarázza meg az 

atomok vonalas színképét

2

Rutherford-modell hibái, #1 (1)

(2)

r tetszőleges (3)

+ (4)

E tetszőleges (5)

+ (6)

Rutherford-atom abszorpciójának energiafüggése folytonos (7)

+ (8)

nincs vonalas sźınkép (9)

+ (10)

ellentmondás a ḱısérlettel (11)

Rutherford-modell hibái, #2 (12)

(13)

Rutherford-atom elektronja körpályán mozog (14)

+ (15)

elektron gyorsuló mozgást végez (16)

+ (17)

elektron sugároz, energiát vesźıt (18)

+ (19)

elektron bezuhan a protonba (20)

+ (21)

ellentmond a megfigyelésnek (22)

Kérdés: R-atom élettartamának becslése?

Larmor formula, etc http://www.physics.princeton.edu/~mcdonald/examples/orbitdecay.pdf
Bohr-modell: Rutherford-modell + tegyük fel, hogy Lz kvantált:

Lz = Lz,n = n ~, ahol n 2 {1, 2, . . . }
Következmény:
Lz kvantált, az energia pedig E = E(Lz), emiatt

E is kvantált: En = E(Lz,n) = � 1
2

m2
ee

4

(4⇡✏0)2~2
1
n2

Defińıció: 1 rydberg = 1Ry =
1
2

m2
ee

4

(4⇡✏0)2~2 ⇡ 13.6 eV

ÁBRA: koncentrikus karikák, spektrum, etc.

alapállapot

gerjesztett állapotok

Elnevezések: n-ik főkvantumszámú

• energiaszint

• ńıvó

• pálya
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E tetszőleges (5)

+ (6)

Rutherford-atom abszorpciójának energiafüggése folytonos (7)
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+ (17)
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• mágneses térbe helyezett H-gáz abszorpciós spektrumát

• ...

9

Project ‘DQDPhonon’ – Overview (v1)

András Pályi
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3. ELŐADÁS

Rutherford-modell:

• elektron (e) és proton (p) között Coulomb-vonzás

• proton (p) rögźıtett

• elektron (e) egyenletes körmozgást végez

r

v

Feladat: Rutherford-atomban r = 0.2 Å.

(megjegyzés: Å: angström, 1 Å= 10
�10

m = 0.1 nm)

(a) v =? (e sebessége)

(b) L = r ⇥ p =? (e impulzusmomentuma)

(c) Emozg =? (e mozgási energiája)

Ehelyz =? (e helyzeti energiája)

Eteljes = Emozg + Ehelyz =? (e teljes energiája)

(d) Eteljes(Lz) =?

(energia mint az impulzusmomentum z komponensének függvénye)

Megoldás:

(a) v =

q
1

4⇡✏0
e2

mer
⇡ 3.6⇥ 10

6
m/s ⇡ 0.012 c

(b) L =

0

@
0

0

Lz

1

A = Lzez =

q
mere2

4⇡✏0
ez

Lz ⇡ 6.5⇥ 10
�35

kgm
2
s
�1 ⇡ 0.61 ~

(c) Emozg =
1
2mev

2 ⇡ 36 eV

Ehelyz = � e2

4⇡✏0r
⇡ �72 eV

Eteljes ⇡ �36 eV

(d) Eteljes(Lz) = � 1
2

mee
4

(4⇡✏0)2L2
z

Adatok: (zh-n meg lesznek adva, nem kell bemagolni)

• e töltése: e ⇡ 1.6⇥ 10
�19
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Következmény:

Lz kvantált, az energia pedig E = E(Lz), emiatt

E is kvantált:

En = E(Lz,n) = � 1
2

m2
ee

4

(4⇡✏0)2~2
1
n2 ⇡ �13.6 eV

1
n2

[ Defińıció: 1 rydberg = 1Ry =
1
2

m2
ee

4

(4⇡✏0)2~2 ⇡ 13.6 eV ]

energia (eV)

ÁBRA: koncentrikus karikák, spektrum, etc.

alapállapot

gerjesztett állapotok

Elnevezés: n-ik főkvantumszámú energiaszint vagy ńıvó vagy pálya vagy elektronállapot

E2 � E3 = 1.9 eV (Balmer-↵)

E2 � E4 = 2.55 eV (Balmer-�)

...

Bohr-modell megmagyarázza a H-atom vonalas sźınképét!

ÁBRA: Balmer-táblázat + energiakülönbségek

De: Bohr-modell nem magyarázza meg például:

• a periódusos rendszer szabályait

• mágneses térbe helyezett H-gáz abszorpciós spektrumát

• ...
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Lz kvantált, az energia pedig E = E(Lz), emiatt

E is kvantált:
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Lz kvantált, az energia pedig E = E(Lz), emiatt

E is kvantált:
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En = E(Lz,n) = � 1
2

m2
ee

4

(4⇡✏0)2~2
1
n2 ⇡ �13.6 eV

1
n2
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ÁBRA: Balmer-táblázat + energiakülönbségek
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E2 � E3 = 1.9 eV (Balmer-↵)

E2 � E4 = 2.55 eV (Balmer-�)

...

Bohr-modell megmagyarázza a H-atom vonalas sźınképét!
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[ Defińıció: 1 rydberg = 1Ry =
1
2

m2
ee

4

(4⇡✏0)2~2 ⇡ 13.6 eV ]

energia (eV)

�13.6 �3.4 �1.5 �0.85

n = 1 n = 2 n = 3 n = 4
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• mágneses térbe helyezett H-gáz abszorpciós spektrumát

• ...

3

Következmény:
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• ńıvó
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En = E(Lz,n) = � 1
2

m2
ee

4

(4⇡✏0)2~2
1
n2 ⇡ �13.6 eV

1
n2
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ÁBRA: Balmer-táblázat + energiakülönbségek
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En = E(Lz,n) = � 1
2

m2
ee

4

(4⇡✏0)2~2
1
n2 ⇡ �13.6 eV

1
n2
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alapállapot

gerjesztett állapotok
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• a periódusos rendszer szabályait
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Lz kvantált, az energia pedig E = E(Lz), emiatt

E is kvantált:
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De: Bohr-modell nem magyarázza meg például:
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alapállapot

gerjesztett állapotok
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• mágneses térbe helyezett H-gáz abszorpciós spektrumát

• ...

3
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De: Bohr-modell nem magyarázza meg például:
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Álĺıtás: megoldásokat (n, l,ml) egész számok indexelik:

• főkvantumszám: n 2 {1, 2, 3, . . . }
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Laplace-operátor : � ⌘ @
2
x + @

2
y + @

2
z

 -t szorzatalakban keressük:  (r, ✓,') = R(r) · Y (✓,')
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kötött állapot, rezeg a gödörben

v0 = 0

Hamilton-operátor:
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• főkvantumszám: n 2 {1, 2, 3, . . . }
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szórási állapot, kijut a gödörből
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kötött állapot, rezeg a gödörben

v0 = 0



(I) Elektronok atomokban
(I/H) A hidrogénatom energiaspektruma és 

energiasajátállapotai

5
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• főkvantumszám: n 2 {1, 2, 3, . . . }
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• mellékkvantumszám: l 2 {0, 1, . . . , n� 1}
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Ĥ =
p̂2
x+p̂2

y+p̂2
z

2me
� e2

4⇡✏0r
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 normált, és a ( , E) pár kieléǵıti
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 normált, és a ( , E) pár kieléǵıti
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• főkvantumszám: n 2 {1, 2, 3, . . . }
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olyan ( , E) párokat, melyben
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 -t szorzatalakban keressük:  (r, ✓,') = R(r) · Y (✓,')

Álĺıtás: megoldásokat (n, l,ml) egész számok indexelik:
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Álĺıtás: kötött állapotok energiaspektruma diszkrét
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2
x + @

2
y + @

2
z ]

Álĺıtás: A kötött állapotok (�1 < E < 0) energiaspektruma diszkrét, és uaz mint a Bohr-modellben:
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• mellékkvantumszám: l 2 {0, 1, . . . , n� 1}

• mágneses kvantumszám: ml 2 {�l,�l + 1, . . . , l � 1, l}
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Álĺıtás: A kötött állapotok (�1 < E < 0) energiaspektruma diszkrét, és uaz mint a Bohr-modellben:

En = � 1
2

m2
ee

4

(4⇡✏0)2~2
1
n2 ⇡ �13.6 eV

1
n2

 -t szorzatalakban keressük:  (r, ✓,') = R(r) · Y (✓,')

Álĺıtás: megoldásokat (n, l,ml) egész számok indexelik:

• főkvantumszám: n 2 {1, 2, 3, . . . }
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(I) Elektronok atomokban

(I/I) Elektronállapotok hidrogénatomban
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2
x + @

2
y + @

2
z ]

 -t szorzatalakban keressük:  (r, ✓,') = R(r) · Y (✓,')

Álĺıtás: megoldásokat (n, l,ml) egész számok indexelik:
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Álĺıtás: kötött állapotok energiaspektruma diszkrét

energia, E
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kötött állapotok energiatartománya: �V0 < E < 0
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Energia (klasszikusan):

E =
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helyzeti energia: Coulomb-vonzás

r = |r| =
p

x2 + y2 + z2

Hamilton-operátor:

Ĥ =
p̂2
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� ~2
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2
y + @

2
z

�
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kicsit rövidebben:

� ~2

2me
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[ Defińıció: Laplace-operátor : � ⌘ @
2
x + @

2
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 -t szorzatalakban keressük:  (r, ✓,') = R(r) · Y (✓,')

Álĺıtás: megoldásokat (n, l,ml) egész számok indexelik:

7

Keressük az (E, ) megoldásokat, ahol

 normált és kötött állapot (�1 < E < 0)

 -t szorzatalakban keressük:  (r, ✓,') = R(r) · Y (✓,')

Álĺıtás: megoldásokat (n, l,ml) egész számok indexelik:

• főkvantumszám: n 2 {1, 2, 3, . . . }

• mellékkvantumszám: l 2 {0, 1, . . . , n� 1}

• mágneses kvantumszám: ml 2 {�l,�l + 1, . . . , l � 1, l}

 nlml(r, ✓,') = Rnl(r)Y
ml
l (✓,')

Y
ml
l (✓,'): gömbfüggvények (spherical harmonics)

Feladat: hányszorosan degenerált az n = 3 ńıvó?

⇢(r, t) = | (r, t)|2

j(r, t) = Re

⇣
 
⇤
(r, t) p̂

me
 (r, t)

⌘
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(I) Elektronok atomokban
(I/I) Elektronállapotok hidrogénatomban
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7

név n, l,ml Enlml  nlml(r, ✓,')

1s 1,0,0 �1Ry R10(r) 1p
4⇡

2s 2,0,0 � 1
4 Ry R20(r) 1p

4⇡

2p�1 2,1,-1 � 1
4 Ry R21(r)

q
3
4⇡ sin ✓e�i'

2p0 2,1,0 � 1
4 Ry R21(r)

q
3
4⇡ cos ✓

2p+1 2,1,1 � 1
4 Ry R21(r)

q
3
4⇡ sin ✓ei'

. . . . . . . . . . . .

Keressük az (E, ) megoldásokat, ahol

 normált és kötött állapot (�1 < E < 0)

 -t szorzatalakban keressük:  (r, ✓,') = R(r) · Y (✓,')

Álĺıtás: megoldásokat (n, l,ml) egész számok indexelik:

• főkvantumszám: n 2 {1, 2, 3, . . . }

• mellékkvantumszám: l 2 {0, 1, . . . , n� 1}

• mágneses kvantumszám: ml 2 {�l,�l + 1, . . . , l � 1, l}

 nlml(r, ✓,') = Rnl(r)Y
ml
l (✓,')

Y
ml
l (✓,'): gömbfüggvények (spherical harmonics)

Defińıció: degenerált ńıvó: pl. az n = 2 főkvantumszámú pálya négyszeresen degenerált,

mert az E2 energiához négy különböző pálya tartozik.

Feladat: Hányszorosan degenerált az n = 3 ńıvó?

Megoldás: 9-szeresen degenerált. Indoklás:

Az n = 3 főkvantumszámhoz l = 0 vagy l = 1 vagy l = 2 mellékkvantumszám tartozhat.

Az l = 0-hoz egyetlen mágneses kvantumszám tartozik (ml = 0).

Az l = 1-hez három mágneses kvantumszám tartozik (ml 2 {�1, 0, 1}).
Az l = 2-höz öt mágneses kvantumszám tartozik (ml 2 {�2,�1, 0, 1, 2}).
Tehát 1 + 3 + 5 = 9 mágneses alńıvó tartozik az n = 3 főkvantumszámhoz.

Axióma: Valójában minden pályához két spin-állapot (", #) tartozik.

Tehát a spint is figyelembe véve

1. az n = 1 ńıvó 2⇥ degenerált,

2. az n = 2 ńıvó 8⇥ degenerált,

3. az n = 3 ńıvó 18⇥ degenerált,

4. stb.

energiaszint, 
nívó

stacionárius állapot, 
atomi pálya, 

pálya
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(I/I) Elektronállapotok hidrogénatomban
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név n, l,ml Enlml  nlml(r, ✓,')

1s 1,0,0 �1Ry R10(r) 1p
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2s 2,0,0 � 1
4 Ry R20(r) 1p
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2p�1 2,1,-1 � 1
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. . . . . . . . . . . .

Keressük az (E, ) megoldásokat, ahol

 normált és kötött állapot (�1 < E < 0)

 -t szorzatalakban keressük:  (r, ✓,') = R(r) · Y (✓,')

Álĺıtás: megoldásokat (n, l,ml) egész számok indexelik:

• főkvantumszám: n 2 {1, 2, 3, . . . }

• mellékkvantumszám: l 2 {0, 1, . . . , n� 1}

• mágneses kvantumszám: ml 2 {�l,�l + 1, . . . , l � 1, l}

 nlml(r, ✓,') = Rnl(r)Y
ml
l (✓,')

Y
ml
l (✓,'): gömbfüggvények (spherical harmonics)

Defińıció: degenerált ńıvó: pl. az n = 2 főkvantumszámú pálya négyszeresen degenerált,

mert az E2 energiához négy különböző pálya tartozik.

Feladat: Hányszorosan degenerált az n = 3 ńıvó?

Megoldás: 9-szeresen degenerált. Indoklás:

Az n = 3 főkvantumszámhoz l = 0 vagy l = 1 vagy l = 2 mellékkvantumszám tartozhat.

Az l = 0-hoz egyetlen mágneses kvantumszám tartozik (ml = 0).

Az l = 1-hez három mágneses kvantumszám tartozik (ml 2 {�1, 0, 1}).
Az l = 2-höz öt mágneses kvantumszám tartozik (ml 2 {�2,�1, 0, 1, 2}).
Tehát 1 + 3 + 5 = 9 mágneses alńıvó tartozik az n = 3 főkvantumszámhoz.

Axióma: Valójában minden pályához két spin-állapot (", #) tartozik.

Tehát a spint is figyelembe véve

1. az n = 1 ńıvó 2⇥ degenerált,

2. az n = 2 ńıvó 8⇥ degenerált,

3. az n = 3 ńıvó 18⇥ degenerált,
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Keressük az (E, ) megoldásokat, ahol
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Defińıció: degenerált ńıvó: pl. az n = 2 főkvantumszámú pálya négyszeresen degenerált,

mert az E2 energiához négy különböző pálya tartozik.

Feladat: hányszorosan degenerált az n = 3 ńıvó?
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(I/I) Elektronállapotok hidrogénatomban
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Álĺıtás: megoldásokat (n, l,ml) egész számok indexelik:
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Feladat: Hányszorosan degenerált az n = 3 ńıvó?

Megoldás: 9-szeresen degenerált. Indoklás:

Az n = 3 főkvantumszámhoz l = 0 vagy l = 1 vagy l = 2 mellékkvantumszám tartozhat.

Az l = 0-hoz egyetlen mágneses kvantumszám tartozik (ml = 0).

Az l = 1-hez három mágneses kvantumszám tartozik (ml 2 {�1, 0, 1}).
Az l = 2-höz öt mágneses kvantumszám tartozik (ml 2 {�2,�1, 0, 1, 2}).
Tehát 1 + 3 + 5 = 9 mágneses alńıvó tartozik az n = 3 főkvantumszámhoz.

Axióma: Valójában minden pályához két spin-állapot (", #) tartozik.

Tehát a spint is figyelembe véve

1. az n = 1 ńıvó 2⇥ degenerált,

2. az n = 2 ńıvó 8⇥ degenerált,

3. az n = 3 ńıvó 18⇥ degenerált,

4. stb.
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(I) Elektronok atomokban

(I/I) Elektronállapotok hidrogénatomban

7

Keressük az (E, ) megoldásokat, ahol

 normált és kötött állapot (�1 < E < 0)

 -t szorzatalakban keressük:  (r, ✓,') = R(r) · Y (✓,')

Álĺıtás: megoldásokat (n, l,ml) egész számok indexelik:

• főkvantumszám: n 2 {1, 2, 3, . . . }

• mellékkvantumszám: l 2 {0, 1, . . . , n� 1}

• mágneses kvantumszám: ml 2 {�l,�l + 1, . . . , l � 1, l}

 nlml(r, ✓,') = Rnl(r)Y
ml
l (✓,')

Y
ml
l (✓,'): gömbfüggvények (spherical harmonics)

Defińıció: degenerált ńıvó: pl. az n = 2 főkvantumszámú pálya négyszeresen degenerált,

mert az E2 energiához négy különböző pálya tartozik.

Feladat: Hányszorosan degenerált az n = 3 ńıvó?

Megoldás: 9-szeresen degenerált. Indoklás:

Az n = 3 főkvantumszámhoz l = 0 vagy l = 1 vagy l = 2 mellékkvantumszám tartozhat.

Az l = 0-hoz egyetlen mágneses kvantumszám tartozik (ml = 0).

Az l = 1-hez három mágneses kvantumszám tartozik (ml 2 {�1, 0, 1}).
Az l = 2-höz öt mágneses kvantumszám tartozik (ml 2 {�2,�1, 0, 1, 2}).
Tehát 1 + 3 + 5 = 9 mágneses alńıvó tartozik az n = 3 főkvantumszámhoz.

Axióma: Valójában minden pályához két spin-állapot (", #) tartozik.

Tehát a spint is figyelembe véve

1. az n = 1 ńıvó 2⇥ degenerált,

2. az n = 2 ńıvó 8⇥ degenerált,

3. az n = 3 ńıvó 18⇥ degenerált,

4. stb.

⇢(r, t) = | (r, t)|2

j(r, t) = Re

⇣
 
⇤
(r, t) p̂

me
 (r, t)

⌘
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(I) Elektronok atomokban

Az elektronfelhő alakja az egyes energiasajátállapotokban

23

hasonló, mint a  
klasszikus elektronpályák 

a Rutherford- és a Bohr-modellben
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(I) Elektronok atomokban

(I/I) Elektronállapotok hidrogénatomban

8

Mit jelent az, hogy ”forgó”?

Részecskesűrűség (3D): ⇢(r, t) = | (r, t)|2.

Részecske-áramsűrűség (3D): j(r, t) = Re

⇣
 
⇤
(r, t) p̂

me
 (r, t)

⌘
.

Stacionárius állapotban: ⇢(r, t) = ⇢(r) és j(r, t) = j(r).

Néha j(r) = 0, például 1s, 2s, 2p0 pályákon.

Néha j(r) 6= 0, például 2p�1 és 2p+1 pályákon.
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m = -1 m = +1
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Összefoglalás
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Rutherford-atommodell 
(klasszikus)

Bohr-atommodell 
(félklasszikus)

Schrödinger-egyenlet 
(kvantumos)


