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(I) Elektronok atomokban
(I/A) Atomok abszorpciós színképe vonalas szerkezetet mutat

fehér 
fénnyaláb

prizma 

hidrogénatomok 
gáza

abszorpciós 
spektrum 

Miért jelennek meg ezek a vonalak? 
A klasszikus fizika nem ad magyarázatot. A kvantumelmélet ad.
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• 4 abszorpciós sźınképvonal

• ez a ,,Balmer-sorozat”

• további vonalak láthatók más �-tartományokban

(I/A) Atomok abszorpciós színképe vonalas szerkezetet mutat
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• 4 abszorpciós sźınképvonal

• ez a ,,Balmer-sorozat”

• további vonalak láthatók más �-tartományokban

Emlékeztető:

• E = h⌫

• c = �⌫

• 1 eV = 1 elektronvolt ⇡ 1.6⇥ 10�19 J

• SI alapegységek:
méter (m)
kilogram (kg)
szekundum (s)
amper (A)

• J = kgm2 s�2
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Emlékeztető:
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• �: fény hullámhossza
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(I/B) Klasszikus mechanika:  
állapotjelzők, fizikai mennyiségek, mozgásegyenlet 

Példa: szabadesés
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• sebesség : v(t) = ẋ(t) ⌘ dx(t)
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• 4 abszorpciós sźınképvonal

• ez a ,,Balmer-sorozat”

• további vonalak láthatók más �-tartományokban

Emlékeztető:

• E = h⌫

• c = �⌫

• 1 eV = 1 elektronvolt ⇡ 1.6⇥ 10
�19

J

• SI alapegységek:

méter (m)

kilogram (kg)

szekundum (s)

amper (A)

• J = kgm
2
s
�2

• E foton energiakvantuma

• Planck-állandó: h ⇡ 6.6⇥ 10
�34

m
2
kg s

�1

• fénysebesség: c ⇡ 3⇥ 10
8
m/s

• �: fény hullámhossza

• ⌫: fény frekvenciája

Állapotjelzők:

• poźıció vagy hely vagy koordináta: x(t)

• sebesség : v(t) = ẋ(t) ⌘ dx(t)
dt

Mindkettő R ! R függvény

Fizikai mennyiségek: poźıció, sebesség, gyorsulás, ...

Mozgásegyenlet: Newton II.

F = ma 7! �mg = mv̇(t) 7! v̇(t) = �g, ẋ(t) = v(t)

Kezdeti feltételek: x(t = 0) = 1m, v(t = 0) = 0
m
s

Kérdés: x(t) =?, v(t) =?

Megoldás: x(t) = h� gt
2
/2, v(t) = �gt

ẋ(t) = v(t), v̇(t) =
F0

m
sin(2⇡ft)� k

m
x(t)

Numerikus megoldás:

ẋ(t) = lim�t!0
x(t+�t)�x(t)

�t seǵıtségével

ẋ(t) = v(t) 7! x(t+�t) ⇡ x(t) + v(t)�t

v̇(t) = F (t)/m 7! v(t+�t) ⇡ v(t) + F (t)�t/m

Ez a megoldás egyre pontosabb, ha �t ! 0.

Mozgási és helyzeti energia.



(I/B) Klasszikus mechanika:  
állapotjelzők, fizikai mennyiségek, mozgásegyenlet 

Példa: szabadesés időfüggetlen probléma

Példa: gerjesztett harmonikus oszcillátor időfüggő probléma
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Mindkettő R ! R függvény
Fizikai mennyiségek: poźıció, sebesség, gyorsulás, ...

Mozgásegyenlet: Newton II.

F = ma 7! �mg = mv̇(t) 7! v̇(t) = �g, ẋ(t) = v(t)

Kezdeti feltételek: x(t = 0) = 1m, v(t = 0) = 0 m
s

Kérdés: x(t) =?, v(t) =?

Megoldás: x(t) = �gt2/2, v(t) = �gt

ẋ(t) = v(t), v̇(t) =
F0

m
sin(2⇡ft)� k

m
x(t)

Numerikus megoldás:

ẋ(t) = lim�t!0
x(t+�t)�x(t)

�t seǵıtségével

ẋ(t) = v(t) 7! x(t+�t) ⇡ x(t) + v(t)�t v̇(t) = F (t)/m 7! v(t+�t) ⇡ v(t) + F (t)�t/m

Ez a megoldás egyre pontosabb, ha �t ! 0.

Mozgásegyenlet:

Ha máshogy nem, akkor numerikusan meg tudjuk oldani a problémát.

2
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• példa: szabadesés

• E = Emozg + Ehelyz =
1
2mv2 +mgx

• mozgási vagy kinetikus, Emozg vagy K

• helyzeti vagy potenciális, Ehelyz vagy V

• erő és potenciális energia kapcsolata: F (x) = �dV (x)
dx (itt = �mg)
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(I/C) Kvantummechanika:  
állapotjelzők, fizikai mennyiségek, mozgásegyenlet 
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Fizikai mennyiségek a kvantummechanikában: hely, impulzus.

A kvantummechanikában a fizikai mennyiségeket lineáris leképezések,
vagy más szóval lineáris operátorok ı́rják le.

Ezek a lineáris operátorok minden hfv-hez egy másik hfv-t rendelnek.

hely: x̂ :  7! (x̂ : R ! C, x 7! x (x))

impulzus: p̂ :  7!
⇣
p̂ : R ! C, x 7! ~

i
d (x)
dx

⌘

Feladat: Legyen  (x) = 1
⇡1/4

p
a
e�

x2

2a2 .

(a) Normált-e  ?

(b) (x̂ )(x) =?

(c) (p̂ )(x) =?

Megoldás:

(a) Igen. Házi feladat.

(b) (x̂ )(x) = x 1
⇡1/4

p
a
e�

x2

2a2

(c) (p̂ )(x) = ~
i

d
dx

1
⇡1/4

p
a
e�

x2

2a2 = � ~
i⇡1/4a5/2xe

� x2

2a2

Klasszikus mechanika: determinisztikus jóslat.
m

Kvantummechanika: valósźınűségi jóslat.

Fizikai mennyiségek várhatóértéke a  állapotban:

hely várhatóértéke: hx̂i = h |x̂ i

impulzus várhatóértéke: hp̂i = h |p̂ i
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Példa: egy darab elektron, 1D, harmonikus oszcillátor
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Állapotjelző:
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Mozgásegyenlet: Newton II.

F = ma 7! �mg = mv̇(t) 7! v̇(t) = �g, ẋ(t) = v(t)
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Impulzus (= lendület)
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Állapotjelző:

• hullámfüggvény (hfv),  (x, t)

•  : R⇥ R ! C

• hely ⇥ idő ! komplex szám

Hullámfüggvény értelmezése:

• | (x, t)|2 valósźınűségi sűrűségfüggvény bármely t időben

•  normált, azaz
R1
�1 dx| (x)|2 = 1

• az elektron megtalálási valósźınűsége az [a, b] szakaszon a t időpillanatban

P ([a, b]) =
R b
a dx| (x, t)|2



(I/C) Kvantummechanika:  
állapotjelzők, fizikai mennyiségek, mozgásegyenlet 

Kérdés

3

Mi a  dimenziója? (mértékegysége) [ ] =?

(a) méter

(b) 1

(c) méter
�1

(d) méter
�1/2

Válasz:

[ ] = m
�1/2
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a jó választás.
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Válasz:

[ ] = m
�1/2

, hiszen | (x, t)|2 egy egydimenziós térben értelmezett
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�1/2
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Defińıció: az [a, b] intervallum karakterisztikus függvénye �[a,b] : x 7!
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Fizikai mennyiségek a kvantummechanikában: hely, impulzus.

A kvantummechanikában a fizikai mennyiségeket lineáris leképezések, vagy más szóval lineáris operátorok ı́rják le.

Ezek a lineáris operátorok minden hfv-hez egy másik hfv-t rendelnek.

hely: x̂ :  7! (x̂ : R ! C, x 7! x (x))

impulzus: p̂ :  7!
⇣
p̂ : R ! C, x 7! ~

i
d (x)
dx

⌘

Feladat: Legyen  (x) = 1
⇡1/4

p
a
e�

x2

2a2 .

(a) Normált-e  ?

(b) (x̂ )(x) =?

(c) (p̂ )(x) =?
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(c) (p̂ )(x) = ~
i

d
dx

1
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p
a
e�

x2

2a2 = � ~
i⇡1/4a5/2xe

� x2

2a2
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h
2⇡
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Klasszikus mechanika: determinisztikus jóslat.

m
Kvantummechanika: valósźınűségi jóslat.

Fizikai mennyiségek várhatóértéke a  állapotban:

hely várhatóértéke: hx̂i = h |x̂ i

impulzus várhatóértéke: hp̂i = h |p̂ i
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�[0,a](x).
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a
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Fizikai mennyiségek a kvantummechanikában: hely, impulzus.

A kvantummechanikában a fizikai mennyiségeket lineáris leképezések,
vagy más szóval lineáris operátorok ı́rják le.

Ezek a lineáris operátorok minden hfv-hez egy másik hfv-t rendelnek.

hely: x̂ :  7! (x̂ : R ! C, x 7! x (x))

impulzus: p̂ :  7!
⇣
p̂ : R ! C, x 7! ~

i
d (x)
dx

⌘

Feladat: Legyen  (x) = 1
⇡1/4

p
a
e�

x2

2a2 .

(a) Normált-e  ?

(b) (x̂ )(x) =?

(c) (p̂ )(x) =?

Megoldás:

(a) Igen. Házi feladat.

(b) (x̂ )(x) = x 1
⇡1/4

p
a
e�

x2

2a2

(c) (p̂ )(x) = ~
i

d
dx

1
⇡1/4

p
a
e�

x2

2a2 = � ~
i⇡1/4a5/2xe

� x2

2a2

Klasszikus mechanika: determinisztikus jóslat.
m

Kvantummechanika: valósźınűségi jóslat.

Fizikai mennyiségek várhatóértéke a  állapotban:

hely várhatóértéke: hx̂i = h |x̂ i

impulzus várhatóértéke: hp̂i = h |p̂ i
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Ezek a lineáris operátorok minden hfv-hez egy másik hfv-t rendelnek.

hely: x̂ :  7! (x̂ : R ! C, x 7! x (x))

impulzus: p̂ :  7!
⇣
p̂ : R ! C, x 7! ~

i
d (x)
dx

⌘

Feladat: Legyen  (x) = 1
⇡1/4

p
a
e�

x2

2a2 .

(a) Normált-e  ?
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a
�[0,a](x).

Mi az elektron helyének várhatóértéke ebben az állapotban? hx̂i =?
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Megoldás:
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Mozgásegyenlet: (recept)

• példa: harmonikus oszcillátor

• klasszikus energia: E =
p2

2m +
1
2kx

2

• x, p ! operátorokkal helyetteśıtjük !

! Hamilton-operátor: Ĥ =
p̂2

2m +
1
2kx̂

2

• mozgásegyenlet: időfüggő Schrödinger-egyenlet :

~
i
 ̇(t) + Ĥ (t) = 0

• itt:

~
i  ̇(x, t) +

⇣
p̂2

2m 

⌘
(x, t) +

1
2kx̂

2
 (t) = 0

azaz

~
i  ̇(x, t) +

⇣
� ~2

2m 
00
(x, t)

⌘
+

1
2kx

2
 (x, t) = 0

• Az időfüggő Schrödinger-egyenlet egy időben elsőrendű,

térben másodrendű, lineáris parciális di↵erenciálegyenlet

• kezdeti feltétel: pl.  (x, t = 0) =
1p
a
�[0,a](x)

kérdés:  (x, t) =?

• Az időfüggő Schrödinger-egyenlet normatartó, azaz

ha  (x, 0) normált, akkor bármely t-re  (x, t) is az.

gyakori jelölés: ⇢(x, t) = | (x, t)|2
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Összefoglalás
Atomok abszorpciós színképe vonalas szerkezetet mutat

Miért jelennek meg ezek a vonalak? 
A klasszikus fizika nem ad magyarázatot.  

A kvantumelmélet ad.

Kvantumelmélet alkalmazásai: 
lézerek 

tranzisztorok / elektronika 
szupravezetés 

piezoelektromosság 
…


