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1. Derivalas

1.1. Derivalas definicid szerint

Derivaléas, gyors definicié és példa a kiszamitasara : Az xy pontban
vett derivalt definicié alapjan a kévetkez6é modon szamithaté ki

f/(l“o) _ %/L)Hlo f(wo + h})L — f($0)7 (11)

ahol a hatarérték alapjan kell kiszamitanunk a fenti értéket adott xg pont-
ban. Néhany egyszeri fliiggvény példaként:

o f(x)=2a3

fl@o+ Az) — f(wo)  af + 3Azad + 3Az2wg + Az® — x 19
Az B Az (12)

Véve az lima, o hatarértéket, lathatd, hogy a szamlaloban csak a
linearis tag egyiitthatéja marad, hiszen a Axz-el valé egyszerisités
utdan, minden tovabbi tagban marad még, legalabb elsé hatvanyon,
egy Auz-el aranyos kifejezés, amivel azonban nullaba tartunk. fgy azok
a tagok eltiinnek a limesz képzés utan. Vagyis:

f'(xo) = Algiclrgo 323 + 3xoAx + Az? = 323 (1.3)

o f(z)=sin(x)
Felhasznaljuk, hogy tudjuk a kovetkezd hatérértéket: lima, o S5o%) —

1!,
illetve lima, o “S8A7) — (2

fgy haszndlva a szinuszra vonatkozé addicids tételt

sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a), (1.4)

a kovetkez6 adodik:

f(xo + Az) — f(z0) sin(Ax) cos(zg) + cos(Ax) sin(zg) — sin(zo)

Al:}crgo Az o Alclnrgo Az o
L sin(Ax) . cos(Az) —1
$= dim cos(wo) o + fim sin(zo) =

(1.5)

Az els6 tag egyértelmiien egyszertien cos(zg), mig a mésodik tag,
fentebbi hatarértékek alapjan egyszeriien nulla, Gsszességében tehat

1 (o) = cos(zp).

1d. egységkoron vett kisebb, nagyobb reldcidja a sin(z), = és tan(z) fiiggvényeknek.
cos(Azx)+1
cos(Az)+1 ~ 1

Zkénnyen beldthaté, ha bévitjik a tortet 1-el,azaz



o fz)=e"

1.

. zo ,Ax __ o
f(xo+ Ax) — f(xo) — lim ee - _ €™ lim

lim

Az—0 Ax Az—0 Ax Az—0

Ennek a derivaltnak a kiszamitasahoz felhasznaljuk, hogy lima, eﬁ%

(1.6)

Felhasznalva a fentebbi hatarértékre vonatkozo azonossagot, a derivalt

egyszerilen f'(xo) = e*0.

tovabbi példak gyakorlasra:
o f(z) = 23 + 22 + ¢, ahol c egy constans.
o f(x) = cos(x)
o fla)= e

1.2. Derivalas alapszabalyai

Konstans fiiggvény derivaltja

Konstans vagy allandé értéki fiiggvény derivaltja O:
fl@)=c = fia)=0
Két fiuffvény 6sszegének derivaltja

fl@)=(g(@)+nh(z) =  fl2)=g(x)+N ()

Szorzatfiiggvény derivaltja

fl@)=g(@)h(x)  —  fl(2)=d@)h)+g(@)(z)

Osszetett fiiggvény derivaltja

f@)=g(h@) = fiz) =g ((x)) h(z)
(1.7) és (1.9) szabdlyok értelmében

f@)y=c-glx) =  fll@)=c-g(2)

(1.10)

(1.11)



1.3. Alapderivaltak
Hatvanyfiuggvények derivaltja
f(x) = ax” — f'(x) = ayz’ 1, (1.12)

ahol a és v egy nullatdl kiillonboz6 konstans. Amennyiben v = 0 a derivalt
eltiinik.

Felhaszndlva az Osszegfiiggvényekre vonatkozé derivéldsi szabélyt (1.8),
polinomok derivaltjat a kovetkezd alakban irhatjuk fel:

n n
P,(z) = ZC” cx” — Pl (z) = ZCT et (1.13)
r=0 r=0

ahol P,(x) egy n-ed fokd polinom, ¢, pedig az egyes hatvanyokhoz tartozé
szorzéfaktorok.

Exponencialis fiiggvény derivaltja

flx)=¢" — fl(x) =¢€" (1.14)

flx) =e* — f(x) = ce™ (1.15)

Lagoritmus derivaltja

f(z) =In(x) — f'(z) = % (1.16)
trigonometrikus fiiggvények derivaltja
f(z) = sin(x) — f'(z) = cos(x) (1.17)
f(x) = cos(x) — f'(z) = —sin(x) (1.18)
f@) =tan(z) -  fl@)= COS; 5 (1.19)
f@) =cot(@) —  fla)= 7sin21 o (1.20)



1.4. Hiperbdlikus fiiggvények derivaltjai

Legyenek a, b és ¢ valés konstansok.

1.5.

e f(x) =sinh(x)

f(@) = asinh(bw) = 5 (e = e7) = f/(2) = 5 (be? = (=b)e™") = a-bcosh(ba)
(1.21)
o f(z) = cosh(x)
f(z) = cosh(x) — f'(z) = sinh(z) (1.22)

et derivaldsanal az Osszetett fiiggvényekre vonatkozé derivaldsi szabalyt
(1.10) alkalmaztuk.

e f(x) = tanh(z)

sinh(z) , cosh(z) = sinh?(x)(—1) 9 1
- = - — 1—tanh2(z) = ——
/(@) cosh(z) Fz) cosh(z) cosh?(z) anh™(z) cosh?(x)
(1.23)
Tovabbi fliggvények derivaltja
. fz)=a®
2\ /
(a®) = (eh’(“) > = <ex h‘(“)) = exh’(a)*(:c In(a))" = e” In(a) In(a) = In(a) a®.
(1.24)
Ennél a példanal ismét az Osszetett fliggvény derivaldsdra vonatkozo
szabalyt hasznaltuk fel. Ahol a kiilsé fiiggvény f(z) = e, (f(x)) = €?,
mig belsé fiiggvény g(x) = x1n(a), (g(z))" = In(a).
o f(z)=2°

((eln(a:)>z>/ _ <6mln(m)>/ = ") 4 (z1n(z)) = 2° (1 + In(z)) (1.25)

Itt ismét el6szor az Gsszetett fliggvény derivalasara vonatkozo szabalyt
hasznaltuk fel, majd a (z * In(z))" derivélas elvagzésekor a fiiggvények
szorzatara vonatkozé szabélyt alkalmaztuk, azaz (z * In(z))" = (x) *
In(z) + z(In(z))’ = 1+ In(z) + v+ L =In(z) + 1.



e Honnan tudtuk megmondani, hogy a logaritmus derivaltja, azaz az
exponencidlis fiiggvény inverz fiiggvényének derivaltja (Inz) = %?
Ha ismert az(f(z))’ derivélt, az inverz fiiggvény, f~(z) : f(f~'(2)) =
7 Y(f(x)) = x, derivéltja:

1)) — 1
U 0r = sy

vagyis vessziik az eredeti fiiggvény derivaltjit és azt az f~!(x) pontban
értékeljiik ki.

Ez alapjdn a logaritmus derivaltja ugy szamithaté ki, hogy ha f(x) =
e®, akkor f~(x) = In(z), hiszen ™% = In(e®) = z a logaritmus
definiciéja alapjan.

o f(z) = sin(x)n@

((Sin(x))sin(x)>/ _ <esin(x) ln(sin(x)))/ — s i) (gin (2 In(sin(z)))

(1.26)
= (sin(2))*™® (cos(z) In(sin(z)) + cos(z)) (1.27)
= (sin(z))*™® cos(z) (1 + In(sin(z))) (1.28)

. Itt ismét a fliggvények szorzatdra vonatkozo derivalasi szabalyt al-
kalmaztuk, illetve elvégeztiik, az alabbi Gsszetett fliggvény derivalasat,
(In(sin(x)))" = Sinl(w) x cos(z) = ctg(x), aho la killsé fliggvény az
1

)

f(xz) = In(x), mig a bels6 fliiggvény a g(z) = sin(x) és (f(:v))' =
illetve (g(x) = cos(x))’.

e f(x) = arctan(x)

(arctan(z)) . : (1:29)
arctan(z))’ = = — )
(tan(z))’(arctan(z)) m 1+ a2

Az utolsé nevez6 kiszamitdsahoz egyrészt felhasznédltuk a tangens fiiggvény
derivaltjara vonatkozé eredményt, illetve mivel tudjuk, hogy ﬁg(z) =
1 + tan?(x), a nevez6ben maradé tag 1 + tan?(arctan(x)) = 1+ 22 az
inverz fiiggvény definicidja miatt.



e f(x) = arcsin(x)

(arsinh(z)) = L = 1 = 1 = 1
~ (sinh(z))’(arsinh(z))  cosh(arsinh(z)) \/1 + sinh?(arsinh) () T lra2
(1.30)

1.6. Gyakorlopéldak derivalasra:
o <(Sin($))sin(x)>/ _ (esin(x) ln(sin(:p)))/ — sin(z) ln(sin(x))*(Sin(x) s In(sin(z))) =

(sin(z))*™® «(cos(z) In(sin(z)) + cos(x)) = (sin(z)) ™" xcos(x) 1 + In(sin(z))).
Itt ismét a fliggvények szorzatara vonatkozo derivalasi szabalyt alkal-
maztuk, illetve elvégeztiik, az alabbi Osszetett fliggvény derivalasat,
(In(sin(x)))" = Sintx) x cos(x) = ctg(z), aho la kiils§ fliggvény az

f(z) = In(z), mig a bels fiiggvény a g(z) = sin(z) és (f(z)) = 1,

illetve (g(z) = cos(z))".

e (arctan(x)): Mint tudjuk ez a fiiggvény a tangens inverz fiiggvénye,
arctan(tan(z)) = tan(arctan(z)) = x. Vagyis f~!(z) = arctan(z),
illetve f(x) = tan(x). Alkalmazva az inverz fliggvény derivaldséra
vonatkozd szabalyt:

1 1 1

t ! = = =
(aI'C an(f)) (tan(x)),(arctan(x)) Wltan(z)) 1+ 2

Az utolsé nevezé kiszamitdsahoz egyrészt felhasznédltuk a tangens fiiggvény
derivaltjara vonatkozé eredményt, illetve mivel tudjuk, hogy ﬁ%) =

1 + tan?(z), a nevezében maradé tag 1 + tan?(arctan(x)) = 1 + 22 az
inverz fiiggvény definicidja miatt.

e (arsinh(x))’: Itt az arsinh(z) fiiggvényre ismét mint inverz fiiggvényre
tekintiink, f(z) = sinh(x), f~!(x) = arsinh(x). Vagyis ismét alkal-
mazva az inverz fiiggvény derivaldsara vonatkozé szabalyt

(arsinh(z))" = ! = 1 = ! __ 1
(sinh(z)) (arsinh(z))  cosh(arsinh(z)) \/1 + sinh?(arsinh)(z) V1t 22

/
1.6.1. Tovéabbi gyakorlé példak a (f o g(z)), (f(z) * g(z)), (%) de-

rivaltakra vonatkozo szabéalyok segitségével:
o <sin(x)+l >/ _ (sin(z)+1)" Hcog(x) —1)—(sin(z)+1) ¥ cos(x) —1)’ _ cos@)Hcox)—1)(sin(a)+ 1)« —sin(z)) _
cosz) T (coda)+1)? (coa)+1)?
1—coy(x)+sin(z)
(cos(z)—1)*




o (IT_21)/ _ (:Efl)’*zQ;(ffl)*(wQ)l . 2m_x

. <x3+4)’ (a3 44) s(1420) (2P +4)(1420) 3.2 443 g
142z ) — (1+2z)? T (1420)°
/
. ((acQ + 1)4> = 4(x2 + 1)3 x 2x. Itt ismét a zOsszetett fliggvény de-
rivaldsi szabalyt alkalmaztuk, ahol f(z) = 2%, (f(z)) = 423, illetve
glz) =2 +1,(g(z)) = 2z

5\ 4
° (<r2+1> > = 5(w2+1) x 2. Ismét az Osszetett fiiggvényre vonat-

z+1 z+1 z+1°
kozé derivaldsi szabalyt alkalmaztuk, ahol f(x) = 2°, (f(x)) = 5z?,
(12+1)/*(:1:+1)7(:):2+1)*(x+1)' o

illetve g(z) = 2L, (g(x)) =

(z+1)2 z+1

e (tan”(z))" = ntan" 1 (z)* W%(x) Itt ismét az Osszetett fliggvény kiilsd
fiiggvénye f(x) = 2", (f(x)) = n* 2", mig a belsé fiiggvény g(z) =
tan(z), (9(2))" = -

e (2sin(x) cos(z))": Itt két féleképpen jarhatunk el:

— Felismerjiik, hogy 2sin(z) cos(x) = sin(2z), ahonnan a derivélt
mar trivialis, hiszen ez ismét egy Gsszetett fliggvény, ahol a kiils6
fiiggvény f(z) = sin(z), (f(x)) = cos(x), mig a belsé fiiggvény
g(x) = 2z, (9(x))" = 2, vagyis Osszességében a (2sin(z) cos(x)) =
2 cos(2x) eredmény adédik.

— A masik megoldas, hogy a kifejezésre egyszeriien mint két fliggvény
szorzatara tekintiink, ahonnan pedig a derivalt 2(sin(z))’ cos(z)+
2sin(z)(cos(z))” = 2(sin?(z) — cos?(z)) = 2cos(2z). Itt az utolsé
lépésben alkalamztuk a kétszeres szog koszinuszara vonatkozo
Osszefiiggést.

° ((:L‘2 + 2) sin(\/:zt 3))/ = (1‘2 + 2)/ sin(\/:zt + 3)—1—(:B2 + 2) (sin(\/:n 3))/ =
2z sin(\/m + 3) +(a:2 + 3) % A masodik tagban ismét egy Gssze-
tett fiiggvényt kellett derivalnunk, ahol a kiils6 fiiggvény f(x) = sin(z),

(f(z)) = cos(z), mig a belss fiiggvény g(z) = vz +3, (9(z)) =
eTE

e (arctan(2z)) = Qﬁ. Kiils6 fiiggvény f(z) = arctan(z), (f(z)) =
H—%’ belsé fiiggvény g(z) = 2z, (9(x)) = 2z, (g(2z))" = 2.

o (1% = (ex+elr’(‘”))/ = e Te®) 4 (z + eln(z)) = 2% * (1 + £). Itt a
masodik 1épésben ismételt mdédon a kifejezésre mint Gsszetett fliggvéynre
tekintettiink, ahol a kiilsé fiiggvény f(z) = €%, (f(z)) = €%, mig a
belsé g(z) = z + eln(z), (g(z)) =1+ <.

10



.9 2\’ . 9 Iop? . 9 2\’
o <sm (z)e” > = (sin?*(z)) e + sin*(x) (e”" > .
A (sing(az))/ kiszamitasanal a kiils6 fiiggvény (f(x)) = (w2)/ = 2z, mig
a belsé (g(z)) = (sin(z))’ = cos(x). Igy a teljes derivalt (sinQ(x))/ =
2sin(x) cos(z) = sin(2x).
A mésodik tag derivéltjanak meghatérozésakor a kiilsé fiiggvény (f(x)) =
(e®) = e®, mig a bels6 (g(z)) = (3:2)/ = 2z, vagyis a végsd kifejezés

!
(e’“"Q) — 2z,

. !/
Osszerekva a két részeredményt, a kdvetkezé adodik: (sin2(:c) er) =
sin(2z) € + sin?(z) 2ze®”

o (an(tanh(:U)))/: Ez egy haromszorosan Osszetett fliggvény:

f(g(h(2))), ahol f(z) = 2?,,(f(2)) = 2z, g(z) = In(z) (9(=))" = 1,
h(z) = tanh(z),(h(z))" = m

A haromszorosan Osszetett fliggvényt az kordbban tanult Osszetett
fliggvényekre vonatkoz6 szabaly kétszeri alkalmazdsaval tujduk de-

rivalni:
(f(g(h(2))))" = f'(g(h(x)))*(g(h(x)))" = f'(g(h(x))) * g (h(x)) *(h(x))

Beirva fenti derivaltakat, a kovetkez6t kapjuk: (an(tanh(m)))/ = 2In(tanh(z))*

tant(m) * cos}}2(g;) = 4121(:1?1(112}135)) (mivel 2sinh(z) cosh(x) = sinh(2x)).

/
o <(1 + \/5)1/3) . Itt a kiilsé fiiggvény (f(x)) = (ml/S)/ = %x_Q/S, mig
a belsé (g(z)) = (1+x) = L=. Tehét a teljes derivélt értéke:

2V
(a+vD'”)

S+ va) e g
) (iffﬁ?g)l = (2 cosh2(ac))/, itt felhaszndltuk, hogy 2sinh(z) cosh(x) =
sinh(2z). Most lathaté médon ez egy Osszetett fiiggvény f(g(x)), ahol
a kiils6 fiiggvény f(z) = 22, f'(z) = 2w, illetve a belsé fiiggvény g(z) =
cosh(x), ¢'(x) = sinh(z).
sinh(2x) )/

Innen a derivalt ( fanb(z) ) —
2sinh(x) cosh(x) = sinh(2x).

/

2sinh(2z), ahol ismét felhasznaltuk, hogy

!/
. <1n<:v + Va2 + 1)) : ismét a kiils6 fiiggvény, (f(z)) = (In(z)) =
/ /
mig a belsé (g(z)) = (ac +Va? + 1) = 1—1—(\/302 + 1) . Itt a masosdik

derivalt ismét egy Gsszetett fiiggvény, ahol a kiilsé fiiggvény (f(x)) =
(Vz) = ﬁ, mig a belsé (g(x)) = (:1;2)/ = 2z, vagyis Osszességében

/
(a: +Va? 4+ 1) =1+ \/ﬁ Ennek segitségével az eredeti derivaltat

!
mér ki lehet fejezni, (1n (33 + m)) = %\/@

11



/
o <ln< ij_rll)) : A kiilsé fiiggvény (f(z))" = (In(z)) = 1, a belsé

fiiggvény g(z) = ,/“;2 ill. Ez utébbinak a derivdldsdhoz ismét alkal-

mazzuk az Osszetett fliggvényekre vonatkozd szabalyt, ahol a kiilsé

/
fiiggvény (f(x)) = (V&) = giz, mig a belss figgvény (241 =
(2241) (@4 1) (2 +1)z+1)  2a(z+1)—(x2+1) o )

(@41)? = @1 Ismerve a belsé fliggvény

derivaltjat az eredeti derivalt:

/
. 22 +1 \/:c+1 1\/x+1x2+2x—1 z+1a22+2x—1
n = — —
r+1 22 +12V a2+ 1 (z+1)° 22 +1 2z +1)°

° (eln(Ctg(x)))/: Ez egy olyan Osszetett fliggvény, ahol a belsé fliggvény
ismét egy tjabb Gsszetett fiiggvény: a kiils6 fiiggvény (f(x)) = (e*) =
e’, a belsé figgvény pedig, mint kijelentettiik egy tdjjabb Osszetett
fiiggvény (In(ctg(z))) = @ * (ﬁ), hiszen a kilsé fiiggvényre

(In(z)) = L, mig a belsé fiiggvényre (ctg(z)) = —=

= sin%(x)
Vagyis Gsszességében (M) = M) w oo =

Egyszer(ibb megold4s, ismerjiik fel, hogy e™ct&=) — ctg(z), ahonnan
a derivélt egyszeriien m

/
. <ln (xﬁ)) . Ttt is két féleképpen jarunk el

— Osszetett fiiggvény, ahol a kiilsé fiiggvény a logaritmus, (In(x)) =
%, a belsé fiiggvény egy tovabbi dsszetett fiiggvény, zVE = V¥ )
ahol a kiilsé fiiggvény az exponencialis fiiggvény (e*) = e, mig a

bels§ fiiggvény a(In(r) vz) = L\/z+In(z) ﬁ Tehét a derivalt

Osszességében: ﬁxﬁ<%\/§ + In(z) ﬁ) =1z +In(z) ﬁ

— Ismerjiik fel, hogy a logaritmus tulajdonsdgai alapjan In (xﬁ> =
Valn(z), ami egy egszerii szorzata két fiiggvénynek, illetve en-

nek derivaltja éppen az el6z6 pontban kiszamolt belsé fiiggvény
derivalt, vagyis az eredmény ismét %\/5 + In(x) ﬁ

e (In(In(z)))’. Osszetett fiiggvény, ahol mind a kiilsé, mind a belsé

fiiggvény a logaritmus, (In(z))" = 1, vagyis a derivélt xlnl(x).

4\’ . L.
. <(ln3 (1116 (x1/5)))1/ ) : Alkalmazva a logaritmus azonossigait, ez a
kovetkezo egyszert alakra frhaté at:

/
(63/ 4p3/4 ( 5% 1n(:5))> , ismét Osszetet fliggvénnyel allunk szemben, ahol
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a kiils6 fiiggvény (f(z))" = (x3/4)/ = %x_l/‘L, bels6 fiiggvény pedig a
fentebb kiszdmolt példa alapjin (ln(5_6 ln(m)))/ = m Osszességében

teht a derivalt ((In* (n® (x1/7))) /") = 35624 1014 (50 na)) il

< x )’ () sin(@)—afsin(x))’ _ sin(z)—z cogx)
sin(x) sin?(z) o sin?(x)
fliggvény hanyadosira vonatkozé derivalasi szabdlyt alkalmaztuk.

, ahol egyszertien a két

1+22
arcsin(z). Elészor ennek szamitjuk ki a derivaltjat. Tudjuk, hogy
arcsin(sin(x)) = =, vagyis(arcsin(x)) = 1

I
(arcsin(i)) : Osszetett fliggvény, ahol a kiils6 fliggvény az f(z) =

1 _ —
(sin(z))(arcsin(x)) ~ cos(arcsin(x))

1= 2(1 ) = \/11 - Ennek tudatdban pedig a belso fiiggvény de-
—sin“(arcsin -
o 122 /_ (1—52)/(1+z2)—(l—xz)(l+z2)/ . 4
rivéltja (HQfQ) = EPE = —(H;)Q.
1 4z

Ahonnan a teljes derivalt: — S e
J(52)

(arctan(2z))")" = (e* ldarCtaI‘(%)))/. Osszetet fiiggvény, ahol a kiilsé
fliggvény egyszeriien az exponencialis fiiggvény, a belsd fliggvény de-

rivdldsa ismét a tritkkosebb feladat, azon beliil is a (In(arctan(2z)))’

kifejezés. Itt a kiils§ fiiggvény a logaritmus, (In(z))" = 1, mig bels§

fiiggvény a mar korabban kiszamitott (arctan(2z))’ = Tix?' Vagyis a
2 1

1+4ivx2 arctan(2z) +

teljes bels6 fiiggvény derivaltja (x In(arctan(2x)))" =
In(arctan(2z)). Innen a telejs derivélt:

2z 1
1 + 422 arctan(2z)

(arctan(2z))*) = (arctan(Qa:))x< + ln(arctan(2a:))) :

13



2. Integralas

2.1. Hatarozatlan integral

Ugy gondolhatunk ra, mint a derivalas inverzére:

JENOR:
F'(z) = f(z).
A hatérozatlan integral egy konstans erejéig barmi lehet, hiszen (F(z) + C)" =

F'(x) +(0)" = f(x), mivel a konstans fiiggvény derivaltja azonosan nulla!

2.2. Hatarozott integral

/3uﬂm:Fu@—ﬂm>

1

Ez a Newton-Leibniz szabdly. Ugy is tekinthetiink rd, mint az f (z) fiiggvény
gorbéje alatti eldjeles teriiletre az x1 és xo pontok kozott.

2.3. Integralasi alapszabalyok

Két fliggvény Osszegének/kiillonbségének hatirozatlan integralja

Jdz (f (x) £9 (2)) = [da f (z) + [dw g (2).

Figgvény konstansszorosanak hatarozatlan integralja
[dz cxf (z) =cx [da f ().

Parcialis integralas

Jdz f(x)g () =f (z)g () — [da f (x)g'(z).

Helyettesitéses integralas

Jdz flg(z))g'(z) = Flg(z)) + C.

2.3.1. Hatarozatlan integralok

o [dz f(az +b) = LF(ax +1b), ahol F'(z) = f (z). Ezt abbdl lthatjuk,
hogy ha a jobb oldalon bévitiink az integralon kiviil %—Val, az integrélon
beliil pedig a-val, akkor éppen a belsé fiiggvény, g (z) = ax+0b fliggvény
derivéltja, ¢’(z) = a jelenik meg és alkalmazhaté a helyettesitéses
integralas szabalya.

14



2.4.

2.5.

Jda g™(@) ¢ () = L) 4 O, mivel a kiilsé fiiggvény f (z) = a™.

/ dxg/((xx)) =1Inlg (z)| + C, mivel a kiils fiiggvény az f (z) = =.
Alap integralok

$+1

+C Mivel a derivalas in-

Hatvanyfiiggvény integrdlja: [dx 2"

!/
verze, konnyen leellendrizhetjiik, hogy( ) =z a hatvanyfiiggvény

derivélasi szabalya alapjan. Kivétel, ha n = —1, ekkor ugyanis, mivel
(In(z))" = 1, azt kapjuk, hogy fdx% =In(jz|) + C

Jdz e® =e* +C
fdx el =—-eT+C.

Konnyen lathatd, hogy a hiperbolikus fliggvények esetén:
Jdax sinh(z) = cosh(z), illetve [dz cosh(x) = sinh(x),

[dz sin(z) = — cos(x) + C, hiszen (— cos(z))’ = sin(z),
[dx cos(x) = sin(z) + C, hiszen (sin(z))" = cos(z).

Két fiiggvény osszegének, fiiggvény szamszorosanak és az
els6 helyettesitéses integralasi specialis esetnek az alkal-
mazasai

[dzZ=met8 = [dg 1 —7[dzt +8[dzk = 2 — TIn(|z]) — 82 +
C. Az utolso tagnal = -7 integraljat egszeriien csak ugy irtuk fel, hogy

9 —1
Jdwa™" =y = —

l.
f04 dz (\/E—i- %) = [223/% + 2f] 2 Ttt ismét egyreszt az [ dzy/x

integralt hatvény alakba irtuk at, [ dz 2 _ 33//22 = 223/2 masrészt

a masodik integralt is az aldbbi hatvanyalakban frtuk fel. [dz a7 '? =
21/2

1/2 =2y

[ dxVzal/3z1/4: Ttt érdemes egy hatvnykivetSvel felirni az integran-
dust:
[ dz 2192 = %:1743/24 +C.

3+In(2) dz 31_ _ 33+1n(2)d =3 _ =3 3+1n(2) dze® [ x—S] 3+In(2) _

3 xe 3 3
1.

o [dx > cosh(5z): Itt felhasznaljuk a cosh(z) = £ definiciét és

mindent exponencialis fliggvények segitésével irunk fel:
e3redrqedr—iz 1 8z | 1 —2r _ 8x _ 1,2z
Jdet—<—t—— =fdx e +3fdre —166 -z +C. Az
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utolso 1épésben alkalmaztuk az els6 specidlis helyettesitéses integralasi
szabalyt, ahol f(axz +b) = e, vagyis f(x) = e* ésa = 2,b = 0 és
F(x) =e".

. Parcidlis integralas és a tovabbi alapintegralok alkalmazasa
w/4

| dz (zsin(2z)): Tudjuk, hogy a integrandus mésodik tagja kifejez-
0

het8 a kivetkezd derivalttal: (—3 008(230))/ = sin(2z). Ezt beirva az
eredeti integralba:

fﬂ/4 dex(—3 cos(2x)) — [% co ]w/4+f7r/4 () (=3 cos(2z)) =
-2 cos(2a:)]ﬂ/4 ﬂ/4 dz (3 cos(2ac)) =...

P=— [5 cos(2z) + Smfx)h/zl

1
i

Itt az utolsé integrél elvégzésénél ismét a helyettesitéses itnegralas elsé
specidlis esetét alkalamztuk, ahol f(ax + b) = cos(2x), vagyis, f(x) =
cos(z), a =2,b =0, illetve a primitiv fiiggvény F(z) = — cos(z).

[ dz(3z —5) e?*15: El6szor alkalmazva a fiiggvény szamszorosara vo-
natkozé szabdlyt, --- = e® [dz(3z —5)e?*. Majd ismét felismre-
ve, hogy a masodik tag kifejezheto a kovetkezd derivalt segitségével:
(%62‘”), = ¢%*. Ennek ismeretében hasznéljuk a parcidlis integraldsi
szabalyt:
e’ [dz(3z — 5)(%62‘”)/ =e(3z - 5) %625”—% [ dz(3z —5) e2* = €5(3z — 5) 1e¥—
e5fdx362”” =...

= e5(3z — 5) $e2* — %621 +C.
Kérdés: Vajon mi lehet a logaritmus fliggvény, f (x) = In (x) hatdrozatlan

integralja, ha az exponencidlis fliggvényé, mint lathattuk, olyan egy-
szerti volt.

Triikk: [daln(z) = [dz(r)'In(z) és innen mér konnyedén alkalmaz-
hatjuk a parciahs 1ntegrala31 szabalyt
[ dz(z) In(z) = zln (z) — [ dezl = zln (z) —2+ C. Lathatd, hogy el-

lenben az exponenmahs fliggvénnyel, korantsem trividlis ez a hatarozatlan
integral!

[ dzln (a:2 + 1)' Itt ismét az el6z6 triikkkot alkalmazzuk:

fdx ln(a: + 1) = xln(az2 + 1)—f da:a:(ln(:lc2 + 1))/ = xln(x2 + 1)—
J d 2 +1 A fent maradé integral még igényel egy triikkos atalakitést:
=1-

z2+1 2+1, itt mésodik tagrol tudjuk, hogy az éppen az arctg(x)
fliggvény derivéltjal Vagyis az integral értéke: 2 [ dac( — Tﬂ) =
2x — 2arctg(z) + C, vagyis a végeredmény:

[dzln(z? +1) = zIn(2? + 1) — 2z + 2arctg(z) + C.
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1
i
fol dzarcsin(z): Ismét a logaritmusndl tanult triikkkot alkalmazzuk:

Emlékeztetd: (arcsin(z)) =

fol dx(z) arcsin(z) =
B . 1 1 — . 11 1, (1-2?)"
- = [zarcsin(z)] — fo dxﬁ = [zarcsin(x)]; + 3 fo dz —F =
1
|::L‘ arcsin(z) + m} -

Az utolsé 1épésben a helyettesitéses integralas harmadik specidlis szabalyéat
alkalmaztuk, g(x) = 1 — 22, illetve n = —1/2, hiszen a megjelend in-

tegrandus — \/15’;’ — ;(\1/1 ’) derivaltként irhato fel.

Jdx tan(z): Itt haszndlva a tangens definiciéjat: tan(x) = % =

_ (cos@))’

cox7) amire mar alkalmazhatjuk ismét a helyettesitéses integralas

harmadik specidlis esetét, — [ dm(cfosg(?))/ = —In(|cos(z)|) + C.

f:e dxm: Itt ismét fel tudjuk irni az integrandust a helyettesitéses

integralds harmadik specialis esete szerint, hiszen (In(z))" = 1, vagyis
az integral a kovetkezs alakba frhaté: [ dzl i = [In(/m(x)])]¢" = 1.

[dz—5— e?u +5 Itt ismét az el6zo triikkot alkalmazzuk, azaz megprébaljuk
a szamlalét olyan alakba irni, hogy az éppen a nevezé derivaltjaval
egyezzen meg:

%fd 625335 3fd e?ﬁi = %ln(’€3x+5‘) +C

1
I dxﬁ: Hasonléan jarunk el, a nevez6ben a gyok alatt 1évo kife-
jezés derivéljta, (1 — 5z) = —5.
Illetve ekkor alkalmazva a masodik helyettesitéses integraldsi szabalyt,
aholg (z) =1 — 5z, n = —1, a kovetkezd adddik:

1 _52) 1
~Ls dx(\l/% =—[3/T=5z]; = 2.

[ dz S(fls(x) Itt a helyettesitéses integralds masodik specidlis esetét al-

kalmazzuk, g(z) = sin(z), n = —2 esetén, mivel az integrandus ismét

a kovetkezo alakba irhato:

sinz( )(sin(z))’, ahonnan az integral értéke: [ dwsin?(z)(sin(z)) =
sm(a:) +C.

ff’w Jodz cos3(x): Itt érdemes atirni a harom koszinuszbdl kettdt a
cos?(xz) = 1 — sin?(x) azonossag alapjan, ekkor az integral a kévet-
kez6 alakot oOlti:

fBW/Q dz COS(IL‘)—COS(:L') sin® (ZL‘) = [Sin(x)](lﬂ/Q_fBﬂ’/2 dx(sin(x))' sin” ($)7
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ahol a mésodik tagot ismét a helyettesitéses integralas masodik spe-
cidlis esete alapjan irtuk &t, ahol most g(z) = sin(z), n = 2. Ilyenkor
a mésodik tag egyszertien [ dx(sin(z)) sin?(z) = % sin®(z) + C, vagyis
Osszességében az integral eredménye: o

0 . .
f,ﬂ/2 dz cos®(z) = [sin(z) — %smg(yc)}iw/2 =2
J dz arctg(z): Ahogyan mér lathattuk tGbbszor, az inverz fliggvények
derivalasanal érdemes az integrandust a kovetkezd alakban felirni:
[ dz(z) arctg(z), ahol mar ismét alkalmazhatjuk a parcialis integralds
modszerét:

rarctg(z) — [ drits, itt a masodik tagban bévitiink 2-vel annak

érdekében, hogy a szamlaléban megjelenjen a nevezé derivaltja, % J dx%,

amit mar ki tudunk integralni a helyettesitéses integrédlas 3 specidlis

14+22)’
(1:;2) :%ln(‘l"‘xQ

esete alapjan, %fd:c ), igy a teljes integral:

/daz arctg(zr) = zarctg(x) — %lnﬂl + 3:2’) +C.

. Helyettesitéses integralas alkalamzasa a specialis esetken
tal

— tan(x) . 1. . /
foﬂ/ 2 eco;(z) : Kihasznaljuk, hogy (tan(z)) = ﬁz(l.), vagyis felirva
az integrandust ezszerint:

_fofr/Z dze™ @) (— tan(z)) = — [eftan@)]gm = 1, ahol az utolsé

lépésben hasznéltuk a helyettesitéses integralas képletét.

J dz™ ﬁﬁ): Ismét kihasznaljuk, hogy tudjuk (vz) = ﬁ, emi-
att bovitve az integrandust %—el, a kovetkezO alakban irhatjuk fel
az integralt: 2 [ dzsinh(y/x)(vz)" = 2cosh(v/z) + C, ahol ismét a
”szokasos” helyettesitéses integralasi 1épést hajtottuk végre, illetve ki-
hasznaltuk, hogy tudjuk | dzsinh(x) = cosh(x) + C.

ono dz \/16_307 Ebben az esetben kicsit bonyolultabb a helyzelzt, fel

kell ismerniink, hogy a kovetkezd integral kiszamithat6, [ dx Vs
arcsin(z) + C. Ennek tudataban lathat6, hogy az integrandus éppen
ez a fuggvény az e” belso fiiggvénnyel, melynek azonban a derivaltja
is megjelenik a szamléléban:

ff)oo dm% = [arcsin(e®)]® . = %, ahol ismét csak a helyet-
tesitéses integralas alap Osszefiiggését alkalmaztuk.

(V)

1
fe? dex: Itt ismerjiik fel, hogy a logaritmus tulajdonsagainak
koszonhetSen egyszeriibb alakra hozhaté az integrandus, In(y/z) =
31n(z), ezen feliil ez egy [ daf (z)f'(z) = 5 + C "tipust integrdl”,
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azaz a helyettesitéses integralas mésodik specidlis esetének felel meg
az f (x) = In (x) megfeleltetéssel és n = 1 esetben, vagyis az integral
végeredménye:

1

/e ‘ dxln(f) — Lll 1112(33)}é — 0.

e

2.8. Helyettesitéses integralas, masodik verzio

Tobbszor kényelmesebb, illetve konnyebb a feladatokat megoldani egy 1j
valtozé bevezetésével:

/  def(9(@)) g (=)

1

g—y, yde = %dw =dy, f(y(z)) = f(y)
y1 =y(x1), Y2 = y(x2)

Tehat mostantdl az y(z) = y-ra mint 1j valtozora, illetve f(y(x)) = f(y)-re
mint y fliggvényére tekintiink.
Példak:

2
o [ desin(yx): Itt attériink az y = /z 1j valtozéra, ekkor az in-
tegralasi mértékét a kovetkezo képpen tudjuk az 6j valtozd szerint
felirni, kihasznalva, hogy tudjuk, z = 2.

d
dz = —xdy = 2ydy.
dy

Innen mér konnyen felirhatjuk az eredeti integralt az 4j y = /x
valtozéval: 2 foﬂ dyy sin(y).
Ezt az integralt mar konnyen elvégezhetjiik egy parcialis integralassal,
hiszen (— cos(y))’ = sin(y):

2 /0 " dyy(— cos(y)) = ~2 [y cos@)]] + 2 /0 " dy cos(y) = 2 [y cos()]] + 2 [sin()]]

=2 [—Vzcos(vz) + sin(\/zg)]z)r2 =2,

ahol az utolsé 1épésben visszairtuk az eredeti y = /x behelyettesitést!

o [ dxm: Itt érdemes 14j valtozénak bevezetni az y = tan(z)-t,
ahonnan = = arctg(y). Ismét felirva az integralt az 0j véaltozd sze-

rint, és elvégezve az integraldsi mérték transzformacidjat, j—;dy =

(arctg(y))’ = Hlyg dy. Igy az integral a kovetkez6 alakot 6lti: J dyﬁﬁ,

amit a parcialis tortekre bontds moédszerével oldhatunk meg.
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Parcialis tortekre bontds mddszere (a fenti specidlis esetben):
Belathato, hogy ekkor a fenti integrandus a kovetkezé alakban irhaté

fel:
1 1 A By+C

1+yl4+y? 14y  1+942°
ahol az A, B, C konstans értékeket az alapjan hatarozzuk meg, hogy
a kozos nevezore hozas utan a szamlaloban az eredeti érték maradjon,
azaz ﬁ I +1y2 = % + Bl’izgc A ko6z06s nevezére hozas utan a kovetkezd
szamlél6 adédik, A4+C-+HB + C) y+(A + B) y?, aminek azonosnak kell
lennie 1-el. Ez a kovetkez6 3 ismeretlenes egyenletrendszerre vezet:

A+C =1,
B+ C =0,
A+ B =0,

aminek a megoldésa: A = C = %,B = —%. Vagyis azt kaptuk, hogy
az integrandus a kovetkez6képpen bonthatd szét két tort Osszegére:

% — %lliyyg. Ezt mér konnyedén tudjuk integrélni, hiszen az els6 tag
integrélja egyszeriien %ln(|1 + y|), mig a masodiké:
1— 1442)’
—3 [ dz 1+yy2 =-3/ d$1+1y2+% fdx( 1+y2) = —garctg(y)+5In(1+y?).
Igy Osszességében az integral értéke:
1 1 1 1
de——=—=-In(|1+t - = ~1In(1 + tan? C
/ xl—l—tan(:p) 5 n(|1 + tan(z)|) 21‘—1—4 n( + tan (x))+ ,

ahol az utolsé 1épésben visszairtuk az eredeti y = tan(x) behelyet-
tesitést.

ffoo dz—e—: Ttt elészor bevezetjikk az y = e® 0j véltozét, ahonnan

e2r41"
az integraldsi mérték a kovetkez6 képpen fog médosulni: z = In(z),
der = g—zdy = d—;. Tovabba az integraldsi hatarok is médosulnak,

Y1 =€ = e ® =0, yp = %2 = e = 1. Vagyis az eredeti integrél az

1j valtozdval felirva kovetkezOképpen fog kinézni:

01 %y lny = fol dyﬁ = [arctg(y)]g = [arctg(e®)]® . = T ahol ismét
visszahelyettesitettiink az y = e® valtozdcsere alapjan.
Vegylik észre, hog ezt a feladatot konnyedén meg tudtuk volna oldani a
”hagyomanyos” mddon is, ugyanis az integrandusra tekinthetiink ugy
mint egy f(g(x)) ¢’'(x) alaku kifejezésre, ahol f(z) = leg, g(z) = €*.
(")

1He)?
megegyezik az korabbi uton kapott eredményiinkkel!

Vagyis rogton latszik, hogy [ dz = arctg(e”) + C, ami éppen

/ dx%, itt ismét érdemes bevezetni 1j valtozénak az y = cos(x), il-
letve x = arccos(y), ahonnan a integralasi mérték az 1j valtozo szerint

dz = g—;dy = — \/%, illetve sin(z) = /1 — y2, ahonnan az integral:
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- fdyﬁ = artanh(y) + C' = —artanh(cos(x)) + C.
Ismét megoldhatjuk egy maésik iton ezt a példat: szorozzuk be mind
a nevez6t, mind a szdmldlot sin(x)-al, amibdl adédik a kovetkezd in-

tegral: | dxl_siz(sﬁzx), most vegyiik észre hogy az integrandus ismét

f(g(x)) ¢'(x) alaki, ahol f(x) = 1=, illetve g(x) = cos(z). Vagyis
az integral a kovetkez6 alakban irhatd, amire alkalmazhaté a ”ha-

gyomanyos” helyettesitéses integral:
— [dz 1—(2(;2(; 7= —artanh(cos(x)) + C, ami éppen megegyezik az
el6z6 részfeladatban kapott eredményiinkkel!

”Fenman’s trick”

Legyen az elvégzendé integral a kovetkezd

2.1. Example.

1
:/ Q) (2.1)
0 1+./,U2

Hogy ezt megoldjuk alkalmazhatunk egy y = x + 1 valtozdcserét és egy
péar parcialis integraldst. Most ehelyett vesziink egy integralfiiggvényt a

kovetkezd alakban® ) ( )
In(yx +1

I(v) = —_—. 2.2

()= [ arE (22

, ahol most v > 0. Latjuk hogy I(y = 1) esetben visszakapjuk az eredeti
integralt amivel el akartunk banni.
Differenciédljuk most I(vy) fliggvényt ~ szerint

oI(y) 0 (Y. In(yz+1)
= dpg——-—~ 2.
oy 0y / T+ a2 (2:3)
1 Oln(yz+1)
[
= de———— 24
/0 S + 22 (2.4)
! 1 x
= do——5— 2.
/0 112 yr+1 (2:5)

Ezen a ponton az ilyen alaku integraloknal megszokott médon parcidlis
tortekre bontjuk az integrandust.

1 xr T
1+z2yz+1 (v +1)(z2+1)
vt g

T 0@ ieern 7

(2.6)

3Vilaszthattuk volna I(v)-t olyan integrandussal is mely a tradiciondlisabb  — ~ya
valtozécserének megfelelé f(x) = lfgﬁig integrandust adja, csupan a késébbiekben ez
megnehezitené a dolgunkat.

21



Lathatjuk, hogy mindkét tortben megjelenik egy az x-re torténé integral

tekintetében konstans tag ﬁ, amit kiemelhetiink az integrél elé

or 1 ! -
O _ /d:c LI A — (2.8)
oy Y +1 J yr+1 2241 22+1

Az igy kapott integralt konnyedén elvégezhetjiik

1

= {_ In(|y + 1|) + %m(z) —1—71] (2.10)

Ez azonban I(7) derivaltjanak eredménye, hogy megkapjuk a korabbi ~
fliggd integralt, az elébbi kifejezést ki kell integralnunk:

VoI
/ dyﬁzl(l)—l(o) (2.11)
0 oy
—/ld Lo gy 1)+ 2@ 47 (2.12)
=/ 7724_1 n(|y 50 77 .
Poln(y+1) /o In(2) ! ok
— [ a5 [
/0 QTR Y Rt TCER S VR R TCERCS )
(2.13)
! In(2) ! v
:—Il+/d+/d 2.14
o o 207+ Ty a2 (2.14)
! In(2) ! v
21(1) = d +/ dy—7>F— 2.15
R R R e (219)
= n )arctan(w) + Eln(fy2 + 1)1 (2.16)
2 o 2|,
In(2) 7
)t 2N .
S (2.17)
Innen pedig a megoldds méar egyértelmii, hiszen
I=1(1)= ln(?” (2.18)

Osszefoglalva az integralasi technika 1épéseit:

1. Vezessiink be egy paraméteres integralfiiggvényt, amely az eredeti in-
tegraldst, az 1j valtozé szerinti differencidlas egyszeriibbé teszi

b b
I:/ dxf(x)—>]('y):/ daf(v,z) (2.19)
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2. Derivaljuk le az 1j integralfiiggvényiinket az j paraméter szerint

b ~

3. Végezziik el z-re az integralt, majd integraljuk ki mindkét oldalt az 1j
valtozo6 szerint

1 oI(y) B Lorb 0 -
/Od’y&y—l(l)—I(O)—/O /a d’ydxaf('y,x) (2.21)

4. Rendezziik I(1)-re az igy kapott kifejezést.

2.2. Example (Egy trivialis példa’: f(x) = 23 — z).
b
:/ dea® — x (2.22)
a
b
I(v) = / dz 32 — ya (2.23)
a
9I(y) /b 2.3
— = dz 3vy°z° — 2 2.24
P ; (2.24)
4 21b
o
=3y - 2.25
YT (2.25)
b4 o CL4 b2 o a2
=3y - 2.26
v 5 (2.26)

1 8[(’}’) /1 2b4 o a4 /l b2 o CL2
dy———==1(1) — 1(0) = dv 3 — d 2.27
[ =10 -10) = [Caysrt - [t @)

3v3 gt 2 g2 |
— v (2.28)
3|, 4 2 |,
b4 4 b2 2
(1) =1="— ¢ . = (2.29)

Ttt lathatjuk, hogy ha a fiiggvényt f(z) = ® — x4 const. alakban adnink meg, hogy a
moédszer rossz eredményre vezet, de ebben az esetben a konstans integralasat kezelhetjiik
kiilon integrélként.
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3. Komplex szamok

3.1. Bevezetés

Komplex egység:

Komplex szamok altalanosan:

z€C,z=a+bxi,a,beR

Re{z} = a, Im{z} = b, valds rész és képzetes rész,

Z = a — bx 1, komplex konjugélas,

z24+Z=2Re{z}, z —z = 2Im{z}1,

r=|z| =V2z = \/m , komplex szdm abszolut értéke, hossza,

i(p1+p2)

|z129| = }rlrge =rire = |21]|22].

Komplex szamok geometriai abrazolasa:

A komplex szdmokat dbrazolhatjuk 2 dimenziés Descartes-koordindta rend-
szerben, ahol a vizszintes tengelyen a valés rész, mig a fiiggéleges tengelyen a
képzetes rész nagysigat tiintetjiik fel. fgy bevezethetjiik a komplex szamokat
jellemz6 poldrkoordindtdkat, ahol az origdtdl vald tavolsag

r=|z| = Va%+ b2,

illetve a vizszintes tengellyel bezédrt szog (szokds nevezni fazisnak is)

10| < a >
= L arccos| —— |.
L va? + b2

Ekkor a komplex szam kifejezhetd trigonometrikus alakban, mint

z =r(cos(p) +1i-sin(p)) (3.2)

melynek Euler-féle alakja:
€' = cos(p) +isin(p) — 2z = re'?. (3.3)

Innen kovetkezik, hogy
|21 22| = |r1 72 € P12 | = ryry = |21 | 2. (3.4)

Szokés az itt megjelen6 exponencidis tagot is fazisnak nevezni.
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3.1.1. Miiveletek komplex szamokkal

Legyen z; = a + bi, illetve 29 = ¢ + di. Ekkor a két komplex szam 0Osszegét
a kovetkez6képp irhatjuk:

z1tz2=(atc)+ (bxd)-i. (3.5)

Tehat valds részt a valds résszel, képzetes részt a képzetes résszel adunk
ossze. Ugyanezen két szam szorzatara pedig a kovetkezo lesz igaz

z1 - z2 = ac — bd + (ad + be)i (3.6)

illetve Euler-alak esetén
2120 = |21 |22]elP1T¥2) (3.7)

3.2. Feladatok

3.2.1. Osszeadas és kivonas

(24 5i) +(4 — 3) =(2+4) +(5— 3)i = 6 + 2i (3.8)
(3—4i) +(—5+2i)=(3-5) +(-4+2)i=—2—2 (3.9)
1+v3i) - (V2 - 4i) = (1-v2) +(V3+4) i (3.10)
(1—i)—(d—i)=(1—4)+(-1+1)i=—3 (3.11)

3.12)

3.2.2. Szorzatok és hanyadosok

(3 —5i)(—4+1i) = -7+ 23i (3.13)
(3 — 4i)(3 + 4i) = 25 (3.14)

Erdekes osszefiiggés: (a + bi)(a — bi) = a2 + b? (a kozépsikolabdl ismert
osszefiiggés, (a + b)(a — b) = a® — b?, analdgidjara).
3—4i (3-4) T 24

_ -y 1
3+ 40 25 25 25 (3.15)

Itt bovitettiink a nevezé komplex konjugaltjaval, hogy a nevezo tisztan valos
legyen.
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3.2.3. Algebrai és trigonometriai alak

Hatarozzuk meg az algebrai, illetve a trigonometrikus alakjat az aldbbi
komplex szamoknak:

=3 —i (3.16)
Hossz: = 1/32 +(—1)*> = V10
3
— | = —0.3217
\/ﬁ>

Euler-alak: z1 = V/10e 03217

Sz0g: ¢ = — arccos(

zg = —2— 3i (3.17)

Hossz: r = \/(=2)? +(=3)* = V13

2
Szog: ¢ = arccos| —— | ~ 0.588
g o ()

Euler-alak: 2z, = v/10e 03217

Hatéarozzuk meg most a j:f algebrai és trigonometrikus alakjat. Az algeb-
rai alakhoz, szorozzuk meg a nevezét annak konjugaltjaval, igy a kovetkezot
kapjuk:

2921 —9-T: 9 7

= -l 3.18
=2 10 10 10 (3.18)

Az Euler-alakhoz sziikségiink van a komplex szamok abszolit értékére
és a szogre:

_ |z lal_lal 18 _ams<_9> 948
zi| |zl A 10 V130 '
FEuler-alak:
2 13 948
==/ 3.19
= V10° (3.19)

3.2.4. Algebrai alak

(73;12,)2: Eloszor kibontjuk a zardjelet a nevezoben, majd bévitiink a nevezo
komplex konjugaltjaval:
1 1 —15— 8 15 8 . (3.20)
= = = - — —1 .
(1+4i)> —15+8i 289 289 289
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7(—2344_—i4i): Hasonléan jarunk el, el6szor bovitiink a nevez6 komplex kon-

jugéltjaval:

241 241 241)(—4— 3¢ 1 1
. +i __ +i . :( +1)( 3i) _ 1 —Oz (3.21)
i(—3+4i) —4-—3i 25 5 25

a=iv3=) Ahelyett, hogy elészor felbontjuk a nevezdben 16vd zardjelt,

rogton bévitliink a nevez6 konjugéltjaval:

V3+i (V3+id)a+i) 1 7

TSRO 20 TRET (3.22)

3.2.5. Trigonometrikus alak

—/3 — i: el6szdr a hosszat adjuk meg: r = \/(—\/3)2 +(—1)2 =V4=2,

majd szoget: ¢ = — arccos(—@) = —%’r. Innen a trigonometrikus alak:

—V3—i= 2(cos<567r> - isin<567r)> (3.23)

—+/6i: Egyszerti, hiszen nincs valés rész, tehat a hossza egyszerfien

2 . N . . .
r o= (—\/6) + 02 = 6, illetve a szog, mivel a szam a képzetes tengely
negativ tartomdnyaban és a tengelyen rajta van, egyszerfien p = —3
trigonometrikus alak is trivialis:

—V6i = —V/6isin(r/2) (3.24)
—7: Hasonldan trivialis, csak most a képzetes rész zérus, tehat az ab-

szolit érték egyszertien r = 1/(=7)% 4 02 = 7, illetve a szog, mivel a komplex
szam a valds tengely negativ felén, a tengelyen helyezkedik el, ¢ = 7. Innen
a trigonometrikus alak:

—7 = Tcos(m) (3.25)

3.2.6. Abszolut érték szamitas
(3+4i)(2+i)
(1+20)4+31)

értéke az abszolut értékek szorzata, |z12z2| = |21]|22|. Esetiinkben tehat az

eredmény \3+4i|\2+i|‘ﬁ 2l

nE| = % = ﬁ Vagyis az eredmény nem méas mint

tort kiszamitasa gy, hogy a benne szereplé komplex szamokat az abszolut
értékeikkel helyettesitjiik:

Alkalmazzuk, hogy komplex szamok szorzatanak abszolut

ahol alkalmazhatjuk a kovetkezd azo-

Zz —

nossagot ! % | =
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3+42)(2+1 5RVA5)

(3+ ‘z)( + z? _ 55 _ 1 (3.26)
(1+2)(4+3i)| 55

21 =241, 29 =3 —2i: % : Hasznaljuk a tudasunkat az el6z8

- % ami alapjan a kérdéses érték

3—2i] V13 (3.27)
4+3i 5 '

esetrol, vagyis hogy

21
22

3.2.7. Gyokvonas és hatvanyozas

V1A komplex szamok korében minden z € C komplex szamnak n darab n-
edik egységgyoke van. Ezt szemlélteti ez a példa is, hiszen, ha Euler alakba

frjuk fel, 1 = 2™k € Z, ahol kihasznaltuk a komplex szamok fazis szerinti
)

27 periodicitasat, akkor lathatd, hogy a kérdéses érték V1= e62 , ami
k € Z esetén 6 kiillonboz6 értéket vesz fel, rendre

k=0, vVi=1

kzl,\ﬁﬁze%%i
kzZ,\GE:e%Q”
k=3, V1=es2m
k:4,\%:e%2m
k:5,\6f1:e%2m

V/i: Hasonléan érdemes a trividlis Euler-alakot felirni, figyelembe véve a

2 periodicitdst, i = e2t2#™ Majd véve a masdoik gyokot, két kiillonbozo

eredmény adodik:

s 1 )
k=0,Vi=eil = cos(%) +z’sin(%> = \%l
k=1, \i=etitm R

V2

v/—4: Hasonléan jarunk el, azzal a kiilonbséggel, hogy most a gyok
alatt szdm nem a komplex egységkoron helyezkedik el, ezért el6szor Euler
alakba irjuk, amiben megjelenik az 1-t6l kiilonb6z6 abszolut értéke is, —4 =
4e™H26T I ¢ 7, ahol ismét kihasznaltuk, hogy minden komplex szdm a
fazisdban 27 szerint periédikus. Az abszolut érték gyokének kiszamitasakor
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csak a valds esetben megszokott értéket adjuk meg. Innen a megfelel6 4
gyok a kovetkezok:

k=0, vV—4 = V4™ = \/2(cos(r/4) + isin(n/4)) = 1+

k=1, V=4 = Va3 = (1 + 1)

k=2, vV—4= 4"/ = (=1 —4)

k=3, vV—4 =4/ = (1 — )

%: Hasonldan felirva Euler alakban és kihaszndlva a fazis 27 szerinti
periodicitdsat, i = e2" 726 | € 7. a kovetkezd 3 gyok adédik:

k=0, Vi= es’ = COS(%) —l—z'sin(%) = \/g;_l

k=1 \%:e%ﬂi:;\/g_‘_i
’ 2
k=2 Vi=eti=_j

/2 — 2i: Ismét felirjuk Euler- alakba, figyelembe véve a 27 periodicitést,
2 — 2 = \/Be 12T I« 7 illetve a abszolutértéknél egyszertien véve a
valos és pozitiv kobgyokot, a kovetkezot kapjuk:

k=0, ¥2—2i=\/V8e 5l = \/i(cos(l%) - isin(%)) ~ v/2(0.966 — 0.261)
k=1, {2 —2i = v2e12™ ~ v/2(—0.26 + 0.9661)
k=2, ¢2— 2 =2e1™ =(—1—1i)

/2 + 3i: Hasonld eljardsmoéd: Euler-alak, kifrva expliciten a 27 periodi-

citédst egy tetszbleges k € Z egész szam segitségével, ¥/2 + 3i ~ /13e0-983i+2kmi
gyOkvonds az abszolit értékbol és véve annak a valds pozitiv gyokét:

k=0, V2 + 3i = 0.997¢%197 = 0.997(cos(0.197) + i sin(0.197)) = 0.977 + 0.195i
k=1, &2+ 3i ~ 099701971 — 618 + 0.782i

k=2, /21 3i ~ 0.9970 1975 — 935 — 0.346i

k=3, V2 + 3i ~ 0.997e>197+ 5 — 0.04 — 0.996i

k=4, &2+ 3i ~ 0.9970 1975 — .96 — 0.27i
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(1+ i)4: Hatvanyozas, itt is érdemes el6bb az Euler-alakot felirni, azon-
ban most nem sziikséges figyelmbe venniink a 2kmw, k € 7Z periodicitast,
hiszen a hatvanyozds utdn (ha egész szam a hatvany kitevd) ez a perlodl—
citas nem valtozik, ( 2’“’”) = e2knmi — 1. Vagyis esetiinkben 144 = V2et
ahonnan

argul +i* = 4™ = —4

8
( \/57\/51‘) : Ismét ez Euler-alakkal érdemes kezdeni, ehhez el6bb azonban

8 8
algebrai alakra kell hoznunk a komplex szdmot: (ﬁ) = ( % + %Z) =
eil,

Most mar konnyen felirhatjuk az Euler-alakot:

0\ 8 .
(ezz) — e27r7, -1

(14 2i) 5—(1 — 2i)°: Mindent Euler alakba frunk és kiilon-kiilon végezziik
el a hatvanyozast, ez azért érdemes megtenni, mert ldthaté, hogy ugyana-
nabbdl a komplex szambdl vonjuk ki a sajat komplex konJugaltJat z— z =
2Im{z}i és (2)° = 5. Vagyis kiszémitva a (1+ 2i)° ~ 52( 1107’)

41 — 38i. Igazabdl a valds rész nem is érdekes, hiszen az gy is kiesik,
miutan kivonjuk bel6le a komplex konjugaltat is!

A végeredményhez tehat elég ismerni az egyik tag képzetes részét és igy a
végeredmény:

(1+2i)° —(1—2i)° = 21m{(1 + 2i)5} i = —76i

(144)° 1 z)
(144)%(1—4)°

lex szdm és annak komplex konjugdltjanak szorzata szerepel, zzZ = |z| ,

tovabba a szamlaléban egy komplex szdm és annak komplex konjugéltjanak

Osszege szerepel. Vagyis az eredeti kifejezés a kovetkez6 egyszerii alakot olti:

: Itt el6szor kihasznéljuk, hogy nevezében éppen egy komp-

6
A+ ra—i 2Re{0+0)°)
1+)°1-)° 26 7
azaz nincs més feladatunk, mint meghatérozni az (1 + 4)° komplex szém

-\ 6 _
valds részét, ehhez irjuk fel Euler-alakba, (1 + i) = (ﬁeil) = 8637’, innen

(3.28)

a valds rész, Re{(l +i)6} 8cos(327r ) = 0, ahonnan a végeredmény is

trividlisan nulla!

3.2.8. Egyenletek komplex szamokkal

Komplex szamokra felirt egyenletek esetén mindig kettd egyenletet kell meg-
oldanunk, egyet a valds és egyet a képzetes részre. Mas szavakkal az egyenlet

30



két oldalan mind a valds, mind a képzetes résznek meg kell egyeznie, gy is
mondhatjuk, hogy egy komplex szam képzetes részét nem tudjuk kifejezni
egy masik komplex szam valds részével, a képzetes és valos tagok algebrailag
fiiggetlenek!

3r + 2yi — iz + by = 7 + bi: Ahogyan fent kifejtettiik, az egyetlen két
oldalan mind a képzetes, mind valds részeknek meg kell egyezniiik! Ez a
kovetkezo két ismeretlenes egyenletrendszerre vezet:

3%+ 5y =7, (3.29)
2y —x = 5. (3.30)

3x(2)+(1) =11y =22 - y = 2, ahonnan (2) : x = —1.

22 —(3 4+ 4i) z + 1+ 5i = 0: Itt egyszertien alkalmazhatjuk a masodfoki
egyenlet megoldoképletét, hiszen a komplex szamok korében is két megoldast
fogunk kapni, csupan annyi kiillénbséggel, hogy most nem kell kizarnunk azo-
kat az eseteket (ellenben kozépiskolds tanulményainkkal), amikor negativ a
diszkrimindns, vagyis alkalamzva a méasodfokui egyenlet megolddképletét:

z12=15+2i+ \/(1.5 +2i)* —1—-5i=15+2i+—-2.75+1,

ahol csak meg kell hataroznunk a fenti diszkrimindns négyzetgyokét:
V=2,T5F 10~ V2.752 + 1e>™3 ~ —1.6 4 0.585i, vagyis végeredmény:
z1 = —0.12.585¢, zo = —3.1 + 1.415:.

222 = —\z\z +4: Ilyenkor érdemes az algebrai alakban keresni a kérdéses
komplex szamot, azaz z = x + iy, =,y € R, vagyis a fenti egyenlet ekkor:
2(x+iy)2 =22 240 = 222 — 22 +dayi = —2? — 2+ i — —32% +
y? —dzyi+i=0:

Mivel mind a valés, illetve mind a képzetes részeknek meg kell egyezniiik, a
kovetkezo két ismeretlenes egyenletrendszer adédik:

y? — 322 =0, (3.31)
dry = 1. (3.32)

Az elsé egyenletbdl, (3), y = £v/3x, ahonnan a misodik egyenlet alapjin
+4/322 =1 — T1p =% ﬁ. Mivel z,y,€ R = y12 = £4/ @.

2|z| — 2 = 1 —4: Itt érdemes mindent az abszolut értékes kifejezésre ren-
dezni és négyzetre emelni az egyenlet mindkét oldalat, %]2|2 =(z+1—1i)%
Ezt a kifejezést kifejtve, amikor z = x + yi,z,y € R, vagyis ekkor az
x4+ 1+ (y — 1) i kifejezést emeljiik négyzetre, a kovetkez6t kapjuk:

(22 + ) =(z+1)° —(y— 1) +2(x + 1)(y — 1) i. (3.33)

B~ =
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Az egyenletnek csak az egyik oldalan lathato képzetes tag, aminek az egytitt-
hatdjanak igy nullat kell adnia, vagyis © = —1 vagy y = 1:

r = —1: fgy a valds részekre a kapott egyenelGség alapjan: % + %yQ =
—(y— 1)2, ami semmilyen valés y € R esetén nem lehetésges.

y = 1: A valds részekre kapott egyenléség alapjén: i + iaﬂ =(z+ 1)2

%
L3022 — 90415322 4243 =00 ap=—344 /8 1=—44 YT

Vagyis a teljes megoldas: x12 = —% + §, y=1.

22 + 2 =1— 7z Ismét érdemes a z = x + yi, x,y € R algebrai alakban
keresni a megoldést.
Ekkor 22 4+ 2z = 2?2 + 2 — y® + 22yi + yi = 1 — = + yi, ami a aldbbi O-ra
rendezett egyenletre vezet:
22 + 20 — 1 —y? + 22yi = 0. Ismét, mivel csak a 2zyi az egyetlen képzetes
tag, xy = 0, ami két lehetséges megoldasra vezet, x = 0 vagy y = 0:
x = 0: Ekkor egyszerfien marad az y* = —1 — y; 2 = i, z = 0 a megold4s.
y = 0: Ekkor a maradék megoldandé egyenlet az 22> +22 —1 =0 — T12 =
—1++/5, y =0 a megoldés.

Egy triikkosebb feladat: Im{z+ 1} =0 Im{z} #0, |z| =?
Erdemes ismét z = z + yi, x,y € R moédon paraméterezni az ismeretlen

komplex szdmot és igy z + % =x+yi+ x_&yi =T+ ﬁ +(y* ﬁ) i,

illetve a feltételiink miatt y # 0 <> Im{z} # 0, tovabba azt tudjuk, hogy

y<1 - ﬁ) = y(ziifygl) =0+« Im{z+1} =0, ami a kordbbi y # 0

feltétel miatt az 2% 4 y? — 1 = 0 Osszefiiggésre vezet, ahonnan \z|2 =1-
|z| = 1.

3.2.9. Egyenletrendszerek komplex szamokkal

21,29 € C:

iz — iz +2 =0, (3.34)
221+ 29 = 1. (3.35)

Hasonléan jarunk el, mint a ”"megszokott” valds egyenletrendszereknél, az
egyenlé egylitthatok moddszerével eliminaljuk a zo valtozdét, a kovetkezd
linedris kombindciéval: (34) 4+ ¢ x (35): 3iz; = —3, ahonnan z; = 4, vissza-
helyettesitve példdul a (35)-6s egyenletbe, a kovetkez6t kapjuk:
20+ 29 =1 — 29 = —i.

21,722 € C:

iz1 + 229 = 1 — 2i, (3.36)
42’1 - iZQ =3 — 1. (337)

Most oldjuk meg gy, hogy a (37)-es egyenletbdl kifejezziik zo-t:
z9 = —3 — i — 4iz1, majd visszahelyettesitiink a (36)-os egyenletbe:
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—6—2i—Tiz1 =1—2i — z1 =1,
illetve 29 = -3 —i+4=1—1.

3.2.10. Komplex logaritmus, illetve komplex hatvanykitevo
3.2.11. Komplex szamok logaritmusa:

Erdemes itt ismét az Euler-alakot vizsgdlni, z = |z|e® T2k k€ 7, ahol
ismét expliciten kifrtuk a fazis 27 periodicitasat. Most vegyiik a logaritmust,
In(z) = In(|z[eT2m) = In(|z|) + i + 2kmi, vagyis a komplex szdmok
korében a logaritmus mem egyértelmi, 2w periodicitdst mutat. Emiatt a
konvencié a kovetkez6 In(z) = In(|z|) + i¢ +imod2m, vagyis a k = 0-hoz
tartozo logaritmus irjuk ki, de feltiintetjiik, hogy a kapott mennyiség 2w
periodikus!

e In(/e): A szokdsos médon a hatvénykitevot kihozzuk a logaritmus
elé, majd a fentebb leirtak alapjan kiszamitjuk a logaritmust a komp-
lex szémok korében, ahol most e = ee?*™ Lk € Z.

A logaritmus ezekutdn egyszeriien In(+/e) = % + 2kmi, avagy a kon-
venciéval In(/e) = % + imod2.

° ln(\/§ — z) Mint korabban is, legcélravezetébb atirni a logaritmus

argumentumat Euler-alakba, v/3 —i = (\/3)2 +(—1)2e_ arccos i _

2¢~5'. Innen a komplex logaritmus egyszertien In(z) = In(|z|) + ip +
mod2ri = 2+ Ti + 2k, k € Z.

° ln(\/fe”): Komplex szamok szorzatdnak logaritmusa uganigy a loga-
ritmusok Osszege, mint a "megszokott” valés esetben, vagyis ln(\ﬁe”) =
$1n(i) + In(e'™).

Az els6 tagot Euler alakba irva, In (e%i> = §i+mod2m, a végeredmény

egyszeriien adodik:
ln(ﬂe”) = %’Ti + mod2m.

3.2.12. Komplex hatvanykitevs:

Ugyanigy mikodik, mint valés esetben, de hogy szabdlyszertien el tudjuk
végezni, mindig érdemes az Euler-alakbél kiindulni. Ha egy z = re’? € C
komplex szdmot valds hatvanyra emeliink, a ”szokdsos moédon” kell eljarni,
ahogyan tettiikk a gyokvonds és egyész szdmmal valé hatvanyozas sordn.
Ujdonség azonban, ha a hatvanykitevs képzetes, vagyis a 2% = (reig")bl
eset, ekkor a valés hatvanyozds szabdlyait kovetve a tagokat kiilon-kiilon
hatvanyozzuk, 2% = rbieiebi = pbie=b¢ Kérdés, hogy miként értelmezhetjiik
az " tagot. Ha exponencidlis alakba frjuk az abszolut értéket, r = elnlr) |
akkor a hatvényozds elvégzése utan éppen az Euler-alakra jutunk, r® =
b — cos(In(r) b) + i sin(In(r) b).
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3.2.13. extra feladatok:

e ¢ :ahol z = x +yi, x,y € R. Egyszerii a helyzet ugyanis e*T¥" =
e®(cos(x) 4 sin(y)). Vagyis |e*| = efl=} illetve ¢ = Im{z}.

e sin(z), ahol z = x + yi, x,y € R: Irjuk ki a szinusz fliggvény ex-

Cil iz _g—iz e
ponencidlis definiciéjat, sin(z) = 57—, ahonnan mar kénnyt dol-
gunk van, hiszen iz = ix — y, visszairva ezt a szinusz kifejezésébe,

. —ytTi_y—wi L P ‘

sin(z) = “——5;%—. Erdekes megnézni, hogy ugyanezt kapnink, ha
vennénk az —isinh(iz) kifejezést, hiszen ez nem més mint, definicié
e—y+ziiey—zi

%

alapjén, = sin(z).

o i Egyszertien csak fel kell frnunk a képzetes egységet Euler-alakba,
= (651) =e 2.

° (3)3i: A fentebb elmondottak alapjén, érdemes egy epxonencialis kife-
jezésként felirni, (3)* = (elr‘(?’))?ﬂ = 3113) = cos(31n(3))+isin(31n(3)).

1+i
o (%(1 +z)) : Ismét érdemes rogton az Euler alakot felirni majd

elvégezni a ”valds szam képzetes hatvanyon” és ”komplex fazis képzetes
hatvéanyon tipust” hatvinyozasokat:

i+1 N ! P
(%(1 +Z)> = (661’> = elflemata, Az utolsé feladatunk,
hogy szeparaljuk a megfelel6 tagokat és megkapjuk a végleges Euler-

alakot: _
=5 1H5)! = 1% (cos(1 + T) + isin(1 4 %)), ahol az utolss 1épésben
expliciten kiirtuk a trigonometrikus alakot.
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4. Vektortér, Vektor algebra

4.1. Definicio:
V vektortér a K ={R, C} szamtest felett: u, v € V, a,b € K:
e av+bu €V - Linearités.

e (a+b)(a+b) =av+bu+au+bu €V - Disztributivitds mindkét
irdnyban.

e 410 V: v+ 0= v, Vv eV - A vektortér nulleleme.
e d—veV: —v+v=0€V - Inverz elem.

e Jl1 € K: 1v € V - Szdmtest egységeleme.

4.2. Linearis fiiggetlenség:

4.3. Bazis:

{v;};, bézis V vektortérben, ha linearisan fiiggetlen és nem bovithetd
tovabb.

Példa: R3: 4, j, k, illetve R?: i, j. Bézis elemszama = dim(V) a vektrotér
dimenziészdma. -

Miért rendelkezik olyan kitiintetett szereppel a béazis? A béazis elemeinek
linedris kombinécidjaval a vektortér minden eleme/vektora megadhatd!
Példék:

e Legyen V-ban bézis az{ e, ey, €5}, ekkor Vv € V esetén egyértelmiien
létezik olyan vy, v, v3 € K, hogy v = v1 e, +v2 e5+v3 e3. Figyelem: ey,
ey, €3 nem biztos, hogy merélegesek, illetve hogy hosszuk egységnyi!

e R3-ban bézist alkotnak a Descartes-koordinatarendszer egységvektorai,
i, j, k, vagyis minden
v € Rihez egyértelmien léteznek olyan vy, ve,v3 € R, hogy v =
vii+v2j +usk.

4.4. Skalaris szorzat:

A vektortér onmagdval vett Descartes szorzatdbdl képez le a széamtestbe:

():VxV =K
Tulajdonséagai:
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Szeszkvilinedris (valds esetben bilinedris): (Av, u) = A* (v, w), (v, Adu) =
A (v, u), azaz els§ véaltozéban konjugdltan linedris, mig a mésodik
valtozéjaban linearis.

Konjugalt szimmetrikus (valés esetben szimmetrikus): (v, u) = (u, v)".

Pozitiv definit (u, u) >0, (u, u) =04 u= 0.

o (v + vy, u) = (vy, u) + (v, u), illetve (v, u; + uy) = (v, ) +
(v, u)

Fontos (!): A skaldris szorzat nem asszociativ: a- (b, ¢) # (a- b) - ¢

4.5. Geometriai definicié (most specidlisan R3-ban):

(vy, vy) = |v1||vy] cos(p(vy, vy)), ahol p(vy, vy) a két vektor dltal bezart
S70g.

4.6. Skalaris szorzat bazisban, most specialisan R2-ben:

v =(v1,v2), w = (wi,ws) valamilyen bazisban, ekkor a skaldris szorzat tu-
lajdonsdgai alapjan (v, w) = (v1e; + va ey, w1 €] + W2 €y) = viws (€, €) +
viwy (e, €3) + V2w (eg, €1) + V2w (€9, €3).

Ha (¢; ¢;) =
1, ha i=j
0, ha i J,

azaz a bazisvektorok ortonormalisak, akkor visszakapjuk a jol ismert kozépsikolai
eredméynt, (v, w) = viw; + vaws.

4.7. Feladatok:

e Legyen a =(1,5,2), b=(-2,1,2):
a+b :(_17674)7 a—b= (37470)7 3a :(37 1576)7 _%b = (_17 %7 1)7
ahol egyszeriien minden miiveletet komponensenként végeztiink el, il-
letve nem mondtuk ki, hogy milyen bézisban dolgozunk(!). Ha sakarszorzatot
is ki kellett volna szamolnunk, akkor lett volna csak sziikség a bézis
specifikdlasaral

* U :(17332)7 A :(_3,1,2)2
v c vy =1-(=3)+3-1+2-2=4.
01 = VIZF 3492 = VI, |y | = \(=3)° + 12 4 22 = VT, cos(p) =
4

V1'% 4
‘21H22| 14-

e Legyen a = (3,1,—1), b =(3,4,12). Hatdrozzuk meg a két vektor
atlal bezart szoget:
A szokasos modon el6szé a koszinuszt adjuk meg a skalaris szorzas
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segitségével: cos(p(a, b)) = 7y

la| = V11, | b| = 13, illetve
o = 1.547.

1
13v11

8]
IS

= 1, ahonnan cos(p( a, b)) = —

Linedris fliggetlenség: fliggetlenek-e az a = (2,-2) és a b = (1,2)
vektorok, ismét a bdazis megvélasztds nem fontos, a kérdés az, hogy
tudunk-e olyan A, Ao € R szdmokat talalnunk, hogy A1a + Xob =0
ugy, hogy A1, A2 # 0. Mint mindig most is kompenensenként irjuk ki
a megfelel§ egyenlGséget:

— 2\ +2X =0 (4.2)
(4) — A1 = —MXo, amit visszairva az els6 egyenletbe, \; = 0,A2 = 0

adddik, tehdt a és b fliggetlenek.
Megjegyzés: ha csak két vektorunk van, elég lecsekkolni, hogy létezik-e
olyan A € R, hogy a = A\,

Fliggetlenek-e egymdstol a fenti a, b és a ¢ =(8,4) vektorok. A vilasz
az, hogy nyilvan nem, hiszen csak két komponensiink van, de harom
vektorunk, ekkor a és b-re gy is tekinthetiink mint bazisra, hiszen
maximalisan linedrisan fiiggetlen rendszert alkotnak, a kérdés tehat
ugy is feltehetd, hogy mik a ¢ vektor kifejtési egyiitthatoéi ebben a
béazisban. Ismét komponensenként érdemes felirni a ¢ = A1 a + Ao b-
bol fakadd egyenloségeket:

8 =2\ + Ao, (4.3)
4 = —=2X1 + 2. (4.4)

Osszeadva két egyenletet, azt kapjuk, hogy As = 4, ahonnan A\, = 2.

Ha két vektor skalarszorzata zérus, akkor a vektorok merélegesek egymasra!
Legyen a =(3,—1,2) és b =(2,5,\). Hogyan valasszuk meg \ értékét,
hogy a két vektor merdleges legyen egymasra. Ehhez irjuk fel a A
paraméter segitségével a skaldris szorzatot, ahol A értékét tgy kell
megvalasztanunk, hogy a skalaris szorzat nulla legyen:

a- b:6—5+2)\20—>/\:—%.

Legyen a = (2,0,—1), b = (3,—2,1), hatdrozzuk meg a két vek-
tor altal bezart szoget. Mint tudjuk a vektorok hosszaval és bezart
szogével a kovetkezd képp fejezhetd ki a skaldris szorzat, a - b =
| al| b cos(¢(a, b)) = 5, ahol az utolsé egyenldség a komponensekbél
szamolt skalaris szorzatbdl kovetkezik, a hossziisagok pedig | a| = /5,
|b| = v/14. Innen a bezdrt szog koszinusza egyszerfien cos(p(a, b)) =
\/%, ahonnan a szog ¢(a, b) ~ 0.93.
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e Adott vektorra val vetités, arra merdleges vektor meghatdrozasa stb.

— Hatédrozzuk meg az a = (5, —3, 1) irdnyaba mutaté egységvektort.
Ilyenkor nincs mas dolgunk, mint leosztani a vektort a sajat
hosszaval, ahol most feltessziik, hogy Descartes-koordinata rend-

szerben dolgozunk, azaz |a| = \/52 +(—3)% +12 = /35. Vagyis

—_a _ 1 _
ﬂa—@—ﬁ(f), 3,1)

— Legyen b =(2,1,3), adjuk meg a b-nek a-val parhuzmos komp-
nensének hosszat.
Ehhez veniinnk kell a két vektor altal bezart szoget és megszo-
roznunk | b|-vel. Kés6bbiekben hasznos lesz a kovetkezd egyszerii
modszer hasznélata:
b = n,- b, ugyanis ez nem massal egyenld, n, definicidja alapjan,

mint n, - b = % = cos(¢(a, b)) |bl. Vagyis by = n.by =
2(5,-3,1).

Most hatérozzuk meg az a-ra meréleges komponenst, b, . Ehhez
felhasznaljuk, hogy b = Q” + b,, vagyis b, = b— b”. Ami a
koordinatak alapjan nem més mint

2 1
QJ_ :(27 173) - ?(5; _3, 1) = ?(4, 13, 19) .

— Legyen a =(—2,6,1) és b =(1,—1,0). Hatdrozzuk meg ismét a b
vektor a-ra meréleges és azzal parhuzamos komponenseit. Ehhez
elorszor ismét adjuk meg az a irdnyaba mutatd egységvektort,
N, = |Z| = \/%(—2,6, 1). Most a parhuzamos komponens b =

(ng - b) ng, = 532(—2,6,1). Innen pedig a merdleges komponens:

by = b— b =(1,-1,0) — $(-2,6,1) = (61, -101,-10).

e Geometriai feladatok:
Adott egy haromszog, melynek csicsai a csucspontokba mutaté hely-
vektorok koordindtatival egyiitt A, r, =(2,-5,1); B, rg =(6,-3,5);
C, ro =(6,—4,9).

— Hatérozzuk meg a hdromszog szogeit.

Ehhez el6szor megadjuk a csicsok kozotti vektorokat: AC =
re— 1y =(4,1,8), AB = rg — 14 = (4,2,4), BC = ro —
rp =(0,—1,4). Ekkor a kérdéses szogek koszinuszai egyszertien
szarmaztathatdak a megszokott mdédon a skalaris szorzat és a vek-
torok hosszanak ismeretében. Eloszor a vektorok hosszait adjuk
meg: ’A_C' =9, A_B‘ =6, B_C" =17.

Ezek alapjan a megfeleld szogek:

cos(gp(AC,AB)) = cos(a) = % = % — a = 0.387.
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Yol ¥ _ _ BCBA _ -14 _
COS(@D(BC, BA)) = cos(B) = Bel|5a] = ovit B =217

cos (cp(C’_B, C’jél)) = cos(y) = |§§|€€4’ = 9\% — v = 0.582.
Ahol mindeniitt kihasznaltuk, hogy AC = —C’_}l, illetve hasonléan
AB = —-BA, BC = -CB.

4.7.1. Vektorok keresztszorzata/vektoridlis szorzata:

x: R3 x R? — R3, ellenben a skalaris szorzattal ennek a miiveletnek csak
R3-ban van értelme.

Geometriai definicié: a, b € R3 esetén a v = a x b merSleges mind az a,
mind a b vektorokra és a hossza |v| = |al|b| sin(¢(a, b)). A definiciébdl is
lathato, hogy ez nem mast ad meg, mint az a és b altal kifeszitett parale-
logramma teriiletét.

A Kkeresztszorzas tulajdonsagai:

e ax b= —bX a, jobbkéz szabaly alapjan lehet meghatdrozni. - Anti-
kommutativ:

e ax(b+¢)=ax b+ ax c -Osszeadasra disztributiv.
e Aax b= ax Ab, VA € R esetén-szammal vald szorzasra asszociativ.
e ax(bx c)#(ax b)x ¢ -nem asszociativ!

Kiszamitdsa Descartes koordinatarendszerben, az i, j, k bazisvektorok segitségével.
A definiciébdl és jobbkéz szabalybdl kovetkezben a kovetkezd egyenlOségek
igazak a Descartes koordindta rendszer ortonormélt bazisvektoraira:

e iX j=k i1xi=0
o kxi=j,jxj=0
e kxk=1i, kx k=0

Ez alapjan két tetszoleges vektor vektoridlis szorzata a kovetkezd: a x b=
(a1i+azj+ask) x (bri+byj+bsk) =aibiix i+abajx i+ abzix
k+asby j x i+agbejx jtasb3jx k+azbrkx i+azbekx j+agbskx k=
(a2bz — agbz) iHaszby — aibz) jHaibs — a2b1) k =(azb3 — agbz,azby — aibz,a1by — azby).
Alternativ kiszdamitasi méd: 3 x 3-as determindns segitségével: a x b =

it J k

a1 as ag| Legyen a = (2,—2,—3), illetve b = (0,4,7), adjuk meg a ke-

by by b3
resztszorzatukat:
Behelyettesitve a fentebb irt képletbe, egyszerlien adédik az eredmény:

a X b :(a263 — a3b2, a3b1 — a1b3, albg — agbl) E(—Q, —14,8) .
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Adott egy haromszog, melynek csicsai a megfelelé helyvektorokkal egyiitt
a kovetkezdk:

Aryg =01,-1,1); B,rg =(2,1,-1); C,re = (—1,—-1,—-2). A kereszt-
szorzas segitségével hatarozzuk meg a haromszog teriiletét. Mint tudjuk az
|a x b| vektorhossz a két vektor &dltal kifeszitett paralelogramma teriiletével
egyenld, vagyis ennek a fele éppen a két vektor altal alkotott haromszog
teriiletével egyenl6. Vagyis az ABC harosmzog teriiletéhez ki kell szamitanunk

az ‘At’ X Aﬁ) értéket. Ehhez a megfelel6 vektorok AC = rTe — T4 =
(=2,0,-3), AB=rp— r, =(1,2,—2). Innen egyszertien a keresztszorzat,
ismét alkalmazva az ismert képletet:

Tapc = ‘Ab x AB|/2 = |(~6,-1,4)|/2 = V32

4.7.2. Vegyes szorzat:

Vegyes szorzat alatt a kovetkezét érjik: (a, b, ¢) = a-(b X ¢)

Legyen a = (2,—2,5), b = (-1,2,2), ¢ = (0,2,—3), hatdrozzuk meg az
(a, b, c) vegyes szorzatot. A kiszamitdsi szabély alapjan bx ¢ =(—10, -3, -2) —
a(bx ¢)=-2046—10 = —24.

Szamitsuk most ki a(b, ¢, a) vegyes szorzatot, ehhez el6szor meg kell monda-
nunk a ¢ x a keresztszorzat értékét, (caas — csag, csa; — cras, cias — caa1) =
(—4,-6,—4).

Ezt kovetOen a skaldris szorzds eredménye pedig (b, ¢, a) = (—1) - (—4) +
(=6) - 2 4+(—8) - 2 = —24, vagyis ugyanaz az érték mint az el6z6 esetben,
ez is mutatja azt az altalanos igazsagot, hogy a vegyes szorzat értéke nem
valtozik, ha a vektorokat benne ciklikusan permutaljuk, illetve —1-eresére
valtozik, ha nem ciklikus permutaciot hatjunk végre:

(a,b,¢) =(c a,b) = (b ¢ a), lletve (a, b, ¢) = —(a, ¢, b) = (b, a,c) =
(¢ b, a).

4.7.3. Indexes szamolas:
e Kronecker-delta:

o
PR S (4.5)
’ 0, ha i # j

o Levi-Civita szimbdlum:

1, ha (4,4, k) az (1,2,3) ciklikus permutacidja
€ijk = § —1, ha (¢,7,k) az (1,2,3) nem ciklikus permutéaciéja
0, ha (i,7,k) az (1,2,3)-nak nem permutécidja
(4.6)
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Példak:

€132 = —1, mert (1,3,2) nem ciklikus permutéciéja (1,2, 3)-nak. Ha-
sonléan €2,1,3 =€321 = —1.

£312 = 1, mert (3, 1,2) ciklikus permutaciéja (1,2, 3)-nak. Hasonléan
€123 = €231 = L.

£1,1,2 = 0, mert (1, 1,2) nem permutécidja (1,2, 3)-nak.

Skaléris szorzat Kronecker-delta segitségével:
3 3 3
<Q, Q> = Z ’1)1‘52'7jwj = Zéi,iviwi = Zviwi, (47)
ij=1 i=1 i=1
mivel minden ¢ # j esetén ¢; ; = 0, egyébként meg d;; # 0, illetSleg
azonosan eggyel egyenlo.

Vektoridlis szorzat Levi-Civita szimboélum segitségével:

3
(0% w); =) eijrvjwp.
jk=1

Fontosabb indexes Osszefiiggések:

i1 EijkEigd = 20k

S EigkEitm = 0j0km — 0jmOky

FEinstein konvencié: ha egy index kétszer fordul el6 automatikusan tgy
kell érteni, hogy Osszegziink arra az indexre, tehat f6losleges a szumma
kifrasal

Példak:

3
Z 5i,k5k,l,majbjcldm-
Jik,lm=1
Mivel a Kronecker-delta indexeinek meg kell egyezniiik, néas kiilonben
nilldt adnak d;«, = 0, az Osszegzésben k = i-t kapunk, ahonnan
3 3 3 "

ijhm:l €ilmajbjcidy, = Ejzl a;b; Zlm:l €i1,mCldm. Itt az elsé szum-
ma eredménye egyszerien csak a a és b vektorok skaldris szorzata, il-
letve a masdoik szumma éppen a ¢ X d keresztszorzat i-ik komponense,
vagyis az eredmény:

3

Z 8i kEkImazbjcidym = (a, b)(c x d); .
7.k, lm=1

Szamitsuk ki a kovetkezé szummaét:
3

E 6k,m5j,m5l,m,nckdm-
Jik,l,m=1
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Itt ismét el6szor kihasznaljuk, hogy a Kronecker-deltak indexeinek meg
kell egyezniiik, vagyis az Osszegzésben csak azo ka tagok nem fognak
eltinni, ahol kK = m és j = m, ahonnan mar csak egy két indexre valé
szummazast kell elvégezniink:

3 3
E 6k,m5j,m5l,m,nckdm- = Z 8l,m,ncmdma
7.k, lm=1 I,m=1

ahol az utolsé tagra gondolhatunk tg, mint egy vektor melynek az
m~edik eleme a ¢, d,,, illetve megjelenik mellette a csupa egyest tar-
talmazé vektor, hiszen ekkor ha iT =(1,1,1), akkor f,, = 1, ahonnan

3
Z 6l,m,ncmdmfn = (g X i)l )

l,m=1

ahol g, = cdp,.
Indexes szamolas a harmas vektorialis szorzat kiszdmitasahoz:
3 3
(ax(bx ¢)); = 225 ket €igiki (b X ) = D75 k1 m=1 EijikEk1mibiCm =
Zj",k,l,mzl €k,i,j€k1,majbicm. Itt az utolsd 1épést azért tehettiik meg,
mert a Levi-Civita szimbdélum inexei egymaés kozott, a definicié alapjan,
ciklikusan permutalhatéak, tovibba ebben az alakban alkalmazhaté
rajuk a fentebb irt azonossig, vagyis a kovetkezé adddik:
3 3 3
2 i ktm=1 (0500k,m — Ojm — O ) ajbicm = 325, biamem—D 5 ciajbj =
(¢ a)bj—(a- b)c;, ahol most csak az i-edik komponensre vezettiik le
az egyenléséget, de mivel lathatéan semmi nem fliggétt a komponens
megvialasztasatol, minden ¢ = 1,2, 3 esetén is igaz az allitas, vagyis
ax(bx¢)=(a-c)b—(a-b)c

Két vektoridlis szorzat skalrais szorzata:

(axb),(cxd))

Ttt elérszor kiifrjuk a skalaris szorzas Korncker-deltds verzi6jat, S5 -, §; i(a x b);

17.721 -
majd kiirjuk a két keresztszorzat megfelel6 komponenseit:

3
Z 5i,j5i7k,l5j,m,nakblcmdna

i,5,k,l,m,n=1

majd egybeejtjiik a Kroncker-delta két indexét, i = j-re végezziik el
az Osszegzést, Zi,k,l,m,n:l Ei.k1€i,mnakbiCmdy, amit dtirhatunk a két
Levi-Civita szimbdlum szorzatandl tanult 6sszefiiggés alapjan,
zz7l’m’n:1(5k7mél’n — Ok n01.m) axbicmdy,. Ezt az 6sszegzést mar konnyen
el tudjuk végezni ha egybeejtjiik a kovetkezo indexeket k — m, [ — n,
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illetve a masodik tagban, & — n, [ — m. Innen a végs6 két indexre
felirt Osszegzés a kovetkezo:

3 3 3 3 3
Z ambncmdn—anbpmcnd, = (Z bndn> <Z amcm> (Z andn> (Z bmcm> = <Qa Q> <b7
m=1 n=1 m=1

m,n=1 n=1

Harmas vektoridlis szorzat skalarszorzate egy negyedik vektorral:

(a, bx(cxd)).

Elészor kifrjuk a skaldris szorzatot a Kornecker-delta segftségével, >, ;_; d; jai(bx (¢ x d))
Ezt kévetoen kiirjuk az elsé keresztszorzatnak a j-edik komponensét,
azaz Zimk’l:l i j€jkaibp(c x d),. Ez kévetée na maradék (c x d),

keresztszorzat [-edik komponensét is kiirjuk, ami utd na koévetkezd

g

kapjuk:
3 3
Z 04 5€5.k1€Lm,nGibpCmdy = § €5,k 1€Lm,n0;bkCmdy,
i,7,k,l,m,n=1 7.k, lmmn=1

ahol csak egybeejtettiik a Kornecker-deltanak megfelelden az i és a
j indexet, i — j. ezt kovetGen ismét alkalmazzu ka két Levi-Civita
szimbdlum szorzatdra vonatkozd azonossagot, miutdan az elsé szimbdélum
indexeit ciklikusan permutaltuk, €;5; — €%, ami alapjdn a kovet-
kez6t irhatjuk fel:

3
Z (5j,m5k:,n - 5j,n5k:,m) ajbkcmdna

jvkvmvnzl

egybeejtve a Kronecker-deltdknak megfelel6 indexeket a kovetkezo kap-

juk:
3 3
> ajbreidi — > ajbrerd; = (a, ¢) (b, d) — (a, d) (b, ¢).
jk=1 j,k=1

Két vektoridlis szorzat vektorialis szorzatanak kiszamitasara:

(axb)x(cx d)):

Ele6szor is dltalanosan az i-edik komponenst vizsgaljuk ismlt és kiirjuk
a definiciot

3
(ax ) x(cx )= 3 eulax b)(cx d),

J,k=1
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ezt koveten a két keresztszorzatot irjuk ki egyesével, vagyis(a x b) ;=
Z?,m:l €j1,maibm, illetve (¢ x d), = Zi,pzl Ek,m,pCndp, Osszerakva a
két kifejezést a kovetkezot kapjuk:

3
(axb)x(cx d);= E €i,5,kE41mEk,n,pAbmCndp.
j7k7l7m7n7p:1
Most alaklmazzuk az €1 i€j1m = Oki0im — Okm0;; Osszefliggést a

€ijkEjlm = E€jki€jlm tagra, ahol imsét végre hajtottunk egy cikli-
kus permutéciot. Innen a kovetkez6 kapjuk:

3 3
Z (5k:,l5i,m - 5k,m5i,l) Ek,n,palbmcnd = Z 5k,n,p(akbicndp - aibkcndp) )
k,lm,n,p=1 k,n,p=1

ahol csak Gsszeejtettiik az indexet a Kornecker-deltaknak megfelelGen,
vagyis az els6 két delta szerint [ — k,m — 1, illetve a méasodik két
delta szerint m — k,I — 7. Most a Zi,p:l E€k,n,pCndp definicié alapjan
(¢ x d);,, ahonnan sz,p:l Ekmplarbidncy, — aibrend,) = b; (a, ¢ x d)—
a; (b, ¢ x d), vagyis altaldnosan:

(ax b)) x(exd)=Db(a, cxd)—a(b cxd)
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5. Analitikus geometria

5.1. Egyenes egyenlete:

Egy egyenes meghatarozosahoz a haromdimenzids térben két megkotésre,
két egyenletre van sziikségiink, igy korldtozédunk le 1 dimenziéra, ami nem
m&s mint egy egyenes!

Egyenes egyenlete 2 pontja alapjan: Legyen A(z1,y1,21) és B(z2,y2, 22).
Ekkor mivel az egyenes minden pontjanak rajta kell lennie a két pontot
Osszekoto egyenesen, egy tetszoleges pontot kifejezhetiink egy ¢ paraméter
segitségével ("milyen messze van A-t6l és milyen kozel B-hez”). Legyen
P =(z,y, z) az egyenes egy pontja, ekkor

xr=x+ t(ﬂ?g - xl)
y=v1+ty2—y)
z=2z1+t(z2 — 21)

Innen kifejezve t-t mndegyi kegyenletbol a kévetkez6 adddik:

r—r1 Y-y 22—z

T2 — X1 Y2 — 1 z22 — 21

Figyelem ez 6sszesen csak ketto egyenletet jelent, hiszen ” csak két egyenléség
jelink van”, illetve barmelyik ketto kifejezés egyenldsége implikalja a har-
madikat!

Egyenes egyenlete irdnyvektor és adott pont alapjan: Legyen Py =
(20, Y020) az egyenes egy adott pontja és az egyenessel parhuzamos vektor, az
egyenes irdnyvektora pedig v = (vy, vy, v;). Ekkor az egyenes egy tetszbleges
pontjaba, P = (x,y, z), ugy juthatunk el, hogy adott t-szer hozzdadjuk Py
pontba mutaté helyvektorhoz, ry-hoz, az irdanyvektort

r'p :(.’L',y, Z) =TIy + tyv
amit komponensenként kiirva

T =z + tv,

Yy =yo + tuy
z=z)+tv,...
=% _Y~—Y _ 2~ %0

Vg Uy Vs

ami lathatéan ugyantigy a fenti két egyenletre vezet, ahol egszertien v = A_B,
v; =(rp); —(r4);!

45



Példak:

e Legyen az egyenes irdanyvektora v = (1, 1,0), illetve egy pontja Py =
(1,2,1). Ekkor a definici6 alapjan a két egyenlet:

z—1

r—1l=y—2= (777)

Lathatéan butasig addédik a nulldval valé osztdas miatt. Az ellent-
mondas oka, hogy el6szor mindig az © = xg + tv,, ... egyneleteket kell
felirni, amibdl ekkor trividlisan adddik, hogy

r—1=y—2
z =1,

ahol az utobbi azt jelenti, hogy z = 1 dllandé, akar hol tartozkodunk
az egyenesen, vagyis az egyenes az x — y sikkal parhuzamosan fut a
z = 1 magassdgban!

e Legyen A =(0,1,-2), B =(2,—1,1). Most elészor adjunk meg egy
irdnyvektort (mindig érdemes ezzel kezden, hogy lassuk, nem nulla-
e egy komponense, mely esetben az el6z6 eset szerint kell eljarnil),
v=AB =(2,-2,—1) — alkalamzhat6 a
x 1l-—y

= =—z-2
2 2

kifejezés, ahol most az egyens ismert pontjanak az A pontot kellett
venniink, a v = AB konstrukcié miatt!

e Legyen A =(-2,3,1), B=(—1,4,2). Ekkor az iranyvektorral kezdiink
ismét (ha valamelyik komponense ennek nullanak adédna, régton tud-
juk, hogy a megfelel6 koordindtra értéke rogzitett lenne!), v = AB =
(1,1,1) Innen az egyenes egyenlete:

z+2=y—3=2z-1

e Legyen A = (4,0,—1), B = (5,0,2), C = (6,0,—7). Egy egyenes-
re esnek-e? Ehhez elegenddé megvizsgdlnunk, hogy két tetszéleges
kivalasztott pont paros altal kapott egyens iranyvektora parhuzamos-e
= v, =AB=(1,0,3), Vo =(2,0,—8), ami nyilvan nem parhuzamos
vap-vel. Vagyis a harom pont nem esik egy egyenesre.

—

e Legyen A =(1,-2,-1), B =(3,—-2,—1). Irdnyvektor: v = AB =
(2,0,0). Ekkor ismét felirva

r=x9+tv,=1+2t
y=1yo+lvy= -2
z =2y +tv, = —1,
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ami nem mast jelent, mint hogy az egyenes parhuzamos az = tengellyel
és atmegy az y = —2 és z = —1 ponton!

5.2. Egyenes és pont tavolsaga:

Adott egy e egyenes, melynek ismerjik az 6t jellemzd egyenletet, vagyis
egy pontjat és az irdnyvektorat, ekkor meg tudjuk adni az egyenesnek két
tetszéleges pontjat is! Legyenek ezek ismét A = (x1,y1,21), B = (2, Y2, 22)
és vegylnk egy tetszéleges P(z,y,z) pontot, melynek az egyenestél vett
tavolsdgat keressiik, vagyis a P pontot és az egyenest Osszekoto, az egye-
nesre meroleges szakasz hosszat. Ha vesszilk a ‘P_A X A_B‘ keresztszorzat
|Pj4><AﬂB’
|AB|
PA és az egyenes iranyvektora altal bezart szog, igy a fenti kifejezés éppen
az egyenestol vett tavolsdgot adja vissza, tehat:

nagysagat, és leosztjuk a ‘A}?‘ hosszal, = sin(«) ‘P}l , ahol a a

‘Pjél X A_B‘
d(Pe) = ——.
43|

Példak:

e Legyen P =(—2,3—17) és e : ””T_l =2—y, z = 2. el6szor megad-
juk a két pontot az egyenes egyenlete alapjan: A = (1,2,2), illetve
az irdnyvektor, v = (3,—1,0) = AB alapjén a mésodik pont B =
(4,1,2). Innen a sziikséges vektor PA = (3,—1,9), illetve PAx AB =

(—=5,—15,0), ahonnan

‘PAXAB‘ _5\/ﬁ_5
‘Aﬁ‘ V1o

e Legyen P =(—1,2,1), illetve e :

r=1+2t
y=2-1
z=3+3t

Ekkor az els6 pont mindig az egyenletek konstans tagjai, vagyis A =
(1,2,3) és PA =(2,0,2) illetve az irdnyvektor, v = AB =(2,—1,3).

—

Innen a keresztszorzat PA x AB =(2, -2, —2), ahonnan

PAxAB| 53

‘Aﬁ‘ V14
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e Legyen P =(—2,4,1) és az egyenest most két pontjaval paraméterezziik,
A =(-1,4,1) és B =(0,0,0). Innen PA = (1,0,0) és v = AB =
(1,—4,—-1) illetve PA x AB =(0,1, —4), innen a tavolsig

‘Pjélx/fB‘ B V17
‘Aﬁ?‘ VIS

5.3. Egyenesek tavolsaga:

Legyen két egyenes adott irdnyvektorokkal, v;, v,, illetve adott pontokkal
Py = (x1,y1,21), P» = (z2,y2,22). Ekkor a két egyenes tavolsdga, most
elvezetés nélkiil (6rén tablan rajzos illusztracié lesz/volt):

PiPy (v % vy)
d(el, 62) =

| vy X vy
Példak:

e Legyenej: x+4=8—2y=—z—1, illetve es:

r=4t -5
y=-—-3t+5
z2=—-5t+5

Ekkor a két iranyvektor: e; esetében az z,y, z egyutthatéinak recip-
roka, v; = (1,—1/2,—1), illetve a mésodik esetben ¢ egyiitthatdi,
vy = (4,—3,—5). Az egyenesen ismert pontok pedig es esetében a
konstans tagok P> = (—5,5,5), mig e; esetében a konstans tagok le-
osztva a koordinatak, x,y, z egylitthatdival és szorozva minusz eggyel,
P, =(—4,4,—-1), ahonnana két egyeneset 6sszekot6 vektor, PP =
(—1,1,6). Most a vegyes szorzat értéke: Py Py-(v; X vy) = 9/2, illetve
|v; X vy| = 3/2, ahonnan a tévolsag:

9/2 _

d(el,eg) = 3/2 =

e Legyene; : % = S_Ty = 52;6, illetve eo: x = y = z. Aziranyvektorokat

ismét leolvashatjuk a koordinatak, x, y, z, egyiitthatdinak reciprokabdl,
v, = (1,-3,5/4), illetve vy = (1,1,1). Illetve a két egyenes ismert
pontjai, P, = (1/2,-3,6/5), illetve P, = (0,0,0), vagyis P\P, =
(—1/2,3,—6/5). A keresztszorzatja a két irdnyvektornak, |v; X vy] =
(—7/4,1/4,4)| = /3064, Illetve a vegyes szorzat |PLPs -(v; x 92)‘ =

257
40 -

Innen a tévolsag:

256/40 256
V306/4  10v/306
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r—1

o Legyene; : %= =2 -y =z—1,illetve eg: 2—2 =y —-5=2+
1. Az irdnyvektorok ismét a koordinatdk egyiitthatéinak reciproka,
x,y,z, v; =(5,—1,1), illetve vy =(—1,1,1). A két ismert pont ismét
a szamldléban 16v6 értékek minusz egyszeresei, P, = (1,2,1), Py
(2,5, —1), ahonnan a két pont kézott mutatd vektor PP = (1,3,-2).
Innen a vektoridlis szorzatok nagysdga |v; X vy| = |[(—2,—6,4)]

I~

3v6, illetve Pl_PQ (vy 22)‘ = 28, vagyis a tavolsag:

28

d(el, 62) = ﬁ

o Legyene :x—1=y+1=2-2,illetve es: IT_I = %1 = ZEQ. Lathato
rogton, hogy a két egyenes ismert pontja egybeesik, hiszen P, = P, =
(1,—1,2), vagyis a tavolsdgban megjelen vegyes szorzat azonosan nul-
la, hiszen egy null vektor van skalarszorozva két irdnyvektor kereszt-
szorzatdval= d(ej,ez) = 0, ahogyan varjuk is két egymdst metszo

egyenestol!

5.4. Sik egyenlete:

A haromdimenziés térben, R3, egy sikot egy pontjival és a sikra meréleges
normdlvektorral jellemziink. Legyenek ezek A = (A;, Ay, A.) illetve n =
(ng, ny,n.), ekkor arra vagyunk kivancsiak, hogy a sik P =(z,y, z) pontjai
milyen Gsszefliggést elégitenek ki. Erezhet8en ezt egyetlen egyenlet fogja
megadni, mivel gondolhatunk tgy is a sikra, mint ami egy megkotés altal
eggyel csokkenti az eredeti haromdimenzids tér dimenziészamat. (Ha két
megkdtés, két egyenlet adnd meg a kérdéses P = (z,y,z) pontokat, ak-
kor egy egydimenzids egyenest kapndnk, lasd késébb). Mivel n merdleges
a sikra, minden vektorra is az, ami benne va na sikban, vagyis AP =
(x —Agz,y — Ay, z — A,) vektor meréleges n-re:

@-A? =ng(x — Az) +ny(y — Ay) +n:(2 — A;) =0,

Ezt nevezziik a sik alapegyeneletének, ami szokés a Ax + By +Cz+ D =0
alakban is felirni, amit altalanos egyenletnek neveznek! Itt lathatéan A =
ng,B = ny,,C = n;, illetve D = n - r,, ahol r, az A pontba mutaté hely-
vektor.

Példak:

e Adott A =(—1,2,0) és asik egy normélvektora (Figyelem: a normélvektor

egy konstans szorzé erejéig egyértelmii csak!) n =(0,3,0).
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Definici6 alapjén legyen P =(x,y, z), és ekkor

n-AP =ng(x — Ag) +ny(y — Ay) +n.(z — A) =3(y —2) =0
=y =2,

ahol az utols6 1épésben atirtuk a sik egyenletét az altalanos alakra,
amibdl latszik, hogy ez nem maés mint az y = 2 értéknél 1év6 = — z
sikkal parhuzamos sik!

Adott A =(3,2,—2) és a sik egy normélvektora n =(2,0, 3):
Ismét az alapegyenlet:

n- AP =ng(x — Ay) +ny(y — Ay) +n.(z2 — A) =2(x —3) +3(2+2) = 0

2
:>2x+3,z:0—>z:—§x

Az Aaltaldos alak ismét tobbetmondd maganak a siknak az elhelyez-
kedésérol: az x — z sikban megadott z = —%x egyenest tartalmazé y
irdnyban végtelen sikrdl van szd!

Most a stk harom pontjanak ismeretében hatdrozzuk meg a sik pont-
jaira vonatkozé egyenletet! Ezt csindlhatjuk direktben, vagyis meg-
oldjuk az &ltaldnos egyenletet a 3 pont koordindtainak ismeretében
A, B,C, D-re. Ehelyett sokkal kéynelmesebb megkonstrualni a hdrom
pontbdl a sik két vektorat, abbdl a sik egy normalvektorat, majd véve
egy tetszbleges pontot a harom koziil alkalmazni az alapegyenletre vo-
natkozé egyszerii dsszefliggést!

Legyen A = (1,5,1),B = (2,-1,1),C = (4,3,1) és vegyiik az AB =
(1,—6,0) és AC = (3,—2,0) A és B, illetve A és C pontokat 0sszekotd
vektorok vektoridlis szorzatat, ami a keresztszorzat definiciéja alapjan
merdleges a sikra:

AB x AC =(0,0,16) = n

Innen mér egyszerii dolgunk van, hiszen vegyiik az A pontot, mint a
stk egy pontjat felhasznilandd az alapegyenlet megaddsiahoz és ismét
egy altalanos P =(z,y, z) pontjit a siknak:

Q'A_;D:nx(a:fo)+ny(yfAy)+nz(zfAz):16(271)20
=z =1,

vagyis sik nem més mint az x — y stk a z = 1 pontban!

Legyen A =(2,0,0),B =(—1,0,0),C =(0,2,—1). Innen a sik egyen-
letéhez el8szor ismét kiszémitjuk az AB =(—3,0,0), illetve az AC =
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(—2,2,—1) vektorok keresztszorzatét, n = AB x AC = (0,-3,—6),
ahonnan az alapegyenlet most is az A pont segitségével felirva:

—3(y—0)—6(z—0)=0—>z:—%
Vagyis a stk a masodik, altaldnos egyenlet alapjian nem méas mint a
z = —% egyenest kévetd sik az x irdnyban! Ugy is tekinthetiink 1,
mint tetszOleges = esetén azon pontok, amik rajta vannak ezen az

egyenesen.

5.5. Pont és sik tavolsaga:

Ismert az S sik és egy n normélvektora és egy Py = (xo,y0,20), mely-
nek a siktdél vett tavolsidgara vagyunk kivancsiak, vagyis a pontot és a
stkot Osszekotd, a sikra merdleges szakasz hosszara. Ehhez vegylink egy
tetszoleges pontot a sikban P = (z,y,z) és kossitkk Ossze Pp-al, PP =
(xo — z,y0 — Y, 20 — 2). Ekkor a sik és P_Po altal bezart szog szinusza éppen
PP,y és n 4tlal bezart koszinuszéval egyenld, amit viszont ki tudunk fejezni:

(o)) = 2 = (o))

Innen a siktdl vett tavolsdg nem maés mint

Q'P_Po B |Ax0+By0+C'zo+D\

- )
| n| \/12 +n2 +n2

Ahol A, B,C, D az éltalanos egyenlet egytitthatdi!

d(Py, S) = sin(ap(PPB,S)) ’PYDO‘ _

Példak:

e Legyen az S sik egyenlete 2x — 4y + 22 = 1 és a pont, aminek a
tavolsagat keressiik ettdl az egyenestél Py = (—1,2,1). A tanult
Osszefliggés alapjan:

2(-1)—4-2+2-1-1] 9

d(Py, S) = .
\/ 22 (—4)® + 22 VA

e Legyen az S sik egyenlete S : —x + 8y + 10z = 0 és keressiik a
Py =(1,1,1) pont tavolsdgat ettél az egyenestdl. Ismét alkalmazva
az Osszefliggést:

—1-1+48-1+410-1] _ 17
P02 VIO

o1

d(Py, 8) =




e Legyen Py =(1,1,5),illetve a sik egyenlete S : 2z + 3y — z = 0, ekkor
latahtéan Py pontjai kielégitik a sik egyenletét, Py rajta van a sikon,
vagyis a szamlalé a d(Py, S) kifejezésében azonosan nulla, ahogyan
vartuk!

e Legyen Py = (1,2,3), illetve az S sik egyenlete z = 2. Ekkor az
altaldnos egyenlet egyiitthatéi C = 1,D = —2, vagyis d(FPp, S) = 1,
ahogyan vartuk, hiszen a sik az x — y-al parhuzamosan z = 2-ben
helyzkedik el, igy minden z = 3-al jellemzett pont d = 1 tavolsagra
lesz téle!

Ha sik és egyenes tavolsdgat akarnank megkeresni, akkor azt visszave-
zethetjiik a sik és pont tavolsadgara. Ugyanis az egyenes vagy metszi a sikot
és ezaltal tdvolsaguk d(S, e) = 0 vagy az egyenes normalvektora parhuzamos
a sik normélvektoraval. Utébbi esetben az egyenes minden pontja azonos
tavolsdgra van a siktol, igy akar csak egyet ismerve koziiliik vehetjiik azon
pont és sik tavolsagat.

5.6. Osszegzés

Egyenes egyenlete:  Ha pg egy ismert pont az egyenesen, o € R és v az
egyenes iranyvektora, akkor az egyenes egyenlete felirhaté mint:

Kpo (a) = BO +a-v (51)
felbontva komponenseire:
ry(a) = (@)x + avy
ry(a) = (@)y T avy
TZ(O[) = (@)z + av,

ebbdl kifejezve az o paramétert:

z — (py)e Y- (py)y R (Py)-
Uy Uy v,

(5.2)

Egyenes és pont tavolsaga: P = (pz,py,p-) egy pont, e pedig egy
egyenes P és P, ismert ponttal és v irdnyvektorral, ekkor a pont és egyenes
tavolsaga:

B |P_Pe X Png‘

d(P,e =
(P =t

(5.3)
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Egyenesek tavolsaga: e; egyenes v; irdnyvektorral és P; ismert ponttal,
illetve eo egyenes vy irdnyvektorral és P, ismert ponttal:

|P Py - (v1 % v2) | B |P\Py - n)
lur X v |n|

d(er,e2) =

(5.4)

Sik egyenlete: 3 pontja vagy 1 pontja és normélvektora hatdarozza meg.
S sik n normaélvektorral és ismert P = (p1, p2, p3) ponttal és egy tetszéleges
Q = (z,y, z) ponttal:

n-(PQ) =0=ni(z — p1) + na(y — p2) + n3(z — ps) (5.5)

kifejtve a szorzatokat, megkapjuk az altalanos egyenletet:

Az +By+Cz+D =0 (5.6)

Sik és pont tavolsaga: Ismert S sik n normélvektora és egy P pontja,
ekkor keressiik a Py pont tavolsdgat a siktdl:

n-(PR)  |Azo+ Byo+ Cz + D

il \/n2 +n2+n2

d(P,S) = (5.7)
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6. Linearis leképezések

6.1. Definition (Linedris leképezés). Az A : R? — R? transzformdcio
linedris, ha Yo, 3 € R, Va, b € R? esetén A(aa+ b)) =aaA+BbA

Adott r € R3 vektort, adott lindris leképezés egy r’ € R? vektorba képzi
le. A linedris leképezés métrixat A € R3%3 jelolve, az 1’ vektor

r=r (6.1)

Az A€ R3*3 linedris leképezés matrixdnak meghatarozasahoz meg kell
vizsgalnunk, hogyan hat egy adott vektor esetén annak bazisara. Példaként
a kanonikus bazist tekintve, a bazisvektorok transzformaciéjat a kovetkezoképpen
irhatjuk fel:

[ES

Ai=ani+anj+asnk
Aj=apitaxnjtaxk (6.2)
Ak =a13i+azsj+assk

3
; ahol {aivj}i,jzl -

[F=

Remark. R? esetén, adott linedris leképezés matrixa 2 x 2-es métrixot jelent,
igy 9 meghatarozandd elem helyett, csupan 4 elemet kell meghatarozni.

Ezek alapjan egy linedris leképezés matrixdnak hatasa egy vektorra
(r € R?) a kovetkezSképpen fejezhetd ki: legyen r = (z,y, 2) = v ity j+zk,
ekkor felhasznalva a bazisvektorokkal felirt definiciét

(

[ES

r), = (rAi+yAj+zAk),
= (anz + any + az12) i + (@127 + azy + az22) j + (a137 + a3y + aszz) k

3
= i
j=1
(6.3)

6.1. Example (Matrix és vektor szorzata).

1 -1 0
é: 0o 1 -1, r=(1,2,1)
1 -1 1
Ar=(1-1-1-240-1,0-1+1-2-1-1,1-1—-1-2+41-1)
:(_17170)
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Vetitések, tiikkrozések vagy forgatasok esetén érdemes felbontani a transz-
formdlandé vektort a vetitésvektorra merdleges és parhuzamos komponensére
(csakigy mint a forgatdsok esetén a forgatds tengelyre merdleges- és parhuzamos
komponensekre),

ZZZL"FEH. (6.4)

A felbontds soran taldlhatunk olyan komponenst amely a transzformécié
soran nem valtozik meg. Ennek kihasznalasa megkonnyitheti a szdmaitasainkat.

A kévetkezékben v, r € R3, v = (vg,vy,0;), r = (z,y,2). r vektor v-re
valé vetitése soran elészor hatarozzuk meg el6bbi vektor v-n felmért hosszat,
mint

|7yl = ;J (6.5)

A vetiteni kivant vektor irdnya parhuzamos a vektorra amire vetitjik azt,
igy

=1 b= : (6.6)
[ |2
Ismerve a vetitett vektor hosszat és irdnyat, azt felirhatjuk
/ vr v vrv
r= = =r (6.7)
ol Tell — e~

alakban. Ugyanakkor kihasznalhatjuk a fent megjelend skaléris szorzat azo-
nossagat, miszerint
abc=(coa)b

(6.8)

Ezen azonossag segitségével pedig a vetiteni kivant vektor kiemelheté a (6.7).
képletbdl.

6.1. Exercise (Vetités vektorra). Legyen v =(1, —1,2) és adjuk meg az erre
a vektorra vald vetités linedaris leképezésének matrixat. A fentiek alapjan
hatarozzuk meg a tetszéleges r meroleges vetiiletét és szorozzuk meg a v-
irdnyaba mutaté egységvektorral.

v =vVi+1+4=v6 — |v|*>=6
vr=x—y+2z

1
r=c (e -yt 22 ety - 22 20— 2+ 42) (6.9)

Vegyiik most az altalanos linedris leképezés méatrix és tetszéleges vektor
kozotti (6.1). Osszefiiggést és hasonlitsuk 6ssze az dltalunk kapott vektorral.
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A matrix egyiitthat6i r’-ra kapott osszefliggésbdl leolvashatdak az dltaldnos
matrix-vektor szorzat ismeretében:

é:% -1 1 -2 (6.10)

1 -2 4

6.2. Exercise (Vetités sikra). Legyen adott az S sik egy normadlvektora
n =(2,1,-1), | Q|2 = 6, ekkor a normaélvektorra meréleges vetiiletét kell
meghatdroznunk a tér egy adott r =(x,y, z) vektoranak. Ekkor bontsuk fel
r-t az n-re merdleges és az arra parhuzamos komponens Osszegeként:

r=r+r, (6.11)

ahol 1| = ﬁ@ egyszerien az el6z6 példaban kiszdmitott parhuzamos
vetiilet, ekkor egyszeriien a merdleges vetiilet, vagyis az r vektor S sikban
tartozkodo része:

r-

2|2

3

r,=r— n

2r4+y—=z
6

1
:6(2x—2y+22,—2x+5y+z,23:—|—y+5z),

= (x,y,2) — (2,1,-1) (6.12)

Ahonnan a métrix mar konnyen leolvashato:

L2 -2 2
A=c |2 25 (6.13)
2 1 5

6.3. Exercise (Vektorra meréleges komponens meghatirozasa). Legyen
most v = (—1,—1,1). Itt ugyanaz a feladatunk, mint ahogy a sikra val6
vetitésnél az n normalvektor esetében eljartunk, vagyis vegyiik a tetszéleges
r € R? vektor v-ra merbleges és azzal parhuzamos vetiilet szerinti fel-
bontasat:

r=r+r, (6.14)
ahol ismét az els6 feladat alapjan, r) = ﬁy = ﬁ%w(—l, —1,1), vagyis
a merdleges komponens r; = r — 1| = (x,y,2) — ﬁ%w(—l,—l,l) =

%(2:): —y+2z,—x+2y—z,x+y+ 2z), ahonnan a transzformacié matrixa:

é:é -1 2 -1 (6.15)
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6.4. Exercise (Forgatds 2 dimenziéban). Adott ¢ szoggel val6 forgatas 2
dimenzidban. Vegyiik i és j bazisvektorokat, ekkor egy tetszbleges vektor
forgatasa egyenértékii a bazisvektorok forgatasaval. Ezek transzformaltja
pedig

i = cos(p) i +sin(yp) j (6.16)
j' = —sin(y) i + cos(p) j (6.17)
alakban frhato fel. Ezen egyenletekbdl pedig leolvashatjuk a lineéris transz-

formacio matrixat:

4 [eoste) —sine) 6.15)
= sin(p)  cos(p)

Remark. Most szamitsuk ki az inverzét a o szogl forgatas matrixanak. 2 x2-

es matrixok esetén az altalanos

a b
4= [c d} ’
matrixnak az inverze a kovetkezd képpen adhaté meg:
1 d -b
ATl = : 6.19
= ad — be [—c a ] (6.19)

Innen a forgatds matrix inverze egyszeriien

cos(p) sin(p)| _ [cos(—p) —sin(—yp)

. =|. , (6.20)
—sin(p) cos(y) sin(—¢p)  cos(—y)

vagyis ahogy vartuk, a ¢ szoggel val6 forgatds matrixanak inverze nem mas

mint a —p-vel valé forgatds matrixa.

6.5. Exercise (Tiikrozés sikra). Hasonldéan jarhatunk el, mint amikor a
sikra vett vetiiletet néztiik. Felbontjuk a tér egy adott r =(x,y, z) vektorat
az S sik n normalvektoraval parhuzamos, illetve arra merdleges kompo-
nensére, © = 1y + 1, ahol a fentiek alapjén, r| = \£n|% n. Ekkor a sikra
val6 titkrozés nem valtoztatja meg a sikkal parhuzamos (a normalvektorra
merdleges komponenst), viszont r| — —rj mddon valtoztatja meg a normalvektorral

parhuzamos (sikra merdleges) komponenst, vagyis Osszességében:

’ r-n

zzg—£||5z—2g|=z—2‘*|;n (6.21)
n
Legyen most n =(1,0,1), ekkor r| = ’”;’Z(l, 0,1), vagyis a tiikkorkép vektor
' =(z,y,2) —(z+2)(1,0,1) =(—2,y, —x), (6.22)
ahonnan a transzformacié métrixa:
0 0 -1
A=| 0 1 0. (6.23)
-1 0 0



6.6. Exercise (Tikrozés vektorra). Ekkor ismét a tér egy tetszbleges r =
(z,y, z) vektorét felbontjuk az adott v-vel parhuzamos és az arra merdleges
komponense szerint, r = r | + 1|, ahol ismét a fentiek alapjan r| = ﬁ .
Ekkor, mivel most magara a vektorra és nem a vektorra merdleges sikra
tiikroziink, a vektorral parhuzamos komponens fog valtozatlan maradni, és
a mer6leges komponensnek kell venniink a minusz egyszeresét, r, — —r |,
vagyis a transzformdcié Osszességében:
r-v

r’:£||—g=2t”—£=2wy—z. (6.24)

Most legyen v =(1,0,0), ekkor Ty = (z,0,0), vagyis a transzformalt vektor,
r' =(x, —y, —z), ahonnan pedig a transzformdcié matrixa:

1 0 0
A=] 0 -1 0. (6.25)
0O 0 -1

6.7. Exercise (Forgatds 3 dimenzidban, tetszéleges vektor koriil). Ehhez
elGszor bontsuk fel a tér egy tetszéleges r = (z,y, z) vektorat a forgatési vek-
torra parhuzamos, r| = % n, illetve az arra merdleges, | = r — r|| kom-
ponensre és vegyiik észre, hogy ekkor a parhuzamos komponens valtozatlan
marad! (megjegyzés: utdlagosan kicsit megvaltoztattam a jelolést ahhoz
képest amit 6ran hasznaltam) Ami a mer6leges komponenst illeti, azt egy
olyan koordinatarendszerben kell ¢ szoggel elforgatnunk, amiben az egyik
bazisvektor (r;) egyszertien r, feleltetheté6 meg (ahol lenomralhatjuk a
nagysagat 1-re, hiszen |i| = 1, &m ekkor a bézis forgatdsa utédn ismerniink
kell r, vektor nagysdgat, ami most nem célravezets ), illetve a mdsik
bazisvektornak (j) pedig a r; = % x 1 vektorral azonosithatjuk. (je-
len esetben itt a bézis nagysdga azonos a tetszéleges vektor (r) merdleges
komponensével (r, ). Ekkor a ¢ szogii forgatds egyszertien:

1’| = cos(p) r; +sin(p) r; (6.26)
Mivel a parhumos komponens valtozatlan marad, a forgatott vektor:
r = f‘,, : |;l n + cos(p) r; + sin(p) r; (6.27)
n

Ahol az els6é tag a parhuzamos komponenst a maéasodik kettd pedig a
meroleges komponenes ¢-vel forgatott esete lathato.

Legyen n =(1,0,1) és ¢ = 7.
A sziikséges mennyiségek:

. 1 1
r,=r— n fﬂz(m,y,z)—f(x—i-z,o,x—i—z):f(x—z,Qy,z—x),
| 1] 2 2
2 p = )
—xr, =—(~y,z— 2,
|’I7,’ Ll 5 Yy Yy
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Innen a transzformalt vektor:

1
f/:§(x—|—z,0,x+z)

1
+ cos(7r/4)§(x —2,2y,z —x)

+ sin(ﬂ/4)\2(—y7 T —2,Y)

L ((V2HD)e—V2y+(V2-1)2
2 2y + V2(z — )
V2\(V2- D)z +vV2y+(V2+1) 2

ahonnan pedig a transzformécié matrixa:

L[ Ve —v2 V2l
A= | vz 2 _»pa
22| a1 VB V241
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7. Matrix determinans szamitas

7.1. Definition (Mag). Az A mdtriz/linedris leképezés, A € Lin(V,U),
AV — U magja azon vektorok, melyeket a mdtriz a null vektorba viszi:

KerA={veV, Av=0eU} (7.1)

7.2. Definition (Képtér). Az A madatriz/linedris leképezés képtere azon

vektorok halmaza, amelyeket a V vektoraibdl kapunk, ha hattatjuk rdjuk a
mdtrizot/linedris leképezést:

ImA={Av,veV} (7.2)

7.1. Theorem (Dimenziététel). A € Lin(V,U) esetén dimV = dimKer A+
dimIm A.

7.1. Example (Dimenziététel példa). Legyen A : R3 — R?, R3-bél az z,y
sikra vald vetités, azaz

100
A=10 10
000

Ekkor a mag, a z irdnyba mutat6 vektorok halmaza, hiszen lathato, hogy a
csak z komponenssel rendelkez6 vektorok x, y sikra vetitése soran a null vek-
tort adjak vissza. Mas szavakkal, ha v =(0,0, z), akkor Av=(1-0,1-0,0-2) =
(0,0,0), vagyis a mag Ker A = {(0,0, 2), z € R}. -

A képtér a lefrdsbol is lathatéan minden az ,y sikban 16v8 vektor, vagyis
R?. hiszen egy tetszdleges vektort véve, v € R3, Av € R?, azaz Im A=
{(z,y,0),z,y € R} = R2.

7.3. Definition (Permutécidk). o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} halmaz
permutdcidja, ha o bijektiv leképezés.

7.2. Example (Permutécié 1.példa). o {1,2,3,4} ={2,3,1,4}, vagyis (1) =
2,0(2)=3,03)=1,0(4) =4.

7.3. Example (Permutécié 2.példa). o {1,2,3} = ¢ {3, 1,2}, vagyis o(1) =
3,0(2) =1, 0(3) = 2, ami éppen egy ciklikus permutdaciéja az {1, 2, 3}-nak!

7.4. Definition (Inverzidk). Ha i,7 € {1,2,...,n}-ra teljesil, hogy i < j
és 0(j) < o(i), akkor a két elem inverzidban dll egymdssal, ekkor I(c) az
inverziok szama.

Permutdcié paritdsa: (—1)1(")7 vagyis +1, amikor az eredeti sorrend paros
sok péar cserével kaphato vissza, ezeket nevezzilk pdros permutdcidknak és
—1, ha paratlan sokkal, ezeket pedig pdratlan permutdcicknak nevezzik!
Harom dimenziéban ez éppen megegyezett a ciklikus és a nem ciklikus per-
mutaciokkal.
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7.4. Example (Inverzik szdma 1.példa).

0{1,2,3,4} = {2,3,1,4}. Ekkor megcserélve a 3-ast és l-est, illetve ezt
kovetéen a 2-est és az l-est visszakapjuk az eredeti halmazt, vagyis paros
sok cserére volt sziikségiink, azaz (o) = 2, illetve a paritas (—1)1(0) = +1.

7.5. Example (Inverziok szama 2.példa). 0{1,2,3,4,5} = {5,1,2,4,3}:
FEl6szor érdemes a végén 1évo 3-ast és 4-est megeserélniink annak érdekében,
hogy leszdmitva az els6 5-6st az elemek egyméshoz vizonyitott sorrendje
stimmeljen, ekkor az igy kapott {5, 1,2, 3,4}-b6l visszakaphatjuk az eredeti
halmazt, ha az 5-0st rendre felcseréljik az 1-essel, a 2-essel, a 3-assal és a
4-essel, ami igy Osszesen 5 parcserét jelent, vagyis I(o) = 5, illetve a parités
(—1)) = 1.

7.6. Example (Inverzik szdma 3.példa).

o, illetve az inverze o~ !-nek azonos az inverziészamuk és igy azonos pa-
ritastuak, hiszen ugyanannyi parcsere sziikséges a visszarendezéshez, mint az
eredeti permutaciéhoz,

o Ho(1),02),...,0(n)} ={1,2,...,n}
7.5. Definition (Determindns). Az A € M,(R), vagyis valds értéki n x n-
es mdtrizok esetén

aiyp ... Aln
asy ... a9oy,

A= (7.3)
anpl ... QAapn

a mdtrix determindnsa a kovetkezoképpen irhato fel:

det(4) = Z (-1 a1,6(1)02,6(2) « - - An,o(n) (7.4)
0€Sh
Vagyis Osszegziink az {1,2,...,n} minden permutéciéjara és az adott

permutécié alapjan valasztjuk ki az adott sorokbdl az elemeket. Az igy ka-
pott szorzatot az adott permutacié paridsaval sdlyozzuk.

2x2-es matrixok esetén két lehetséges permutécionk van, a o1{1,2} =
{1,2}, az identitds, nulla parcserével és igy (—1)](‘71) = +1 paritéssal, il-
letve az egyetlen nem trividlis permutacio, o2{1,2} = {2,1}, ahol egyetlen
parcserét végeztiink el, vagyis a paritas (—1)1("2) =-1.

Alkalamzva a definiciét:

aylr a2 I(o I(o
det [am G2J =(-1)foV A10,(1)02,5y(2) +(—1) (02) A1oy(1)32,09(2)

= 411022 — 412021,

ami épp a kordbbiakban bevezetett definiciéval egyez6 eredményt adja visszal!
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Matrix determinans néhany tulajdonsaga:

o Mitrix transzponaltjanak determindnsa a matrix determinansaval meg-
e T —
egyezik: [é ] = [éj,z"

.3

det( AT) = det(4). (7.5)

e Ha egy matrix két sora, vagy oszlopa azonos, akkor a determinans
nulla, a;r = a;; Vi=1,2,...,n, k # jvagy a; = a;; Vi = 1,2,...,n,
k#3j —>det(A) =0.

e Oszlopok avagy sorok cseréje megvaltoztatja a determindns eléjelét!

e Ha egy sor vagy oszlop csupa nulla, akkor a determindns zérus, a; , = 0
vagy ap; =0,Vi=1,2,--- — det(A) = 0.

e Egy sor vagy oszlop A-szorosat vessziik a matrix determindnsa is A-
szorosara no.

e Sorok és oszlopok egymaés kozott linedr kombinédlhatdak, anélkiil, hogy
valtozna a determindns. Vagyis barmelyik sor tetsz6leges szamszorosat
hozzdadhatjuk egy mésik sorhoz és a determinans nem fog megvéltozni.

o Als6/Fels6 haromszog matrixok determinansa a diagonélis elemek szor-
zata.

7.1. Exercise.

12 1 3
02 3 4
4=10 0 -1 1 (7.6)
00 0 5

Mivel ez egy fels6haromszog méatrix a determindnsa egyszeriien a f6atléban
1év6 elemek szorzata, det(A) =1-2-(—1)-5 = —10.

7.2. Exercise. Felhasznalva azt a szabalyt, hogy ha egy maétrix sordban
vagy oszlopaban minden elem zérus, akkor a determinans értéke is azo-
nosan nulla, érdemes specidlis egyszerli esetekben megprébalni egyes soro-
kat /oszlopokat kinulldzni egy maésik sor vagy oszlop hozzdadédséval:

Legyen

12 0 0
12 2 1

A=100 2 1 (7.7)
12 1 2

Lathato, hogy ha levonjuk az elsé sort a masodikbdl, illetve hozzaadjuk a
harmadik sort a masodikhoz, akkor éppen kinullaztuk annak minden elemét,
vagyis ez a determinans zérus, det(A) =0!
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7.3. Exercise. Felhasznalva, a haromszog matrixoknal tanult tulajdonsdgokat,
illetve azt a az azonossagot, hogy barmely két sor/oszlop cseréje nyoman a
determinans elGjelet valt, tekintsiik a kovetkezé matrixot:

-2

o w o

A= (7.8)

o O o
o w o
W N O N

—4

Léathato, hogy ha megcseréljiik el6szor a méasodik és a hamradik sort 2 <> 3,
majd a harmadikat és a negyediket 3 < 4, akkor éppen kovetkezo felsd
héromszog méatrixra jutunk:

1 -2 2 0
0 3 2 0

4= 0 0 3 —4|’ (7.9)
0 0 0 3

aminek a determinansa egyszertien az atlés elemek szorzata, vagyis det ( é) =
1-3-3-3 = 27. Itt két cserét végeztiink el, ami igy egy (—1)2 = l-es szorzét
jelentett.

7.4. Exercise.

3 2 -10
4 5 2 1

A=13 .1 2 9 (7.10)
1 2 1 2

Adjuk hozzd a 4. sor —%—szeresét a 2. sorhoz, ezzel kinulldztuk a 2. sor
utolso elemét:

3 2 -1 0

7/2 4 3/2 0
A (7.11)
1 2 1 2

fgy a harmadik sorral kinulldzhatjuk a 2. sor 3. elemét és az 1. sor 3.
elemét, ahonnan

3/2 5/2 0 0
23/4 13/4 0 O
3/ —/1 -2 0 (7.12)
1 2 1 2
Most kinulldzhatjuk a 2. sor —10/13-szorosaval az 1. sor 2. elemét:
—152/52 0 0 O
23/4  13/4 0 O
3/ _/1 9 0 (7.13)
1 2 1 2
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Aminek a determinénsa csak a féatléban 1év6 elemek szorzata, vagyis det ( é) =
—152/52-13/4-(=2) - 2 = 38.

7.5. Exercise.

—_ =

A= (7.14)

1
3
)
7

=W N -

1 10

Lathato, hogy az els6 oszlop 2., 3. és 4. sora rogton kinullazhatd, ha levonjuk
beléliik az elsé sor elemeit, ekkor a kovetkezé méatrix adédik:

11 11
01 2 3
é_0246
0 3 6 9

Most vonjuk ki a masodik sor 2-eresét a 3.-bdl, illetve a 3-orosat a 4. sorbdl,
amibol

1 1 1 1
01 2 3
4= 0000
0000

Ez mar egy felsé hdromszog maétrix, amin régton latszik, hogy a deter-
minansa egyszeriien a féatléban 1évo elemek szorzata, azaz det(é) =1-1-
0-0=0.

7.6. Exercise. Szamitsuk a kovetkezd matrix determindnsat:

1 2 3 4
2 3 41
é_3412
4 1 2 3

Hozzuk fels6 harosmzog alakra, ehhez elészor ismét az 1. oszlop 2., 3. és
4. soranak elemeit nullazzuk ki az 1. sor segitségével, vagyis vonjuk ki a
megfelel§ sorokbdl az els6 sor 2, 3 és 4-szeresét, ahonnan

1 2 3 4

o -1 -2 =7
0 -2 -8 -10
0o -7 -10 -13

é:

Most vonjuk ki a 2. sor 2, illetve 7 -szeresét a 3., illetve a 4. sorbdl, ekkor
a kovetkez6 matrix adodik:

1 2 3 4
0o -1 -2 -7
A= 0 0 —4 4
0 0 4 36
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Fzt kovetéen adjuk hozza a 3. sort a 4.-hez, ahonnan mar egy fels6 haromszog
matrix adodik

1 2 3 4
0o -1 -2 -7
A= 0 0 —4 4

0 0 0 40

aminek a deteriminansa egyszeriien a féatléban 1évé elemek szorzata, det ( é) =
1-(=1)-(—4) - 40 = 160.

Kifejtési tétel: Eldjeles aldetermindns: A;; gy kaphaté meg, hogy ki-
vessziikk az A matrix i-ik sordt és j-edik és vessziik az igy 1étrejove éij €
M,_1(R), n — 1 x n — 1-es métrix determinansatx(—1)""/. Ekkor a métrix
detrmindnsa el6éll a kovetkez6 médon, ha egy tetszéleges k € {1,2,...,n}-
adik oszlop szerint fejtjik ki

n
det(A) = a; ik (7.15)
i=1
Nletve az i € {1,2,...,n} sor szerinti kifejtés segitségével:
n
det(A) = aipAik (7.16)
k=1

7.7. Exercise. A kifejtési tétellel egyszertien visszakaphato a 2x 2-es matrixok
determinansanak képlete egy tetszéleges

a=10 4

Trividlisan az (4, j)-ik aldetermindns egyszeriien az az egy elem, amit nem
zértunk kix(—1)""7. Vagyis Ay = d, Ajg = —¢, Ag; = —b, Ay = a, most
fejtsiik ki az elsd sor zerint vagyis

det(A) =aj1411 +apAia=a-d+b-(—c) =ad—be

7.8. Exercise. Mutassuk meg a kifejtési tétel segitségével, hogy a 3 x 3-as
matrixok determinansanak ”varazs képlete” visszakaphato a kifejtési tétel és
a 2 x 2 matrixok determinansanak ismeretében, legyen a méatrix atlalanosan:

a b ¢
A=|d e f
g h 1

Fejtsiik ki most az els6 sor szerint ismét, ekkor a harom megfelel6 aldeter-
minans:
e d e

AH = det |:h

i
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Ekkor a 3 x 3-as determindns a kifejtsi szabaly alapjan:

det(é) = aAi1 +bA12 + cAis
=al(ei — fh) +b(fg — di) + c(dh — eg)
=aei+ bfg+ cdh — afh — bdi — ceg.

7.9. Exercise. Legyen

0100
00 20

A= 00 0 3 (7.17)
5 0 0 0

Fejtsiik ki az els6 sor alapjan, ugye ekkor csak azt az aldeterminanst kell te-
kinteniink, amikor az 1. sort és a 2. oszlopot vessziik ki, ekkor a fentmaradd
aldeterminans:

det(A) = 1-(—1)++2 det( 412) : (7.18)
ahol
) 02 0
A =10 0 3|, (7.19)
5 0 0

aminek a determindnsa a 3 X 3-as esetben tanultak alapjan egyszertien

det( Am) = 30, ahonnan Gsszességében az eredeti matrix determinansa

det(A) = —det<é12> = —30.

7.10. Exercise. Szamitsuk ki a kifejtési tétel segitségével a kovetkez6 matrix
determinansat:

2 -3 1 4
-2 1 2 -1
4= 0 2 0 0
15 -1 3

Vegylik észre, hogy ha a harmadik sor szerint fejtjiikk ki a matrixot, egy-
szerlien csak egy el6jeles aldeterminanst kell kiszamolnunk,

2 1 4
Asg =(—1)*"det [—2 2 —1| =—(12—1+4+8—-8—2+6) = —15,
1 -1 3

vagyis a teljes determindns AA = 243 = —30.

7.11. Exercise. Hatarozzuk meg kifejtési tétel segitségével a kovetkezo
matrix determinansat:

1 -3 0 4
2 -1 0 -1
2= 3 2 1 2
-2 1 -1 3
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Fejtsiik ki ismét azon oszlop/sor szerint, mely a legtobb 0-at tartalmaz, ekkor
érdemes a 3. oszlop szerint kifejteni. Ekkor csak két elGjeles aldeterminéanst
kell kiszédmitanunk, Ass, A4s:

1 -3 4
Agz =(—=1*"det | 2 -1 —-1| =-3-6+6—-8+1+18=3,
-2 1 3
1 -3 4
A =(—1)*""det |2 -1 —1| = —(—2-9+16+12+2+12) = —31,
3 2 2

ahonnan a teljes determindns egyszertien det(é) =1-A334+(—1)- Ags =
8+ 31 = 39.
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8. Matrix Inverz szamitas

Definicié(inverz matrix) Az n x n-es valés A € M, (R) métrix inverze A™",
amire telejsiil, hogy é_l A=A é_l = 1, ahol (Q” = 0;j-
Kiszamitasa:

ahol ismét Aj; a j-edik sor és az i-edik oszlop elhagydsdval kapott matrix
determindnsa x(—1)7"".

_ 1 .
1)1']' — madj(A)ji, (81)

[BS

8.1. Exercise. Diagondalis matrix inverze az a matrix, mely szintén dia-
gondlis egyszerlien a foatloban 1év6 elemek reciprokaval, vagyis legyen most
3 x 3-as esetben

A0 0
A=10 X 0],
0 0 A3
ekkor az inverz métrix egyszeriien
1
I e
(4 =10 5 0
- 1
0 0 5
8.2. Exercise. Legyen
a b
a-t 4
A determindns egyszerlien det( é) = ad — bc, illetve az el6jeles aldeter-
mindnsok rendre A1 = d, Ao = —c¢, Ay = —b, Ay = a. Vagyis az inverz

matrix egyszeriien

1 d —b
Al = :
= ad — be [—c a ]

8.3. Exercise. Szamitsuk ki a kovetkezd matrix inverzét

a-[1% 10

A fentiek alapjdn ekkor az inverz matrix (a determinéns det(A) =3-7=

- 1 1[1-v2 V3-2 .
{—2—\/3 1+\/§]'

T4
8.4. Exercise. Szamitsuk ki a kovetkez6 matrix inverzét
1 2 -3
A=10 1 2
1 0 4

[5S
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Els6nek a determinanst adjuk meg, ami a 3 X 3-as esetben a tanult egyszeri
médszer alapjan, det( é) =4+ 4+ 3 = 11. Illetve az elGjeels aldeter-
minansok:

1 2 0 2 0 1
AH = det [0 4:| == 4, A12 = —det |:1 4:| == 2, A13 = det |:1 0:| =—-1
2 -3 1 -3 1 2
Agl——det[o 4]——8,A22—det[1 4}—7,A23——det[1 O:|—2
2 -3 1 -3 1 2
Agl—det[l 2]—7,A32——det[1 4]—7,A33—det[1 0:|——2.
Innen az inverz matrix egyszertien
1 [4 -8 7
Al = T
-1 2 =2

01 2
A=1[1 0 3
2 30

Els6nek a determinanst adjuk meg, ami a 3 x 3-as esetben a tanult egyszerti
moédszer alapjan, det(A) =6+ 6 = 12. Illetve az el6jeles aldeterminansok:

0 3 1 3 10
A1 = det [3 0] = -9, Ao = —det [2 0] =6, A1z = det [2 3] =3
1 2 0 2 0 1
A21 = —det |:3 0:| = 6, A22 = det |:2 0:| = —4, A23 = —det |:2 3:| =2
1 2 0 2 0 1
As; = det [0 3] =3, A3y = —det |:1 3:| =2, A3z = det I:l 0:| = —1.
Innen az inverz matrix egyszertien
1 -9 6 6
Al = o —4 2
3 2 -1

8.6. Exercise. Szamitsuk ki a kovetkez6 matrix inverzét

1 0 14
A=| - 1 0
1-i 0 1

ElsO6nek a determinanst adjuk meg, ami a 3 X 3-as esetben a tanult egyszeri
moédszer alapjén, det( A) =1 —(1+4)(1 —4) +i? = —2. Illetve az eléjeles
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aldetermindnsok:

1 0
A1 = det |:0 1
)

A21 = —det [0
Az = det |:i 1

Innen az inverz

—1

:|:1,A12:—det|: .
1—1

1+

1 :|:—i,A22:det|:

0

matrix egyszeriien
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1 141 1
1—3 1 ]——1,A23——det[1_i
1 1+

+Z] =—1—1, A32:—det{

1

1—i 0:|:2,A33:det|:



9. Gauss eliminacio

9.1. Gauss-eliminacié egyenletrendszerek megoldasara

A kovetkezokben linedris egyenletrendszerek megoldédsara fogjuk alkalmazni
a Gauss-eliminaciét. Tekintsiik példaként a kdvetkezo linedris egyenletrend-
szert:

r+2y—3z=4
20 —2y+2=3
r—z=1
Az egyenletrendszer megoldasanak a menete a kovetkezd 1épésekbdl all:

1. Matrix megalkotasa: El6szor irjuk fel az egyiitthatokat mint egy
3 x 3-as matrixot, majd vegyiik hozza 4. oszlopként az egyes egyenletek
értékét, vagyis

Ekkor az adott soroknak vehetjiik a linedris kombindciojukat, amivel
az egyenletrendszer ekvivalens marad, hiszen csak az egyenleteket ad-
tuk Ossze, illetve vettiik azok adott szamszorosat. Célunk, hogy addig
alakitsuk a sorokat mig a végén a 3 x3-as részt az egységmatrix alakjara
hozzuk®, ekkor nyomon kovetve az utolsé oszlopban taldlhaté értékek
valtozasat a harom valtozd értéke éppen azokkal fog megegyezni.

2. Matrix sorainak alakitasa: El6szor adjuk hozza az 1. sor —2-
szeresét a 2. sorhoz, illetve —1-szeresét a 3. sorhoz, amivel kimulldztuk
a 2. és 3. sor elso elemeit:

Most nulldzzuk ki a 3. sor 2. elemét, vagyis levonjuk a 2. sor 1/3-
szorosat a 3. sorbdl:

1 2 -3 4
0 -6 7 -5
0 0 -1/3 | —4/3

A sorok linedrkombinéciéja soran minden lépésben értelmezhetjilk a méatrix elemeit
mint egyenletrendszert, igy a megoldast akkor is leolvashatjuk ha a métrix minden sora
csak egy nulldtdl kiilonbozé elemet tartalmaz.
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Most visszafele haladunk és kinulazzuk a fels6 haromszog részben ma-
radt nem nulla elemeket, ehhez el6szor hozzdadjuk a 3. sor 21-szeresét
a 2. sorhoz, illetve a —9-szeresét az 1. sorhoz, ami utan

1 2 0 -8
0 -6 0 —33
0 0 -1/3 | —4/3

utolsé lépésként pedig adjuk hozzd a 2. sor 1/3-szorosat az 1. sorhoz,
illetve vegyiik a 2. sor —1/6-szorosat és a 3. sor —3-szorosat, ahonnan

1 00 -19
010 5.5
0 01 4
. Megoldasok leolvasasa: Ez egyértelmiien mutatja, hogy x = —19,

Yy =095.5, z =4

9.1. Exercise. Tekintsiik a kdvetkezd egyenletrendszert:

dr+5y =6
Tr 48y =9.
FEnnek megfelel6 matrix
45 6
7 8 9
—7/4 x 1.sor+2. sor: i i
4 5 6
0 —-3/4 —3/2
20/3 x 2. sor+1. sor: i i
4 0 —4
0 —-3/4 —3/2

ahonnan x = -1, y = 2.

9.2. Exercise. Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert:

z+y+2z=3
4r 4+ 5y + 52 =06
Tr 4+ 8y + 8z =10
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A megfelel6 matrixos alak:

11 2 3
4 5 5 6
7 8 8 10

—4 x 1. sor+2. sor, illetve —7 x 1. sor+3. sor:

11 2 3

01 -3 -6

01 -6 —11
—1 x 2. sor+3. sor:

1 1 2 3

01 -3 -9

0 0 =3 -5

—1 x 3. sor+2. sor, illetve 2/3 x 3. sor+1. sor:

11 0 ~1/3
01 0 —4
00 -3 -5

—1 x 2. sor+1. sor, illetve —3/5 x 3. sor:

100 | —11/3
010 —4
00 1 5/3

vagyis © = —11/3, y = —4, 2 = 5/3.

9.3. Exercise. Mutassuk meg a kovetkezo egyenletrendszerrdl, hogy bar
tobb egyenletiink van, mint ismeretleniink mégis egyértelmiien megoldhatd!

r—3y=1
—2r+y=2
r+2y=-3
A métrixos alak:
1 -3 1
-2 1 2
1 2 -3



2x 1. sor + 2. sor és —1 x 1. sor + 3. sor:

1 -3 1
0 -5 4
0 5 —4

Most 1 x 2. sor + 3. sor, ahonnan lathatd, hogy a harmadik sor csupa
nulldbdl fog allni, ami igy nem képez tiltott sort, vagyis elhagyhatjuk és
elegendd csupédn az els6 két sort vizsgalnunk:

1 -3 1
0 -5 4
0 0 0

—3/5 x 2. sor + 1. sor, illetve ezt kveten 2. sor — —1/5 x 2. sor:

10 | —7/5
01 | —4/5
0 0 0
ahonnan a megoldas mér egyértelmti: = = —7/5, y = —4/5.

9.2. Gauss-eliminacié matrixok invertalasara

Hasonléan miikédik mint a linearis egyenletrendszerek megoldasa esetében,
azonban itt az invertdlandé matrix mellé nem csak egy eredmény vektort
vesziink, hanem n-et ahol az i-edik oszlopban csak az i-edik tag nem nulla,
ezen elem értéke 1, vagyis a megfelel6 méretli egységmétrixot.

9.4. Exercise. Tekintsiik a kovetkezd matrixot:

1 2 3
A=|4 50
-10 3

Ekkor kiegészitjiikk még jobb oldalrél a 3 x 3-as egységmatrixszal és a sorok
megfeleld linearis kombinacigjaval megprobaljuk 3x 3-as egységmatrix alakra
hozni a bal oldali matrixot, ekkor a jobb oldalon kialakulé matrix adja meg
az inverz matrixot!

1 23100
A=14 50 ] 010
-1 03| 001
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—4 x 1. sor +2. sor, 1. sor+3. sor:

1 2 3 1 00
A=10 -3 —12 | —4 1 0
0 2 6 1 01
2/3 x 2. sor+3. sor:
1 0 -5 -5/3 2/3 0
A=10 -3 0 4 1 0
0 0 -2 | -5/3 2/3 1

—6 x 3. sor+2. sor, —5/2 x 3. sor+1. sor:

1 0 0 5/2 1 —5/2
A=10 =3 0 6 -3 —6
0 0 -2 | —5/3 2/3 1

Végil mindegyik sort szorozzuk meg ugy, hogy az egységmatrixot kapjuk
meg:
100 5/2 -1 —=5/2

A=10 10 -2 1 2
0 01 -5/6 1/3 1
Ekkor az A métrix inverzét a jobb oldalon leolvashatjuk.
9.5. Exercise. Tekintsiik a kovetkez6 métrixot:
4 -1 2 1 00
A=10 1 -1 010
4 3 0 0 0 1

—1 x 1. sor + 3. sor:

-1 2 1 00
0o 1 -1 0 1 0
0 4 =2 -1 0 1
—4 x 2. sor + 3. sor:
4 -1 2 1 0 0
0 1 -1 0 1 0
0o 0 2 -1 -4 1
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1/2 x 3. sor + —1 x 3. sor + 1. sor:

4 -1 0 2 4 -1
0 1 0 | —1/2 -1 1/2
0 0 2 1 -4 1

2. sor + 1. sor, illetve azért, hogy megkapjuk baloldalt az egységmaétrixot,
3—1/2x3.sor, 1 —1/4x 1. sor:

1 00 3/8 3/4 —1/8

010 -1/2 -1 1/2

0 0 1 -1/2 -2 1/2

vagyis az inverz matrix:

3/8 3/4 —1/8
Al =|-1/2 -1 1/2
-1/2 -2 1/2

9.6. Exercise. Tekintsik a kovetkezd matrixot:

-2 7 1 00
-2 010

1
A=o 1
00 1 [001

Latszik, hogy itt a ”szokasosnal” joval konnyebb dolgunk van, hiszen egy
fels6 haromszog matrixot kell csak invertalnunk! 2 x 3. sor + 2. sor és —7 x 3.
sor + 1. sor:

1 -2 0 1 0 —7

0] 01 2
0o 0 1 | 00 1

o
—_

2 x 2. sor + 1. sor:
1 00 1 2 -3

010 01 2
0 1 00 1

[an}

vagyis az inverz matrix egyszeriien



10. Sajatértékek és sajatvektorok

10.1. Definition (Sajatérték, sajatvektor). az A € Lin(V,V) mdtriz v € V
sajatvektordhoz tartozd sajdtértéke, A € C vagy R, ha

Av=2Av, v# 0. (10.1)
Sajatérték meghatdrozsdsa: A karakterisztikus egyenlet,
det( A — AI) =0, (10.2)

megolddsai szolgaltatjak, majd az adott \; sajatértékhez tartozo sajatvektort
a

(A—X\I) v; =0 (10.3)
egyenlet alapjdn hatdrozhatjuk meg.

10.1. Exercise. Hatarozzuk meg a kovetkez6 matrix sajatvektorait és sajatértékeit:

13 4
5 2
Ekkor a karakterisztikus egyenlet:

det (A — AI) =det<[3? 2EAD

=(3-AN)(2-A)—-20=0

[ES

A2—BA—14 =0 — Ajg = 5/24+/25/4 + 14 = 5/249/2 = A; = T, Ay = —2.

A megfelel6 sajatvektorok:

we [ 5 0)=0

Bar ez két egyenlet, de ezek ekvivalensek egymadssal, azaz csak a két kompo-
nens kozott adnak egy Osszefliggést, az els6 komponensbdl szarmazd egyen-
let alapjdn x = y, ahonnan az els6 sajatvektor v; = t(1,1), ahol ¢t € R egy
tetszéleges valds szam, ezt nevezzilk az sajatvektor dltal kifeszitett altérnek!
A miésodik sajatvektor:

5 4| [z
Ag [5 4] <y>—0—>5x—4y—>y—5/4x

Innen a mésodik sajétvektor: v, =t(1,5/4), t € R.
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10.2. Exercise. Hatarozzuk meg a kovetkez6 matrix sajatvektorait és sajatértékeit:

1 -2
4= [21' 4 ]

Ekkor a karakterisztikus egyenlet:

det( A — Al :det<[12_i>\ 4__2&]> (1= A)(d—A)—4=0

AN —BA=0— X =0, =5.

A megfelel6 sajatvektorok:

IR

Ismét csak egy Osszefiiggés adddik a két komponens kozott, ami a fentebbi
egyenlet alapjan x = 2iy, ahonnan az els6 sajatvektor v, = ¢(2i,1), ahol
teR.

A maésodik sajatvektor:

-4 -2 [z .
Ao [2@' _J <y>—0—>:):——z/2y

Innen a keresett sajatvektor: v, =t(i/2,1), t € R.

10.3. Exercise. Hatarozzuk meg p értékét gy, hogy az aldbbi matrix
sajatvektorai ortogondlisak legyenek egymasra:

_1 1 p
A_3[1 1]

Ekkor a karakterisztikus egyenlet:

det( A — ) = ;det([l:f)\ 1—p3x]> =(1-30)(1-3)\)—p=0

1
13\ =£p > As = ]F3\/f)

A megfelel6 sajatvektorok:

v )=

L pl \y
Az Osszefiiggés a komponensek kozott az elsé egyenlet alapjan —,/pr = y,
ahonnan az elsd sajatvektor v, = t(l, —\/f)), ahol t € R.

A maésodik sajatvektor ugyanaz lesz mint az elsd csak most a —,/p értékkel:
Vy = t(l, \/f)) A két sajatvektor ortogondlis, ha v;- v, =1-p=0—p=1.
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10.4. Exercise. Hatarozzuk meg a kovetkez6 matrix sajatértékeit és sajatvektorait:

7 2t 0
0 0 9
Ekkor a karakterisztikus egyenlet:
1 7T—3)\ 21 0
det( A — AI) = det 3| 2 2-3% 0
0 0 9 — 3\
= @300 -3 + 9 -3
o7 27

=3 -N)(T-30)2-3))+4) =0

Ennek az egyenletnek egy megoldasa biztosan a A\; = 3 a szorzat elso tagja
alapjan, a mésik kettét pedig az (7 —3)0)(2 —3)\) +4 = 9\ — 27T\ + 18 =
(3X\—=6)(3X\ —3) = 0 masodfokd egyenlet szolgdltatja, ahonnan Ao = 2,
Az =1.

Innen a sajatvektorok rendre:

-2 2t 0] (=
)\1 : 20 =7 0 vyl = 0
0 0 0] \z

Lathato, hogy a 2z komponensre nem kapunk Osszefliggést, vagyis annak
értéke tetszoleges, ez paraméterezi a sajatvektort, mig az x,y komponensre
egyértelmli eredményt kapunk az els6 egyenlet alapjan: x = 1y, illetve a
masodik egyenlet alapjan z = —Tiy > x =7x - =0,y = 0.

Innen v; =¢(0,0,1), t € C.

1 2 0 T
0O 0 3 z

A harmadik komponensre vonatkozé egyenlet alapjan z = 0, illetve ekkor
az elso két egyenlet ekvivalens lesz egymaéssal és csak az els6 két komponens
kozotti Osszefiiggést adja meg, vegyilik most az elsé egyenletet, z = —2iy,
lathato, hogy ez a masodik egyenletet is kielégiti!

Innen a mésodik sajétvektor v, = t(—2i,1,0), t € C.

4 2 0] [z
As: |20 =1 0] ly] =0
0 0 6| \z

Ismét a harmadik komponensre vonatkozé egyenlet alapjan z = 0 és igy
az elsd két egyenlet az x,y komponensek kozotti Osszefiiggést adja meg,
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hagyva egy szabad paramétert. Az els6 komponensre vonatkozé egyenlet
alapjan y = 2ix, lathatd, hogy ez kielégiti a masodik egyenletet is! Innen a
harmadik sajatvektor vy = t(1,2i,0), t € C.

10.5. Exercise. Hatarozzuk meg a kovetkez6 matrix sajatértékeit és sajatvektorait:

4 4 1
A=10 2 0
1 2 4
Ekkor a karakterisztikus egyenlet:
4—-X 4 1
det( A — AI) = det 0 2-X 0 =(4-XN?*2-N)-2-N)=0
1 2 4—- )

C-MNHE-MNE-N-1)=0

FEnnek az egyenletnek egy megoldasa biztosan a \; = 2 a szorzat elsé tagja
alapjdn, a masik kett6t pedig a (4 — )\)2 — 1 = 0 egyenletbdl kaphatjuk meg,
ahonnan Ay = 3, A3 = 5.

Innen a sajatvektorok rendre:

2 41
A1 {00 O =0
1 2 2

INEENSI

Ismét csak két egyenletet kell megoldanunk, hiszen a méasodik komponensre
felirand6 egyenlet trividlis, csupa nulla egyttthatokkal! Az elsd és harmadik
komponensre felirt egyenletek alapjan:

20 = —4y — 2
r4+2y+22=0—==2=0,z=—-2y

Innen v; =#(-2,1,0), t € R.

1 4 1] [z
Xz [0 =1 0| [y]=0
1 2 1] \z

Ahonnan ismét az elsé ketto egyenlet szolgaltatja az Osszefliggést a harom
komponens kozott:

r+z=0—2=—2

y=0

Innen a mésodik sajétvektor v, =¢(1,0,—1), t € R.



Ahol ismét elészor kihasznaljuk, hogy a mésodik egyenlet alapjan y = 0:

—z+4y+2=0
y=0—>zx=z2

r—2=0

Innen a mésodik sajatvektor vy =#(1,0,1), t € R.

10.1. Diagonalis matrixok sajatértékei és sajatvektorai

Diagonalis métrixokndl korabban lattuk, hogy azok determinansa a dia-
gonalis elemek szorzataval egyenl6. Ennek okan a karakterisztikus sajatérték

egyenlet felirasakor
n

det(A— AI) = [](ai — A)

=1

szorzatot kapjuk, ahol a; az A métrix diagonalis elemeit jeloli.

10.1. Example. 1. Adott a kovetkezd matrixunk

7 0 O
A=10 9 0 (10.4)
0 0 11
Hatarozzuk meg a sajatértékeit és sajatvektorait:
det(A— L) = (7= A) (9= A)(11 = A) =0 (10.5)

egyenletbdl rogton leolvashato a karakterisztikus egyenlet harom gyoke:
A =7 A=9 A3=1L1

A matrix alakjabdl azonnal latszik, hogy milyen szerkezetiliek lesznek
a sajatvektorok:

000
AM: |02 0f |y] =0 (10.6)
00 4] |z

Ebbdl a kévetkez6 harom egyenlet adodik

Ox+0y+0z2=0
2y =10
4z=0

Lathatod, hogy ez barmilyen z esetén teljesiil a y = 0 és z = 0 megkdtés
mellett. Igy a normaélt, els6 sajatértékhez tartozd sajatvektor a

v = (1, 0, 0)
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Lathato, hogy felirva a masodik és harmadik sajatértékhez tartozé
egyenleteket alakra ugyan ilyen egyenleteket kapunk. Igy a maradék
két sajatvektort (normdlva) a kovetkezd alakban ifrhatjuk fel:

Vo = (0, 1, 0)

U3 = (Oa Oa 1)

10.2. Felso és alsé A matrixok

Felso és alsé haromszog matrixok esetén azok determinansanak kiszamitasa
ugyan ugy zajlik mint a diagondlis matrixok esetén , tehat a foatlobeli elemek
szorzata adja azt.

10.2. Example.

[5S
O O =

2 3
= 5 3| — (kifejtve az elsd oszlop szerint) — det( A — AlI) = (1-X)(5—X)(2—X) =0
0 2

(10.7)
Ismételten a sajatértékeket leolvashatjuk a f6atlobol: Ay =1, Ao =5, A3 =
2. A sajatvektorok esetén - ha azokat a f6taléban fentrdl lefelé indexeltiik
meg - azt talaljuk dltaldnosan, hogy az elsének egy eleme kiilonbozik nullatol,
a masodiknak kett6 és a harmadiknak mindhdrom eleme véges lesz.

02 3
AM=1: [0 4 3 =0 (10.8)
00 1

ISR

Or+2y+32=0 —y=-3/2z, z€R
Oz +4y+32=0 —-y=0
Ox+0y+12=0 —2z=0

Az elsé, normalt sajatvektor tehat:

V1 = (1507[))
—4 2 3 T
Ay =5 0 0 3||yl=0 (10.9)
0 0 =3 |z

-4z +2y+32=0 —y =2z
0z+0y+32=0 —2z=0
0z +0y+—-32=0 —2z=0
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legyen = 1. Ekkor y = 2, az egyenletek alapjan pedig z = 0, tehat a

sajatvektor.
1
vy = ———-(1,2,0)
V12422 +0?
-1 2 3| |z
A3 =2 0 3 3| |y| =0 (10.10)
0 0 0] |=

—lx+2y+32=0 — T =y
Or+3y+32=0 —y=-z
0z +0y+0z=0 —z€eR

Itt pedig a sajatvketor mindharom eleme nullatol kiillonb6zének adddott:

vy = (1,-1,1)

1
Vv3-1
Transzponalt matrixok sajatértékei Itt érdemes megjegyezni, hogy

egy matrix transzponaltjanak sajatértékei megegyeznek a nem transzpondlt
matrix értékeivel.

10.3. Example (Fels6 hdrmoszogmatrix transzponaltja). Az el6z6 példédban
szereplo fels6 haromszogmatrix transzponaltja egy alsé haromszogmatrixot
ad, melynek féatléjaban az elemek nem valtoznak meg, igy sajatértékeik
megegyeznek.

(10.11)

w ot O
N OO

10.3. Inverz matrixok

Ha egy matrix invertalhatd, tehat zérustdl kiilonbozé a determinansa, ak-
kor azon matrix sajatértékei megegyeznek az eredeti matrix sajatértékeinek
reciprokaval, amellett, hogy sajatvektorai nem valtoznak meg.

Muv =M Szorozzuk meg mindkét oldalt a matrix inverzével balrél( M 1)
Iv=AM Ly
1
M~y = v

Legegyszerlibb példa erre egy diagondlis matrix:

A 000 1I/A1 0 0
A=10 X O|—=AT=|0 1/x2 0

0 0 X3 0 0 1/X3



Sajatérvektorai pedig valtozatlanok maradtak.
Kevésbé trivialis példa: Legyen a matrix
2 1
a- i)

Ezen matrix karakterisztikus egyenlete: (2 — \)? —1 = 0, melynek két
megoldasa : A\ = 1 és Ao = 3. Az ezekhez tartozd sajatvektorok:

1 1) |z
AM=1: [1 J {y] =0 (10.12)
Ez az x = —y 0Osszefliggést eredményezi, tehat a vektor
1
v = —(1,-1
1 \/5( )
-1 1]z
wete [ 4[]0 013
Ez az © = y Osszefliggést eredményezi, tehat a vektor
1
vg = —(1,1)

V2

Most invertaljuk a matrixot és végezziik el ugyanezen 1épéseket.

1 1 2 -1
A7l = dj(A) = ——F
A" = @A =g [—1 2}
Ezen matrix karakterisztikus egyenlete:

124++/144—4%x3%x9 1246
— = =

2 _ i
9N =120 +3=0 F 13 16s1/3
1(-1 —1] |z
AM=1: 3 [_1 _1] [ZJ =0 (10.14)
Ez az x = y Osszefiiggést eredményezi, tehat a vektor
1
v = —(1,1
1 \/5( )
11 —-1]|=x
Ao =1/3: 3 [_1 1] [y] =0 (10.15)
Ez az x = —y Osszefliggést eredményezi, tehat a vektor
1
Vo = 7(1, —1)

V2
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11. Spectralfelbontas és diagonalizacié

Egy A diagonalizalhaté ha létezik olyan P és £_1 matrixok melyekre tel-
jesul, hogy
A=PDP,

ahol ’D’ egy diagondlis matrix melynek f6atlgjaban az A’ matrix sajatértékei
talalhatdéak, a 'P’ matrix pedig az A’ maétrix sajdtvektorait tartalmazza.
Elégséges feltétele a diagonalizacionak az, hogy egy n x n matrix karakte-
risztikus polinomjanak n kiilénb6z6 gyoke van.

12
13 2
Ezen matrix karakterisztikus polinomja:

0=—6—3\+)\°

11.1. Example. Legyen

[ES

Ennek leolvashatjuk a megoldéasait, amik A\; = —1 és Ao = 4. Ezek
ismeretében a 'D’ matrixot a kdvetkezo alakban irhatjuk fel:
4 0
D= [0 _J (11.1)

Most a sajatvektorokbdl megalkotjuk a 'P’ matrixot:

A=1: [—33 _22] m —0 sy = \/% E] (11.2)

Ay =3 E g} m =0 vy = \2 [_11] (11.3)

Ezek ismeretében a 'P’ méatrix - a normalasi faktorokat itt most elha-
gyom:

21 o111
P =(viv3) = [3 _1] =P =— [_3 2] (11.4)
Ennek ellendrzésére:
A=PpPDP™ (11.5)
megoldasaval torténik.
A=ppp

I
|‘H
ot
| e T a— |
W N
(-
—
_
|
w
W
o |
W
| I
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alternativaként:

A= PDP ' szorozzuk meg P’ vel jobbrol

AP = PD(I) szorozzuk meg ‘P’ inverzével balrél

A fent emlitett elégséges feltétel lathatéan nem teljestil tetszbleges matrixokra.
Példaul egy diagonalis matrix melynek nem mindegyik eleme kiilénbozik

1
0
0

o N O

0
0
1

Ezen matrixnak sajatértékei: 1, 2 és 1, tehat 'D’ matrix megegyezik a dia-
gonalizalandé matrixxal. A P’ métrixok pedig a standard bazisvektorokbdl
épiil fel, tehat az n X n dimenzids egységmatrixxal egyeznek meg.

a-[o )

matrixot vessziik, akkor lathatjuk, hogy sajatértéke degeneralt, tehat Ay =
A2 = 2, amikkel ha meghatarozzuk a sajatvektorokat (és normaljuk azokat)
akkor v; = v = (1,0) vektorokat kapjuk. Nincs két fiiggetlen béziselem, 'P’
nem invertalhatd, igy nem tudjuk diagonalizdlni a matrixot.

Ha példaként a

11.0.1. Matrix fiiggvények

Ha meg akarjuk hatarozni egy métrix egy tetszoleges hatvanyat, akkor a dia-
gonalizalt matrix felirds megkonnyitheti a dolgunkat. Legyen a matrixunk
most X. Feltéve, hogy X diagonalizdlhat6 felirhatjuk azt

X =pPDpP! (11.6)

f(X)=Xx" (11.7)
Legyen most n = 2:
f(X)=XX = (PDP 'Y PDP')=PDIDP! = PD?*P~!  (11.8)

Lathatjuk, hogy csak a diagonalis résszel kell elvégezniink a négyzetre emelést,
ami annak elemei négyzetre emelésével megkaphaté. Innen n = 3 ugyan igy
kovetkezik:

X% =X?X =pPD?*P'PDP! = PD*IDP~! = PD?P! (11.9)
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tetszbleges n esetére pedig:
f(xX)=pPD"P! (11.10)

Miésik példaként ha exp(X)-re lennénk kivancsiak, akkor definicié sze-
rint:

exp(X) =) L xk (11.11)

X helyére beirva annak spektralfelbontéasat:

inf inf 1

_ 1 _ _ _

exp(PDP™ ') =>" - (PDP DE=M HPD’“P I = Pexp(D)P~!
k=0 k=0

(11.12)
legyen
10
p=s 7
ekkor
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12. Taylor sorfejtés

Taylor sornak nevezziik azt a végtelen sort, mely egy valés (vagy komp-
lex) fliggvény adott pontban meghatdrozott derivalt értékekbdl allitja el a
fiiggvényt. Legyen f(z) egy valds vagy komplex, differencidlhaté és folytonos
fliggvény. Ekkor ennek Taylor sora

M(q @) (q ®3)(q
f@) = fa) + IO ) LD LDy
(12.1)
= i f(k;iu(a) (z—a)* (12.2)
=0 :

ahol a egy tetsz6leges pont® ahol értelmezhetd az f(x) fiiggvény és derivéltja,
tovabba f(") () a fiiggvény n-ik derivétjat jeldli.

Lathatjuk ha az 0sszegzést csak véges szamu derivalt értékre végeziik el,
hogy azok egy polinom formalyaban kozelitik a fliggvényt

N
flz) ~ cr(x — a)P (12.3)
k=0

12.1. Alapvet6 Taylor sorok

12.1. Example (sin(z)). Hatdrozzuk meg sin(z) derivaltjait, helyettesitsiik
be a pontot ami koril sorbafejtjik a fliggvényt végiil alkalmazzuk a fenti
Taylor sor Osszefliggését.

W = cos(x) (12.4)
dc(‘i’:;(x) — _sin(x) (12.5)
_ dsin(z) S;I;(x) = —cos(x) (12.6)
d cos(z) .
= sin(x). (12.7)

5Ha a = 0, akkor szokés a Taylor sort Maclaurin sornak is nevezni
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Mivel sin(0) = 0 és cos(0) = 1, lathatjuk, hogy a Taylor sor bizonyos tagjai
nullat adnak majd. Felirva a definiciét

sin(0) 5 cos(0) 4

sin(x) = sin(0) + cos(0)z — TR TR +... (12.8)
w3 25 a7 | ‘
o0 2k+1
12.1
; 1210

12.2. Example (cos(x)). Hasonléan az el6z6 példdhoz, kénnyen felirhatjuk
cos(z) taylor sorat is a = 0 kortl

x? 2t af
cos(z) =1— 2—+ TRl + ... (12.11)
o 2k
= ; o (12.12)
12.3. Example (e”)

r—a)? (v—a)d
ex:ea((az—a)—k( 2!) —i—( a0 ) +> (12.13)
:1<(3:)—|—(x?2+(x?3+...> (12.14)
= ig? (12.15)

0
12.4. Example (In(z)).
dln(z) 1  d*In(z) -1 d*In(z) -2

i (7 === 12.16
dz T’ dz? x2 da3 a3 ( )
Valasszuk most a tetszoleges pontot a = 1-nek.
1 1 -1
In(z) =In(1) + I(az —-1) - A2 (x—1)%4... (12.17)
1 1
:@—1)—5(95—1) +§(x—3)3+... (12.18)
k-‘rl -1 k
- Z (z-1) (12.19)
k>1
12.5. Example (In(1 — z) és In(1 + z)).
2 3 4
ln(l—@z—x—%—%—%—... (12.20)
0k
x
=— — 12.21
> a221)



In(1 —r— - 12.22
n(l+z)==x 2+3 4+ ( )
o _1kk’
:72( ]iaf (12.23)
k=1

12.1. Exercise (In(2 + cos(z))). Hatdrozzuk meg a fenti fiiggvény Taylor
sorat masod rendig a = 0 koriil.

1

d .
i In(2 + cos(x)) = m(— sin(x)) (12.24)
d? (—sin(z))? B 1

— In(2 + cos(z)) = (—2) (cos(z))  (12.25)

da? (2 +cos(z))? 2+ cos(z)
In(2 + cos(x)) ~ In(3) — %xQ (12.26)
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