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Eloszo

Ez a konyv a Budapesti Miszaki és Gazdasdgtudomanyi Egyetem fizikus képzésének
masodéves elektrodinamika eléadasainak jegyzetanyagara tamaszkodik. Ugyanakkor a
szerzOk megprébéaltak minél inkabb onallo, lényeges elGismeretek nélkiil is kdvethetd
legyen a szoveg.

Az elektrodinamika nehézségét az adja, hogy térelmélet, azaz a tér minden pontjaban
megadott mezokkel foglalkozik. Ebbol a szempontbdl rokon a folytonos kozegek me-
chanikai modelljeivel, mint példaul a hidrodinamika vagy a rugalmas testek leirdsa. Az
elektrodinamikaban azonban nincsen mikroszkopikus mechanikai modell a hattérben, itt
a mezok valoban az alapvetd fizikai valtozok. A térelméletek kezelése elsGsorban azért
nehéz, mert a pontmechanikahoz képest 1j matematikai fogalmak 1épnek fel, és a vég-
eredményiil kapott egyenletek nem koézonséges, hanem parcialis differencidlegyenletek.
Mindezek miatt a hagyomanyos elektrodinamika oktatéds jelentOs része az ilyen tipusu
matematikai problémak megoldasaval foglalkozik.

A konyv felépitésében a sziikséges matematikai el6ismereteket, valamint a téma tar-
gyalasakor fellépo matematikai hattéranyagot kiilon fejezetben foglaltuk 6ssze. Ez leheto-
séget biztosit arra, hogy aki ezekkel a fogalmakkal méar tisztaban van, ezeket a fejezeteket
kénnyen atugorhassa.

Az elektrodinamika elmélete lényegében lezart diszciplina, a Maxwell-egyenletekre
épiil, amelyet mar az 1800-as évek vége felé is a ma hasznalt forméban irtak fel. Ennek
ellenére a fizikai értelmezésben sokszor talalkozhatunk homalyos megfogalmazéssal, els6-
sorban az anyagban érvényes elektrodinamikai egyenletek tekintetében, példaul a még-
neses indukcié és magneses tér értelmezésében. Ugyanakkor mar szamos kitiind kényv
jelent meg az eltelt hosszi id6 sordn, amelyek az irodalomjegyzékben szerepelnek. J.D.
Jackson kitiing konyve [1], amely a magyar forditdsban mér az SI rendszert hasznélja az
egyik ilyen forrds, melyet gyakran fogunk hasznalni. Landau és Lifsic nagy sikerii elmé-
leti fizika sorozatdban az elektrodinamika két kitetben szerepel [2, 3]. Erdemes forgatni
R. Feynman ragyogo fizikai latdasmoddal megirt Mai fizika sorozatat, az elektrodinamika
az 5. kotetben szerepel [1].

A konyv megirdsaban koszonettel tartozunk Prof. Patkds Andrasnak, akitol a szerzok
egy része annak idején az elektrodinamikat eloszor hallgatta, s akitol szarmazé jegyzetek
szintén az anyag részét képezik.



1. fejezet

Rovid torténeti attekintés

Ebben a fejezetben az elektrodinamika kialakulasanak 6 fejezeteit tekintjiik at, elsésor-
ban Simonyi Karoly kényvére tamaszkodva [5]. A tovabbi részletekhez az olvasét ezen
konyv olvasasara buzditjuk.

Bar sok tudoményos diszciplina kezddédik tgy, hogy ,mér az dékori gérogok is...”,
az elektrodinamikéra ez nem igazan igaz. Az Okorban ismertek bizonyos elektromos
és magneses alapjelenségeket, azonban ezek elszigetelt ismeretek maradtak. Ami ebbdl
fennmaradt, az els6sorban a mai nevekben 6lt testet. Az elektron a borostyan gorog
megfelel6jébdl szarmazik, és arra utal, hogy a borostyan dorzsoléses elektromossagat a
gorogok is ismerték. A magnességrol a természetben fellelheto ,,magnetic litosz”, azaz
magnesko révén volt tudomasuk.

1.1. Elektrosztatika

Az elektrodinamika igazi kvalitativ megismerése csak a kozépkorban kezdodott el. Egyik
els6 képvisel6je volt P. Peregrinus, aki 1269-ben kisérleteket végzett a magnesek tu-
lajdonsagainak felderitésére, példaul 6 volt az, aki a méagnes erévonalait feltérképezte.
Tevékenykedése ugyanakkor nem volt nagy hatésa kortarsaira, és az elektroméagneses
jelenségek kutatasa lényegében harom évszazadig 1jbol sziinetelt.

A kovetkezd 1épést W. Gilbert tette, aki 1600 tajan a Fold magnessége irant ta-
nusitott érdeklédést, és irdnytiit szerkesztett. O mutatta meg a természetes mégnesek
tanulményozasaval, hogy nincs mégneses monopélus, a pozitiv és negativ polusok nem
valaszthatdk szét, egy félbevagott magnesben ugyanigy megjelennek. Megmutatta azt
is, hogy a dorzsoléses elektromossag nem csupan a borostyanban alakul ki, hanem példaul
iivegben és viaszban is.

A tudomaény torténetében szamtalanszor fordult el6, hogy egy ligyesen megszerkesz-
tett talalmany nagy lendiiletet ad a fejlédésnek. Az elektrodinamikaban az O. Guericke
altal 1672-ben szerkesztett dorzselektromos gép ilyen tuttord jelentdségli volt. Ezzel a



szerkezettel konnyen lehetett a dorzsoléses elektromossaggal feltoltheté anyagokat elekt-
romos toltéssel ellatni. Emiatt a XVIIIL. szazad els6 felében az elektromos jelenségek
bekeriiltek az uri szalonokba, kedvelt tarsasagi szérakozés lesz a kiilonbo6zo jelenségek
bemutatasa. S bar az elektromos kisiilések, a toltések vonzasa és taszitasa latvanyosséag-
nak sem utolsd, a tudoményos megismerés is haladt elére. S. Grey 1729 koriil felismerte,
hogy bizonyos anyagokkal a toltés nagy tavolsdgokra széllithatd, mas anyagok szigete-
16ként miikodnek. Példaul a szobaban feltoltott borostyan toltését a kertben is lehetett
ilyen médon hasznositani. C. Dufay 1733-ban felismerte, hogy az iiveg és a gyanta
yelektromossaga” kiillonb6zo.

A tovabblépést ismét egy eszkoz, a von Kleist és Musschenbroek altal kozel egy id6-
ben megalkotott, de az utébbi miikodési helyérol leideni palacknak elnevezett eszkoz
jelentette. A 1.1 abran lathaté szerkezet a toltések Osszegyijtésére volt alkalmas, a
mai kondenzator 6se. A dorzselektromos szerkezet altal szolgédltatott toltést a palack

1.1. dbra. Leideni palack, forras [0].

belsejében levo elektrolitba vezetik, a toltés semlegesitésérol a palack kiilsején levo fém-
boritdsnak a palackot fogé emberen keresztiili foldelése gondoskodott. A szerkezet a XX.
szazadban mint van der Graaf generator sziiletett 1jjd, a modern valtozat valéoban nagy,
akar 25 milli6 voltos fesziiltségre is feltoltheto. Ugyan a XVIII. szazadi valtozat nem volt
ennyire hatékony, de a forrdsok tantsiga szerint [5] akar 180 géardista ,,megugrasztasara”
is alkalmas volt.

A fizika egyik els6 amerikai képviselGje volt B. Franklin. Legismertebb munkai a lég-
kori elektromossaggal kapcsolatosak, példaul felismerte 1750 koriil, hogy 1égkori elekt-
romossaggal feltoltheto a leideni palack. Az & nevéhez fliz6dik a csiicshatas felismerése
és a villamharité feltalalasa. Bevezette az elektromos toltés fogalmat: a két egyenér-
téki lehetéség koziil 6 gy gondolta, hogy az iivegben halmozdidik fel toltéstobblet (nem
a borostyanban), ezt kés6bb Euler nevezte el pozitiv toltésnek. Franklin felismerte a
toltésmegmaradés torvényét is.

Az 1700-as évek végére elegendo fizikai és matematikai ismeret halmozodott fel ahhoz,
hogy a kvantitativ torvényeket is fel lehetett allitani. Az elektromos ponttoltés altal
kifejtett erShatés 1/r?-es tavolsdgfiiggését tobb tudds nagyjaban egy idében is felismerte.
J. Priestley 1767-ben abbdl a ténybol, hogy a toltések a tapasztalat szerint a feliileten
gyllnek Ossze, és iireg belsejében nincs eréhatds elméleti iton vezette le ezt a torvényt.



Tdle fiiggetleniil Cavendish ugyanezzel a gondolatmenettel talalta ki az erétorvényt,
sot ki is mérte torzios mérleggel. Munkdit azonban nem publikédlta, tevékenységérol
Kelvin révén van tudomasunk, aki 1879-ben publikalta Cavendish elfelejtett munkait.
Ezen feliil Cavendish foglalkozott kiilonb6zo targyak kapacitasanak mérésével, vizsgalt
dielektrikumokat, tanulmanyozta a vezetéképességet. C. Coulomb, akinek a nevéhez
kotjik az erotérvényt, hadmérnok volt, igen pontos torzids ingakat készitett. O mérte
ki 1784-ben az 1/r%*-es Coulomb térvényt. Az er6térvény ismeretében Poisson 1811-ben
képes volt arra, hogy egy tetszoleges toltéseloszlas dltal 1étrehozott erdtér matematikai
egyenleteit megalkossa.

1.2. Aram és magnesség

Mig a fenti vizsgalatok a sztatikus elektromossag tulajdonsdgainak felderitésére iranyul-
tak, az arammal és a magnességgel kapcsolatos jelenségekhez hianyzott egy olyan eszkoz,
amely allando fesziiltségforrasként tizemelt. Ez iranyban az elsé 1épés L. Galvani nevéhez
flizédik [7], aki maga az anatémia és a bioldgia professzora volt Bolognaban. Eszrevette
békak prepardlasa kozben, hogy ha vasracsra rézkampdn rogzitette a békapreparatumo-
kat, akkor azok a vasracshoz hozzaérve Osszerandulnak. Ezt 6 az allati elektromossag
jelének hitte, és megfigyeléseit 1791-ben ilyen médon tette kozzé. Késébb A. Volta mu-
tatott ra, hogy itt valdjaban nem a béka, hanem az eltéré fémek okozzak az effektust.
Erre alapozva egymastol nedves kartonlapokkal elkiilonitett cink és rézlapokbdl allandé
fesziiltségforrast épitett 1800-ban (Volta-oszlop), amelyet Galvani irdnti tiszteletbél gal-
vanelemnek nevezett el.

Hiaba volt azonban meg az aramforras, az a gondolat, hogy az aram mégneses te-
ret kelt maga koriil, annyira kiilonds volt, hogy nagyjabdl 20 évet kellett varni, mig
C. Oersted véletleniil észrevette ezt. Ezt kdvetGen azonban igen gyorsan megsziiletett a
kvantitativ magnetosztatika: J-B. Biot és F. Savart méar 1820-ban kimérték az aramjarta
vezetd koriil kialakulé magneses teret a méagnestii elfordulasaval, és leirasara egyenlet-
rendszert dolgoztak ki az elektrosztatika mintdjara. A.M. Ampére felirta a méagneses
térre vonatkozo integralis torvényét, és megmutatta, hogy aramkor magneses hatésa egy
lapos magnessel egyenértékii.

Erdekes, hogy mig az dram hohatdsa mar igen koran nyilvanval6 volt, az ellenallas
fogalma milyen lassan alakult ki. Csupan 1826-ban irta fel G.S. Ohm a réla elnevezett
torvényt. Az aramkorok viselkedésének tisztazasara pedig csak 1845-ben G. Kirchhof
munkassaga alapjan deriilt fény:.



1.3. Elektromagnesség

A fentiek alapjan lathattuk, hogy az 1820-as évek kozepétol ismertek voltak az elektro-
sztatika és magnetosztatika torvényei. A két latszolag onallé diszciplina 6sszekapcsolasa
M. Faraday nevéhez flizodik, aki 1831-ben észrevette azt, hogy aramkorok ki- illetve
bekapcsolasakor egy masik vezetd hurokban fesziiltség keletkezik. Korabban kozhiede-
lem volt az, hogy, szemben az elektrosztatikaval, ahol t61t6tt test toltésmegosztast képes
létrehozni egy masik testben, az aram nem képes dramot inditani egy masik vezetd hu-
rokban. Faraday azt vette észre, hogy az aram megvaltozasa képes erre. Faradaynek
mellesleg szdamos elektromossaggal kapcsolatos felfedezést és konstrukciot tulajdonitha-
tunk (elektromotor, az elektrolizis, a dielektrikumok vizsgélata, a fény polarizaciéjanak
mégneses térben valé elfordulasat megfogalmazé Faraday-effektus). Mégis, az elektro-
mossag és magnesség lefrasara vonatkozé egyik legfontosabb otlete az volt, hogy ezeket
ez effektusokat egy mez6 bevezetésével lehet legjobban megkozeliteni.

Ezt az otletet fejlesztette tovabb J.C. Mazwell, aki hosszas munkaval 1855-1873 ko-
zotti id6szakban megfogalmazta az elektromagnesség matematikai leirasat, a Maxwell-
egyenleteket. A kezdeti mechanisztikus modellektdl egészen a kizardlag az absztrakt
elektromos és magneses tereket tartalmazo leirdsig ivel6é gondolatsor nagy tudoméanyos
vivmany volt, érvényessége a mai napig valtozatlanul fennéll. Maxwell nevéhez flizodik
a vektorpotencidl bevezetése is.

Lényegében a Maxwell-egyenletek felirasaval befejez6dott az elektrodinamika torvé-
nyeinek felderitése. Az egyenletek mai formajanak megalkotasiban H. Hertz szerzett
érdemeket, aki masrészt 1886-ban kisérletileg is kimutatta az elektromagneses hullamo-
kat, ezzel igazolva a Maxwell-egyenletek joslatait. O mutatta azt is meg, hogy a fény
elektromégneses hullam. H.A. Lorentz 1875-ben pedig felirta a Maxwell-egyenletek anyag
jelenlétében érvényes formajat. 1891-ben allt el6 az elektronelméletével, megfogalmazta a
Lorentz-er6t. Az 6 nevéhez flizédik a Lorentz-transzformacidk felirdsa, amely a specidlis
relativitaselméletben donto szerepet kapott.

Bar az elektrodinamikai alapkutatasok a XIX. szazad végére lezarultak, a kiilonb6zo
alkalmazasok a mai napig életiinket alapvetéen meghatarozzéak. Az elmélet fejlodésére
kés6bb, a kvantummechanika felfedezésével keriilt sor, amikor is a kvantum elektrodina-
mika megfogalmazédott P. Dirac, W. Pauli és nem utolsésorban Wigner Jend munkas-
saga alapjan.



2. fejezet

Toltéseloszlasok

Az elektromosan aktiv anyag a toltésén keresztiil képes mas toltott anyagra erohatést
gyakorolni. A toltés mértékegysége SI-ben a Coulomb. Ezt nem az elektrosztatikdban
definidljak, hanem az aram mértékegységébdl, az Amperbdl, mint 1C = 1As 1 Amper
aram altal 1 masodperc alatt szallitott toltés. Ehhez persze kell az aram definicidja, ez
az aram magneses hatasabdl adhaté meg, 1. késébb.

A tapasztalatok szerint egy makroszkopikus test altal kifejtett er6hatas leirhaté ugy,
mint az anyag egyes darabkai éltal kifejtett er6hatds sszege (szuperpozicié elve). Emiatt
elegendd, ha végteleniil kicsiny anyagdarab altal kifejtett erOhatéast irjuk fel. Az anyag
végtelen finomitasaval jon létre a ponttoltés fogalma, amely egyetlen fizikai pontra kon-
centralodo toltés. Ez egyrészt absztrakcid, azonban a valédi anyag toltése ténylegesen
az atom alkotérészein (proton és elektron), azaz igen kis helyen koncentral6dé toltések
Osszessége, melyek nagysaga az elemi toltés (1.602 - 1071 C) egész szdmszorosa.

Ha a toltés mértékegységét mar rogzitettiik, megmérhetjiik, hogy mekkora erovel hat
egymasra két ponttoltés. Coulomb mérései alapjan az x; helyen levé ¢ ponttoltés altal
az Xo helyen levé go ponttoltésre haté er6 (a matematikai jelolések a szokéasosak, 1. 15
fejezet)
01G2(X2 — X1)

|2 — x|

F=k , (2.1)
A képletben ¢, és go Coulombban mérendé, a k faktor értéke k = 1/(4meg), ahol g9 =
8.854 - 10712 Vm/C, a vakuum permittivitdsa'. Mivel g igen kicsi, ezért ez az eréhatds
rendkiviil nagy, két 1 C-os ponttoltés egymdsra kb. 9-10° N erével hat: ez tobb, mint
100000 elefantbika egyiittes silya.

Faraday és Maxwell 1j fogalmat vezettek be a fizikaba: a mez6 vagy tér fogalmét.
Eszerint a ponttoltés nem kozvetleniil a méasik toltésre hat, hanem valdjaban 1étrehoz a
tér minden pontjaban egy elektromos mezot, és ezt a mezot érzékeli a masik test:

forrds — mez6 — eréhatéas (2.2)

'Megjegyzés: CGS rendszerben kcgs = 1.
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Ezen kép segitségével a fenti erOhatast két részre bontjuk: a g; toltési ponttoltés elészor
létrehoz maga koriil egy elektromos mezot

_ Q1(X - X1)
|x —x;]?

E(x) (2.3)

Ebbe az elektromos mezobe helyezett ¢, ponttoltés er6hatéast érez, melynek nagysaga
FQ = ng(Xg) (24)

Természetesen a két képlet dsszeolvasva visszaadja (2.1) képletet. A fenti felbontdsnak
ilyen médon elvi jelentésége van, lehetové teszi, hogy eréhatdsok helyett az elektromos
térrol beszéljiink, amely csak egy toltéstol fiigg, mig az er6 mindkettotol. Késébb a
mezOk hasznos fogalomnak fognak bizonyulni a tdvolhatasok és retardalas leiraséban (1.
kés6bb).

Matematikailag az elektromos tér egy vektormezd, vagyis egy E : M — R? leképzés,
ahol M jelenti a harom dimenzios fizikai teriinket, vagyis egy adott koordinatarendszer-
ben azonosithaté R3-nel. A jobb oldalon szereplé R? pedig azt jelenti, hogy a tér minden
egyes pontjaban az elektromos térnek harom komponense van. Konkrétan a (2.3) mez6
esetén a harom komponens Descartes-koordinatakban

iz — 1) a(y —y) iz —21)
E,(x)=k——* E =k——= FE.(x)=k—F,
(X> |X—X1|3 y(X) |X—X1|3 (X) |X—X1|3
ahol x = (z,y,2) és x; = (21,¥1,21). A hdrom komponenst maskor E = (Fy, Fs, E3)
moédon is jelolni fogjuk, ekkor ¢sszefoglald jeloléssel

Ei(x) = kql(iﬁi — (71):)

Ix — %3

A mezdkkel kapcsolatos matematikai miiveletek irant érdeklédo olvasot a Fiiggelék 15
fejezetének attekintésére biztatjuk.

A szuperpozicié az elektromos tér szintjén azt jelenti, hogy tobb toltés egyiittes tere
az egyes toltések altal 1étrehozott terek osszege. Ha egy ponttoltésrendszeriink van,

amelyben q1, ..., g, toltések x1, ..., x, helyen talalhaték, akkor a létrehozott elektromos
tér:
1 X — X;
Ex)=—Y g 2.5
(x) dmeg ¢ |x — %3 (25)

i=1

Egy makroszkopikus anyag toltése helyrol helyre véltozhat. Vegyiink egy AV =
AxAyAz térfogatelemet az x; pont koriil, amelyben a ‘;‘__;’13 mennyiség csak kicsit val-
tozik. Ha ebben a térfogatban ¢; = p(x;)AV t6ltés taldlhatd, akkor az eléz6 képletet
atirhatjuk, mint

n

> o(x)AV

i=1

1
N 47’(’50

E(x) S (2.6)

x — x|
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Ha van értelme a folytonos hatéresetnek, azaz ha AV — 0 esetén a o(x) fiiggvény
értelmes marad, akkor a fenti 6sszegzésbol integralba mehetiink at:

B(x) = — / P o(x) X=X (2.7)

~ dneg |x — x|

Descartes-komponensekben kifejezett alakja pedig

1 T — X
Ei(x) = I’ o(x') ——— 2.8
9= o [ o) R (2.8)
A kozelités logikdjabol latszik, hogy ponttoltések kozvetlen kozelében nem lesz jo a
folytonos toltéseloszlas kép, ott az egyes toltéseket kiilon kell figyelembe venni. Ugyan-
akkor matematikailag a ponttoltés megfogalmazhatd mint egy specialis toltéseloszlas:

ponttoltés x¢ helyen — p(x) = ¢d(x — xo), (2.9)

amivel a ponttoltés rendszer toltéseloszlasa
o(x) =) qid(x —xy). (2.10)
i=1

Itt §(x) a 3D Dirac-delta disztribicid, amely olyan fiiggvény, amely az origd kivételével
mindenhol nulla, a teljes térre vett integralja mégis 1. Matematikailag megfogalmazhaté
tulajdonsagai

) = 8()3(W0(), B £0) =0, [ dof@)dle) = FO).  (@21)
A Dirac-deltara gondolhatunk tgy, mint a d.(x) = i fiiggvény sorozat eredményére

ha ¢ — 0: egy egyre vékonyodo, de egyre magasodo csucsra . Késébb haszndlni fogjuk,
hogy valtozéhelyettesités hatasara

3(f(z)) = Z % (2.12)

f(z;)=0

A ponttoltés terének van egy kiilonleges tulajdonsaga. Integraljuk ki egy zart felii-
letre, 1. 2.1 dbran. A szamitds soran felhasznaljuk, hogy a kis da feliiletelem origéra
merdleges vetiilete dacose = r2dQ, ahol dQ a térszog, azaz a feliiletelem latszélagos
szogkiterjedése. Az elektromos tér és a feliilet normalisanak szorzata En = E cos . fgy
végiil is azt kapjuk, hogy

r? g cosg q q/eo hageV
dfE = | danE = | d) = dQ) = 2.13
f / a / cosp dmey 12 4meg / {O haqggV (2.13)
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2.1. abra. Zart feliiletre integraljuk a ponttoltés elektromos terét

Vagyis a fenti integral csak akkor nem nulla, ha a toltés benne van a feliilet altal bezart
térfogatban! A szuperpozicié miatt ponttoltés rendszernél az adott térfogaton beliil levé
toltések Osszegét fogjuk kapni. Ez kénnyen altalanosithaté toltéseloszlasra is

1
j{ dfE = — [ d’xo(x) Gauss-torvény, (2.14)
€
oV Y
hiszen a jobb oldalon a V' térfogaton beliili 6ssztoltést szamoltuk ssze. A feliileti integralt

at lehet irni a Gauss-tétel segitségével
1
j[de = /d3X div E = — [ d®x o(x). (2.15)
€
oV v v

Mivel ez igaz minden térfogatra, ezért levonhatjuk a kovetkeztetést:

divE(x) = olx) Maxwell I, (2.16)
€0
Ez mar lokdlis torvény, az els6 Maxwell-egyenlet, amely differencidlegyenletet ad az elekt-
romos tér és a toltésslirtiség kapcsolatéra.

A ponttoltés terére egyéb Osszefiiggést is be tudunk latni:

(2.17)

Ennek bizonyitasahoz egy altalanos centralis fiiggvény gradiensét hatarozzuk meg, vagyis
ahol f(x) — f(r) és r = |x|. Mivel r* =" a2, gy

o 1df

= S = T =%, (2.18)

[grad f(r)]; = 0 f(r)
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Ha f(r) = 1/r, akkor f'(r) = —1/r?; figyelembe véve még egy x;-gyel val eltoldst is, a
(2.17) osszefiiggést bizonyitottuk.
Eszerint (2.7) egyenletet atalakitva kapjuk:

E;(x) = —grad ¢(x), (2.19)

B(x) = — /ffiﬂi- (2.20)

e, |x — x|

ahol

® neve skalarpotencial vagy egyszertien potencial. A potencidlnak nincs kozvetlen fizikai
jelentése, belole nem szarmazik eréhatas, csupan egy segédmennyiség. Mivel csak a gra-
diense, azaz derivaltja mérhetd, ezért egy konstanssal eltolhat6. Specidlisan megadhatjuk
egy x’-be helyezett ¢ nagysagu ponttoltés potencidljat:

_ q
dregr’

d(x) r=|x—x|. (2.21)
Tovabbi példakat késobb néziink meg.
A potencidl 1étének, valamint a rot grad = 0 azonossag kévetkezménye, hogy

rot E(x) =0 Maxwell II (sztatika). (2.22)

Ez Maxwell masodik egyenlete, amely az elektrosztatikaban érvényes.
A potencidl és a toltéseloszlas kapcesolatéra is levezethetiink egyenletet. (2.16) egyen-
let divergencidjat véve kapjuk

divE(x):—AcI):@ N A@:—@

. 2.23
- - (2.23)

Az ilyen tipust egyenletet Poisson-egyenletnek nevezziik. Alkalmazva a ponttoltés (2.21)
potencialjara, lathatjuk, hogy

A%:_@ﬂ@y (2.24)

Hogy ez az egyenlet igaz, természetesen fiiggetlen attol, milyen fizikai hattérrel jutottunk
el hozza. Levezetheté mas médon is, pl. az 1/r — 1/v/r? + 2 regularizacidval, a végén
e — 0 limeszt elvégezve (HF.). A (2.24) osszefiiggést késébb még sokszor hasznélni
fogjuk.
Ha a térerésséget ismerjiik, abbdl is kiszamithaté a potencidl. Legyen E(x) a térerds-
ség , és integraljuk ki egy tetszéleges x1-bdl x5-be vezeto gorbe mentén:
T2

7 T o dz; O
dsE(s) = — [ ds, R
/ > (S) / % 03@1 s / 7 dr 8371 s

X1 X1 T1 T1

— [ 2 —ax) - (), (225)
or




tehat

X2

O(x;1) — P(x2) = /dsE(s). (2.26)

X1
Ezzel az x1-beli és xo-beli potencidlok kiilonbségét kapjuk. Természetesen nem hataroz-
haté meg a potencial abszolut értéke, hiszen az egy konstans erejéig hatarozatlan.

Ha lerogzitjitk ®(xs)-t, és mas gorbe mentén érjiik el x;-et, akkor elvileg kaphatnank
més eredményt a térerésség integréaljara, ekkor ®(x;) értéke fiiggene a valasztott uttol.
Azonban Maxwell II egyenletét és a Stokes-tételt hasznalva irhatjuk a kétféleképpen
szamolt ®(x1)-ek kiilonbségére

0P (x1) = 72dsE(s) — 7ds’E(s’) = ]{dsE(s) = /df rot E = 0. (2.27)

Vagyis a sztatikdaban érvényes II. Maxwell-egyenlet kovetkeztében a potencidl egyér-
telmi. Az ilyen eseteket nevezziik konzervativ mezének.

2.1. Toltésrendszer energiaja

Elektromos mezoben mozgé toltésre haté er6 F = ¢E. Ha fel akarunk épiteni egy tol-
tésrendszert, ez ellen az erd ellen kell dolgoznunk, vagyis —F er6t kell kifejteniink. dx
elmozdulas esetén az altalunk végzett munka:

X2

AW = —Fdx — —qEdx = Wi, o, = —q / dsE(s) = q(@(xs) — D(x1)).  (2.28)

X1

(2.27) képlet alapjén az x; — X mozgasnal végzett munka fiiggetlen a palyatél. Ha
X; = 00, és P(00) = 0 (ez véges toltésrendszernél mindig megtehetd), akkor Wi _,x =
qP(x).

Az altalunk végzett munka — az energiamegmaradas miatt — a toltésrendszer ener-
gidjaban tarolddik. Ezért a fenti képletet a kovetkezdképpen értelmezziik: ha van egy
toltésrendszeriink, amely mér létrehozott egy E(x) térerésséget, s ehhez hozzdadunk egy
0q toltést a végtelenbol xq helyre, akkor a toltésrendszer energidjanak véltozasa

SW = 6q®(xq). (2.29)

Teljes toltésrendszer felépitésénél egyesével tessziik be a toltéseket, az tdjonnan betett
toltések a régiek terét érzik:

n

& 1 1 g 1
W = 2 _ == - 2.30
Z e , 47r50 \xl —X; \ 2 Z Ameg |x; — X, ( )

ij=1,i#j Jl
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Itt ki kell hagyni az ¢ = j esetet, mert ekkor végtelent kapnank.
Folytonos esetre is konnyen atfogalmazhatdk a fenti gondolatok: ekkor egy do toltés-
eloszlassal médositjuk a mar meglevé toltésrendszeriinket, ekkor

oW = /d3x5g(x)®(x). (2.31)

A teljes toltéseloszlds energidjéhoz felhasznaljuk (2.20) egyenletet:

W = (L/cﬁxd?’x’w) _ L5 <L/d3xd3x’w> . (2.32)

dmeg |x — x/| 2 \4me |x — X/|

hiszen a kis valtozas (amely a derivéldssal analég fogalom) vagy az elsd, vagy a mésodik
tagra hat, de mindkett6 jaruléka egyforma. Igy kapjuk

W = L/d‘gxdgxlM = 1/al3xg(x)<l>(x). (2.33)

8o x—-x| 2

Felhaszndlva a Maxwell-egyenletet (2.16), valamint az E = — grad ® képletet
W o= % BxD0, :%0 d*x0,(DE;) — % / dx(0,0)E; =

:52—0 d2xi<I>E,-+%0 d*xE2. (2.34)

o0

Az elso tag nulla, mert a végtelenben ® = 0, igy marad

W= %0 / d*xE2. (2.35)
Ez az elektrosztatikus energia kifejezése a térerdsségekkel kifejezve. Eszrevehetjiik, hogy
az energia egy lokdlis mennyiség térintegrdljaként all el6, W = [d*xw(x). Emiatt
beszélhetiink az energia slirtiségérol, amelynek kifejezése
w=2LE2, (2.36)
2
Latszdlag (2.30) kifejezésbol (2.35) kozvetleniil nyerhetd, mégis, mig az utébbi pozitiv
eredményt ad, az elsO lehet negativ is — példaul abban az egyszerl esetben, mikor két,
egymassal ellentétes ponttoltésiink van. Az ellentmondas felolddsara vegyiik észre, hogy
az elsé esetben kizartuk az ¢ = j esetet, a folytonos leirdsban erre nem volt maod. Ugy
fogalmazhatunk, hogy a folytonos eset tartalmazza a ,sajatenergiat” is. Példaul ha egy
ponttoltésre kiszamitjuk a (2.35) integrélt, végtelent kapunk, mig természetesen (2.30)
nulldt adna. Ha valahogyan regularizaljuk az integralt (pl. hipotetikus ,elektronsugar”
bevezetésével), akkor véges eredményt kapunk a sajatenergidara. Ha pedig kivonjuk a
két ponttoltés (2.35) képlet alapjén szamolt teljes energidjabdl a két kiilondllo ponttoltés
sajatenergigjat, akkor mar a (2.30) eredménnyel konzisztens végeredményt kapunk.
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2.2. Kitéro: eré6vonalkép

Vektormezok abrazolasara kiillonbozo modszerek vannak. Lehet a tér kivalasztott pont-
jaiban kis nyilacskakkal érzékeltetni a vektormezo nagysagat és iranyat. Potencidlos
vektormez6 esetén (vagyis ha a rotacidja nulla) megrajzolhatjuk a ®(x) = P konstans
potencidlu (ekvipotencidlis) feliileteket. Mivel a vektormez6 a potencidl gradiense, igy
merdleges az ekvipotencidlis. A vektormezo nagysdga pedig — egyenletes 1épésekkel val-
toztatott @, feliiletsereg megrajzolasa esetén — az ekvipotencialis feliiletek stirtiségével
lesz aranyos.

Ugyanakkor lehetséges erévonalakkal is szemléltetni a vektormez6t. Ennek definiala-
sahoz vegyiik az E vektormez6t, és definidljunk egy olyan v : R — R3 gorbét melynek
érintoje éppen E

dy
= E(v(7)). (2.37)
-
Ezek a gorbék az er6vonalak, melybdl a térerdsség iranyat kaphatjuk meg. Mivel E =
—grad @, az er6vonalak az ekvipotencialis feliiletre merolegesek.

A térerOsség nagysagara a gorbék érzéketlenek, hiszen csupan a paraméterezést val-
toztatja meg. A térerGsség nagysaga ezért az er6vonalak siriségével adhaté meg: egy
E-re meroleges adott feliileten atmend erévonalak szama legyen forditottan ardanyos E
nagysagaval.

Ha az erévonalak stirtiségét egy adott feliileten definidlhatjuk, és a vonalakat a (2.37)
egyenletnek megfeleloen folytatjuk, akkor egy masik feliileten kiszamithatjuk a stirtisé-
giiket. Ez nem feltétleniil esik egybe a siirtiség térerdsség nagysagabdl torténd kisza-
mitasaval. Mikor konzisztens tehat az erévonalkép? Vegyiink egy olyan infinitezimélis
térfogatot, amely egyik sarok pontja x, az alaplap meréleges E(x)-re, az oldalélek pedig a
sarokpontokban érvényes térerésségekkel parhuzamosak (1. 2.2). E térfogatra integrélva

"
—/
da T
E [
¥
f
i
x dA

2.2. abra. FErévonalak konzisztencidja: az erévonalak kozotti tavolsag az erdvonalak
széttartdsdval (divergencidjaval) kell dsszefiiggésben legyen.

E-t, az oldallapok nem adnak jarulékot, hiszen ott a normalis merdleges a térerosségekre.
Az alaplapokon n||E, vagyis

]f dfE = dA'E' — dAE. (2.38)
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Mivel az erévonalak stirtisége, feltételezésiink szerint, mindenhol aranyos a térerésséggel,
azaz F'dA = konstans, igy ennek az integralnak nullanak kell lennie.

Ugyanakkor a Gauss tétel az integral megegyezik div E térfogati integréljaval. Mivel
a térfogat infinitezimalis, itt a div E konstansnak vehet6. A fenti 6sszefiiggés miatt tehat

divE = 0. (2.39)

Az erévonalkép tehat akkor konzisztens, ha a vektormezd divergenciamentes. Divergencia
esetén (pl. ha toltést helyeziink a térbe), 1j erévonalakat kell inditani a divergencia
forrasabol.

2.3. Specialis toltéseloszlasok tere

Nézziink meg néhany példat toltéseloszlasok altal 1étrehozott potencidlokra. Az altalanos
képlet természetesen (2.20), de olykor integréalds nélkiil is boldogulunk.

2.3.1. Dipdlus tere

Két ellentétes, de egyenld abszolut értéki potencidlt egymaés mellé rakva kapjuk a dipélus
potencidljat. Tegyiik a —g toltést —a/2 helyre, a +q toltést a a/2 helyre, ekkor a-hoz
képest nagy tavolsagra a potencidl, felhasznalva (2.21) képletet

q 1 1 1 qax 1 px

@ == _— ~ (p
O) = e [k —ai2] ~ xra2l] ™ Treg X7 (x)

= — 2.40
dreg |x]?’ (2.40)

ahol bevezettiik a p = qa dipdluserosséget. Ha a — 0, mikoézben p véges marad, akkor
a fenti képlet minden x # 0 helyen érvényes lesz.
A térerGsség
o x 1 3wpx—p’
Ei(x) = —0,0(x) = -9, — TiPX DX | (2.41)

CAmey x[P T 4w x|

vektorosan

1 3x(px) —px2
E = 2.42
) = 2 (2.49)

2.3.2. Egyenletesen toltott végtelen siklap tere

Vegyiink most egy végtelen sik feliiletet, és toltsiik fel egyenletes o feliileti toltéssii-
riiséggel. Ez azt jelenti, hogy a feliilet egy dA darabjan elhelyezked6 toltés nagysaga
odA. A hatérozottsag kedvéért a feliilet legyen az x-y sikban, vagyis a toltésstirliség

o(z,y,z) = 0d(z).
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A térerdsség illetve potencial kozvetlen szamitasa helyett hasznaljuk ki a toltéselren-
dezés szimmetriajat. Mivel az nem fiigg x,y-t6l, hiszen az x-y sikban eltolasinvarians a
megadott eloszlas, ezért feltehetd, hogy a potencidl sem fog x,y-tdl fiiggeni. Ha viszont
®(2), akkor a térerésség nem nulla komponense csak F,(z) lesz. Legyen z < 0O-ra a
potencidl ®*(2), a térerésség EE(z).

Vegyiink most egy olyan T' téglalapot, amely meréleges a feliiletre, és integraljuk E-t
a feliiletére. Mivel a téglalap oldalain En = 0, csak a tetején és az aljan kapunk jarulékot,
ennek nagysaga dA(ES(z) — E; (z)), ahol dA az alapteriilet. A Gauss-térvény miatt ez
aranyos a téglalap belsejében levo toltéssel, ami dAo. Innen

Ef(z) — B (2) = 630 (2.43)

Lathaté modon csak annyi megkotést kapunk, hogy a térerdsség feliiletre merdleges kom-
ponensének ugrasa o/eo. Ahhoz, hogy magukat a térerésségeket is meg tudjuk adni, a
végtelenben érvényes hatarfeltételeket kell megadni.

Ha z és —z egymaéssal egyenértékii, akkor

o o|z|

Ef(z)=—-E;(z) = — P(z) = . 2.44
FO =B = 8= (2.44)
Ha az egyik oldalon (z < 0) a térerdsség nulla (pl. fém belseje), akkor
Efz) =2, ot(x)=-Z. (2.45)
o o

Megfigyelhetjiik, hogy a potencial végtelenhez tart, ha z — co. Ahogyan kordbban
emlitettiik, csupan véges toltéseloszlasok esetén biztositott, hagy a potencial nullanak va-
laszthato a végtelenben. A végtelen siklap tere ellenpélda abban az esetben, ha végtelen
toltéseloszlasunk van.

Egy trividlis eset: ha o = 0, akkor F}(z) — E (2), azaz a térer6sség normélis kom-
ponense folytonos.

2.3.3. Egyenletesen toltott vonaltoltés tere

Most egy végtelen egyenes toltéseloszlast vegyiink, amelynek vonal menti toltésstiriisége
legyen 1 — azaz a toltés minden d¢ szakaszon ndl. Ha az egyenest a z tengelynek valaszt-
juk, akkor a toltésstiriiség képlete o(z,y, z) = nd(x)d(y).

Az el6z6 esethez hasonldan itt a szimmetria azt diktalja, hogy nem fiigghet semmi
2-t0l és p-t6l. A potencidl tehat konstans kell legyen az egyenest korbevevo hengerpa-
laston, és emiatt a térerésségnek csak a hengerpalastra meroleges komponensei lehetnek.
Vegyiik most korbe az egyenest egy olyan hengerrel, amelynek sugara r, magassaga h,
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és integraljuk ki a térerdsséget ennek feliiletére. A fentiek miatt csak a palaston kapunk
jarulékot, értéke 2nrhFE. Ez ardnyos a bezart toltéssel, vagyis

1
omrdlE = —dly = E=-——  &=—"In—. (2.46)
£0 2megr 2meg 7o

A potencidl itt is végtelenhez tart, ahogyan r — 0 vagy r — oc.
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3. fejezet

Poisson-egyenlet hatarfeltételekkel

Eddig azt tanulmanyoztuk, hogy milyen potencial illetve térerdsség alakul ki, ha ismerjiik
a toltéseloszlast. Azonban altalaban nem tudjuk rogziteni a toltéseket, pl. azért, mert
az anyagban elmozduld toltéshordozok vannak, igy magatdl toltéstobblet illetve hiany
alakulhat ki. Ekkor nem tudjuk a térerésséget sem kiszamolni kozvetlendil.

Lattuk (2.23)-ban, hogy a potenciél egy Poisson-egyenletnek tesz eleget. Az anyagi
kozegek jelenléte hatarfeltételeket szab a megoldasnak. Tipikus hatarfeltételek:

e fém feliilete (tokéletes vezetd): ha a fém belsejében a toltések a legkisebb tér-
er0sség hatasara is elmozdulnak, akkor olyan toltéseloszlas alakul ki, amely teljesen
lenullazza a belsé térerdsséget. Ezért fém belsejében nem lehet E, a feliileten pedig
E||n a feliilet normalisdval. Emiatt a fém feliiletén 6@ = [ dxE = 0, a fém feliilete
ekvipotencidlis.

o feliileti toltéssiirliség: ha a feliileten valamilyen toltésstriiség adott, a feliilet
tiloldalan E = 0, akkor E = no/eq (1. (2.45))

Ennek altalanositasaként a megoldandé feladat:

Ap =2

0P
: P (xs) = adott vagy ngrad ®(x;) = — = adott, (3.1)
€0

on

ahol x; € feliilet. A feliilet lehet nem Gsszefiiggd (azaz tobb feliilet), és lehet a végtelenben
is. Az elso fajta hatarfeltételt Dirichlet, a méasodik fajtat Neumann hatarfeltételnek
hivjuk.

El6szor bebizonyitjuk, hogy a Poisson-egyenlet megoldasa egyértelmii, adott hatar-
feltételek esetén

3.1. Tétel Legyen APy = ADy = —p/ey, ugyanazokkal a hatdrfeltételekkel. Ekkor
&, — &y = konstans.
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Bizonyitds. Legyen K = ®; — @y, erre igaz, hogy AK = 0, és a hatdaron K = 0 vagy
ngrad K = 0. Alkalmazzuk a Gauss-tételt (15.8) a K grad K vektormezére:

/d3xdiV(KgradK) = /d3x[(gradK)2+KAK} = /d3x(gradK)2 =

\%4 %4 \%4

= 7{de grad K = 0. (3.2)
s

Mivel a teljes térre integralva egy pozitiv fiiggvényt 0-t kapunk, ezért a fiiggvény maga
nulla kell legyen: grad K = 0, azaz K = konstans. O

A kovetkezokben megmutatjuk, hogy ha meg tudjuk oldani a feladatot egyetlen pont-
toltésre valamilyen jol vélasztott hatéarfeltételek mellett, akkor meg tudjuk oldani tet-
sz0leges toltéseloszlasra is. Keressiink tehat egy olyan G(x,y) fiiggvényt, amely kielégiti

AG(x,y) = —%5(x—y) (3.3)

egyenletet, késébb megadott hatarfeltételekkel. G neve Green-fiiggvény, fizikailag egy
y-ba helyezett egységnyi ponttoltés potencidlja. Mivel az egyenlet szimmetrikus az x és
y cseréjére, ezért G(x,y) is szimmetrikus fiiggvénye lesz a két argumentuméanak. Ha a
végtelenben vett hatarfeltételeket néziink, ahol nulla potencidlt hatarozunk meg, akkor
a megoldés a szokdsos (2.21) ¢ = 1 valasztéssal.

Most bebizonyitjuk a kovetkezo tételt:

3.2. Tétel G. Green, 1824: legyen ¢ és ¢ két skalarmezd, V' eqy térfogatelem, S = OV
a felilete. Ekkor

/ 0% (1p(3) A (x) — B(x)Ap(x)) = ]f 0 (p(x) V(%) — p()Vep(x).  (3.4)

\%4 S

Bizonyitds. Hasznaljuk a Gauss-tételt (15.8) Uy = oV és Uy = )V vektormezokre.

divU; = (V) (V) + A, divUs = (Vo)(VY) + v Ap. (3.5)
Ezért
/d3x (divU; —divUs,) = /dsx (pAY — P L) = ]{df(Ul —Us,) =
v v S
— fat(ovi-uvy). (3.6)
S
Ebbdl mar kovetkezik az allités. O
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Alkalmazzuk a Green-tételt ¢(x) = G(x,y) és ¢(x) = ®(x) esetre. Haszndlva (3.1)
és (3.3) egyenleteket

)+ /d3x Gy, x)o(x) = 74 I (B(x)VC(x,y) - G(x,y)VO(x), (37)
Vv S
atrendezve
B(y) = /d3xa<y,x>g<x> . 75 I (B(x)VCE(x,y) - C(x.y)VO(x).  (3.8)
1% S

Mivel df ~ n, a gradiensbol csak a normalis iranyu derivaltak szamitanak.

Tisztan Dirichlet-féle hatarfeltétel. esetén valasszuk a Green-fiiggvény hatarfelté-
telének

Gly,xeS)=0 (Dirichlet). (3.9)
Ekkor a masodik tag nulla, ezért
O(y) = /d3xG(y,X)g(x) - 50]{df<l>(x)VG(x, y). (3.10)
\% S

Tisztan Neumann-féle hatarfeltétel. esetén jo lenne ugyanezt csinalni, csak a fe-
lilletre merdleges derivalttal. Azonban

j{dfgrad G(x,y) = /d3XAG(x, y) = —l, (3.11)

S \%

ezért a gradiens nem lehet azonosan nulla. fgy most a legegyszeriibb vélasztéas

1
grad G(x,y) =— (Neumann), (3.12)
xES €0|S|
ahol |S| a feliilet nagysdga. Ezzel
O(y) = (P)g + /dng(y,x)Q(x) + SO%dfG(x, y)Vo(x), (3.13)
v S

ahol (@), a potencidl atlaga a feliileten, ez nem hatdrozhaté meg a tisztdn Neumann
hatarfeltételeknél.

Vagyis elég a Poisson-egyenletet ponttoltésre megoldani, Dirichlet hatéarfeltételek ese-
tén nulla feliileti potencidllal. Persze ez is igen bonyolult feladat, amelynek szamos
megoldasi modszere lehetséges. A legaltalanosabb esetben csak numerikus modszereket
alkalmazhatunk, de specidlis esetekben segithet a megoldas megsejtése (pl. tiikortoltések
moédszere, két dimenzids fiiggvények hasznélata).
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3.1. Kapacitas

Mielott a részletekbe belemennénk, vizsgaljuk meg az elektrodinamika szuperpozicios
elvének tiikrozédését a potencidl problémak megoldasaban. Ehhez vegyiink egy olyan
rendszert, amely fém feliileteket tartalmaz, kiilonb6z6 potencidlokra feltoltve. A felii-
leteket jeloljitkk S;-vel, a rajtuk érvényes potencialt Vi-vel. A szuperpozicids elv és a
Dirichlet hatarfeltételekre érvényes (3.10) képlet alapjan &llithatjuk (ahol most o = 0,
hiszen nem tettiink be kiilsé toltést), hogy a potenciél a tér tetszéleges pontjaban linedris
fiiggvénye lesz a feliileti potencidloknak.

Oy) =2 fi»V;: (3.14)

Masrészt a feliileti toltéssiirliség a feliileten érvényes potencidl feliiletre mercleges deri-
véltjaval ardnyos (1. (2.45)), ezért az i-dik feliiletén leve 6ssztoltés linedris fiiggvénye lesz
a feliileti potencialoknak

=> CyVi. (3.15)
j=1

Az egyiitthaté a kapacitds, altalaban egy matrix. A rendszer energidja, felhasznélva,
hogy a feliiletek ekvipotencialisak:

W = %/d?’xg Zvj{df oi(x ZVQ, — zn: Ci,;ViVi.  (3.16)
i,j:l

Termodinamikai megfontolasok alapjan a kapacitasmatrix szimmetrikus kell legyen.

Ha ismerjiik a rendszeriink Green-fiiggvényét Dirichlet hatarfeltételekkel, akkor a
kapacitds konnyen megadhatd. Legyen a Green-fiiggvény G(x,y), ekkor — mivel most
0="0—(3.10) egyenlet szerint

y)=-c )V 7{ df, VG(X,y). (3.17)
j=1 Sj
A i. feliileten levo toltés a feliileti toltés Osszege
Qi:fdfyaj(y):—eofdf Vo (y —602‘/?{ %df V,VxG(x,y), (3.18)
S; Si Si Sj

valoban linedris V;-kben. Innen a kapacitas

Ci; = ag%dfyfdfx VyVxG(x,y). (3.19)

24



Ez valéban egy i-j-ben szimmetrikus matrix.
Egyszerti esetekben a potencidlok alapjan meg lehet mondani a t6ltés nagysagat,
ekkor a kapacitas konnyen leolvashaté. Pl.

e gomb kapacitasa: @) toltésii R sugari gomb tere megegyezik egy origéba helyezett

ponttoltés terével:

Q Q
Veimp = C=p=imnR (3.20)

e sikkondenzator kapacitasa: két A feliiletl siklap d tavolsagra, egyike o, masika —o
toltéssiirtiséggel. A koztiik levd teret konstanssal kozelitve F = o /eg. Emiatt

Q _ 4=

=cA = == = 21
Q=04, V=odfzy = C=3L=%= (3.21)

3.2. Tiikortoltések modszere

Vegyiink Dirichlet hatarfeltételeket, amikor a Green fiiggvény egy ponttoltés tere akkor,
ha a hatdrokon mindeniitt nulla potencialt rogzitiink. A feliiletek a teret két (vagy tobb)
részre vagjak: a hatarok kozotti fizikai térben érvényes a Poisson egyenlet, a hatarok
belseje pedig a Green-fiiggvény meghatarozasanal nulla potenciala.

A tiikortoltések modszerénél megprobaljuk a hatarfeltételeket néhany, a nemfizikai
térbe (azaz a hatarfelilletek &dltal elszeparélt térrészbe) elhelyezett extra ponttoltéssel
kielégiteni. Ez nem megy mindig, de vannak specidlis feliiletek, ahol miikodik. Mivel
az extra toltések a nemfizikai térben vannak, a fizikai térbeli egyenletek szamara nem
jelentenek extra forrast, ott az egyenletek valtozatlanok maradnak.

3.2.1. Siklap Green-fiiggvénye

Vegyiink a z = 0 sikon megadott Dirichlet hatarfeltételeket. Ekkor a Green fiiggvényt
ugy allitjuk els, hogy egy x = (x1, x2, x3) pontba elhelyeziink egy egységnyi ponttoltést,
a teret keressiik y = (y1, 2, y3) pontban, hogy ®(yi,ys2,y3 = 0) = 0. Ennek a feltételnek
nyilvan megfelel egy olyan rendszer, ahol X = (x1,x9, —3) pontba letesziink egy (—1)
ponttoltést, hiszen a teljes megoldas ekkor

Gxy)=2(y) = 47:50 Ly i 0y i 5<|} : (3.22)

komponensekben kiirva

G(x,y) = 2(y) ! [ ! -

47’(’60




Mivel a tiikortoltést a —x3 helyre tettiik, az x3 > 0 fizikai térrészben valéban csak egy
ponttoltés szerepel. Mésrészt az is igaz, hogy ®(y; = 0) = 0, mert ekkor a két tag
egyenld nagysagu. Vagyis a fenti G valéban a Green-fiiggvény.

kérdés: mi a siklap Green-fiiggvénye az x3 < (0 térrészben?

3.2.2. GOmb Green-fiiggvénye

Vegyiink egy R sugari gombot az origd koriil, és keressiik a Green-fliggvényt a r > R
tartoményban. Ehhez egy ponttoltésre kell megoldanunk a ®(r = R) = 0 hatarérték-
feladatot. A gombszimmetria miatt vélasszuk a ponttoltés helyét a x = (z,0,0) pontnak.
Tegyiik fel, hogy a tiikortoltések mddszere miikodik egyetlen, a gomb belsejébe x' =
(2',0,0) helyre betett —g nagysagu tiikortoltéssel. Vagyis a feltevésiink szerint

1 1 q
o = — 3.24
&) =T Iy =x ry—x“’ (3.24)

komponensekben kifejezve
_ 1 1 q
e [\/(yl o+ B+ -+
Prébaljuk gy vélasztani -t és g-q, hogy a ® = 0 feliilet egyenlete y? = R? legyen
¢ [ —2)* + oz + 3] = —2)* + 3 + 03

P(y) (3.25)

¢ [ — 2y131 + R?] = o = e + R Vi (3.26)
Ez teljesithet6, mert két valtozonk van két egyenletre:
P+ R =22+ R fa =4, (3.27)
R

(> —1)(¢°2T —R*) =0 = ¢ =1 vagy =

A g =1 esetre | = x;, ekkor nincs egyéltalan tér. A fizikai megoldas a masik
R R?

= — 1= 3.28
q ) ’ L1 T ( )
Tetszoleges x és y esetén a Green-fiiggvény
1 1 R/|x 1 1 1
dmeg ||y — x| ly — R dmeg | |y — x| y2x2 ,
(3.29)

A miésodik formula mutatja, hogy G(x,y) = G(y, x).
kérdés: mi a gémb Green-fiiggvénye az r < R térrészben?
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Alkalmazas:

Milyen az egyenletes Eq elektromos térbe helyezett foldelt gomb tere?
Megoldas:

A foldeltség azt jelenti, hogy ® = 0 a feliileten. Az egyenletes elektromos
teret eldallithatom két toltés kozotti térként, ha a toltések végtelen tavol
vannak, de végtelen erdsek. Képletben: ¢ toltés legyen —x helyen, —q toltés
x helyen, ekkor az elektromos térerésség kozépen

_ 1
 2meg 22

Ey = g =212’ Ep. (3.30)

A két ponttoltés két tiikortoltést hoz létre, a toltések nagysdga, illetve az
origotol valo tavolsaguk

Q = qR/x = 2meqx RE,, v =R*/x (3.31)

Ha x — oo, akkor a tiikortoltések egy dipolust alkotnak, a dipdlerdsség p =
2Qx' = 4megR3Ey. Dipdlus potencidljat lattuk (2.40)-ben. Ezért a teljes tér
potencialja, vektorosan

d(x) = —Eox {1 - R—B} . (3.32)

[x[?

Ertelmezés: az elektromos tér a kezdetben semleges fémgombot elektromo-
san aktiv allapotba hozza, polarizdlja. A polarizacié gémb esetén dipdlmo-
mentum kialakuldsat jelenti, amely aranyos a gomb térfogataval. Ennek a
dipélnak a nagysaga, 6sszehasonlitva (2.40) egyenlettel:

p = 4neoRP*E,. (3.33)

Fémgombben a toltéshordozok végteleniil kénnyen elmozdulnak, vagyis a
fenti eredmény az adott térfogatban maximalisan kialakulé dipélmomentum.

¢

3.3. Laplace-egyenlet

Sokszor a Poisson egyenlet nulla potenciali hatarfeltételeinek megoldasa helyett érdeme-
sebb a nulla forrasi Laplace-egyenletet vizsgalni altalanos hatarfeltételek mellett. A két
feladat ekvivalens, hiszen a Green-fiiggvény megoldéasat kereshetjiik

1 1

G(x,y) = e — + F(x,y) (3.34)
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alakban, ekkor, mivel G és a ponttoltés potencidlja is ugyanazt a (3.3) egyenletet elégiti
ki:

A F(x,y) =0. (3.35)
Masrészt, mivel G(x € S,y) = 0, ezért

1 1

FxeSy) =——7—.
(X 7y) 47T€0 |X _ y|

(3.36)

Vagyis F-re a Laplace-egyenlet vonatkozik jol meghatarozott hatarfeltételekkel.

3.3.1. Laplace-egyenlet megoldasa téglatesten felvett hatarfel-
tételekkel

Vegyiink egy a, bill. ¢ élhosszisagu téglatestet, és a feliileteken réjuk ki a & (x efeliilet) =
V' (x) Dirichlet hatarfeltételeket. Milyen lesz a potencidl a téglatest belsejében?

A megoldast hat potencial dsszegeként adjuk meg, mindegyikre igaz, hogy 6t lapon
nulla, a hatodikon az ott érvényes V értékét veszi fel. Ezek koziil itt egyet frunk fel,
amely a felsé lapon nem nulla: ®(x,y,z = ¢) = V(z,y), a tébbi lapon nulla: ®(x =
0,a) =Py =0,b) =P(2=0)=0.

A feladathoz a Descartes koordinaték illeszkednek jol; a || koordinatak most = és v,
a 1 koordinata z. A Laplace felirhaté mint

A:A”—{—AL, AH :8§+85, AN :83 (3.37)
A megoldast keressiik ®(z,y, z) = ®(z,y)P.(2) alakban:

AYEA N A

AP =N P+ PAD, =0 =
120+ @ B, o,

0. (3.38)

Az els6 tag csak x, y-t6l, a masodik csak z-t0l fiigg, az Osszegiik ugy lehet csak nulla, ha
mindketté konstans
AP = —N9 0. _ .. (3.39)
Y dz2 z
Az elsé egyenlet megolddsat keressiik ismét @ (z,y) = P,(x)P,(y) alakban. A fenti

gondolatmenettel

d?®,
da?

2 ’®, 2 2 | p2 2
= —a"d,, 0 =—p°®,, o+ 5% = N\ (3.40)

Ezen egyenletek megoldasai a harmonikus fliggvények

O, (z) ~ sin(a(z+x)), @, (y) ~ sin(B(y+o)), D, (z) ~ sinh(A(z+2p)). (3.41)
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A kielégitendé hatérfeltételek: ®(z = 0,a) = ¢(y = 0,b) = &(z = 0) = 0 miatt

@x(w)wsin(?), @y(y)wsm%), O, (2) ~ sinh(Am?), (3.42)

= (1) (B 3.13

A teljes megoldas ezek tetszéleges egyiitthatéval vett Gsszege

ahol

= 3 Apsin(*0) sm(m;r ) sinh(Apm2). (3.44)
a

nm=1

Még ki kell elégiteniink a z = ¢ lapon felvett hatéarfeltételeket

mim

Vizg,y)= > Anmsin(n%ix)sin( Y sinh(Apmc). (3.45)

nm=1

Kihasznalhatjuk a sajatfiiggvények ortogonalitasat, amely most gy irhatd, hogy

a b
. nrx, . ommy, . n'rr. . om'my.  ab
/dm/dy sin( - ) sin( ; ) sin( - ) sin( 7 )= 45nn/6mm/. (3.46)
0
Ezzel
b a b
%Anm sinh(Apm,c) /d:v/dyv x,y)sin mm)sin(@) = Vom- (3.47)
a
0
Ezzel
> 4Vim . NTXT, . MTY. .
P(x) = h . 4
(x) Zl bt (o) sin( " ) sin( 2 ) sinh (A 2) (3.48)

3.4. Koordinatarendszerek, ortogonalis fiiggvények

Specialis szimmetridju hatarokkal rendelkez6 rendszerekben érdemes a Laplace-egyenletet
ugy megoldani, hogy a feladathoz alkalmazkodé koordindtarendszert valasztunk. A ko-
ordindtarendszer azt jelenti, hogy a helyvektorokat paraméterezziik r(&;)-vel i = 1,2, 3.
Vélasszuk a specidlis koordinatarendszert gy, hogy a feliiletiink tartozzon mondjuk a
harmadik &3 valtozo konstans értékéhez, a tobbi koordinatavonal pedig legyen a feliiletre
merdleges! Azaz ha a hatart S feliilet jeloli, akkor r(&;,&,83 = 1) = S, és Or/0&;||df.
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Ebben a koordinatarendszerben remélhetjiik, hogy a feliilet iranyu és az arra merdleges
derivéltak ,nem keverednek”, azaz azt varjuk, hogy

0=AF = AHF + AL F, (3.49)

ahol A illetve A feliilet irdnyt, illetve arra merdleges derivéltakat tartalmaz. Ekkor a
feladat megoldéasat kereshetjiik

F(&,€1) = Fy (&) FL(ér) (3.50)
alakban, ahol § = (§1,&2) és £ = &. Ekkor
O:FLA||F]|+E‘ALFL = OZATlF—l-AF—iF. (3.51)

Megfelel6 normalds esetén az elsé tag csak | koordinatdktdl fiigg, a masodik csak £
koordinataktdl. Az osszegiik csak akkor lehet dllandé (nulla), ha mindkét tag konstans.
Azaz

sajdtérték-egyenleteket kapunk valamilyen A-val. A teljes megoldas tehat
A -2
F(&) =Y eV )PV (). (3.53)
A

cx-k onnan hatarozhatok meg, hogy

F(&,6,6=1)= Z C,\F”(/\) (&) = hatarfeltételek, (3.54)
A

feltételezve, hogy FfA) (&=1)=1.

3.4.1. Teljesség

Ezzel kapcsolatban felmeriil a kérdés: vajon minden, S-en adott fiiggvény felirhato a
fenti alakban, vagyis barmilyen hatarfeltétel esetén j6 az eljardasunk? Ha A egy N x N-
es valos szimmetrikus matrix lenne, akkor sok mindent tudnédnk a megoldasrol, amit a
15.3 fejezetben foglaltunk 6ssze. Ekkor tudnank, hogy a sajatvektorok ortogonalis bazist
alkotnak, vagyis a fenti kérdésre igen lenne a felelet. A jelen folytonos esetet képzelhetjiik
ugy, hogy N — oo-t veszek, és végteleniil bestiritem a pontokat. Ekkor feldllithato egy
megfeleltetés a diszkrét és folytonos esetek kozott, ami a 3.1 tablazatban lathaté.
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’ H diszkrét folytonos

vektor v Fel?
index 7 £
Osszegzés > Js d*¢
skaldrszorzat u*v [ PEU(EV(E)
sajatérték-egy. AF; = \NFy AN F\ = AF)
sajatérték N ER AeR
sajatvektor F ;) vektor F\(¢) figgvények
ortonormaltsdg FiyF ;) = 0 Js PEFF(E)Fa (&) = o
teljesség fo\; F(z),aF(i),b =dap | 2 FX(EIN(E) =0(§ = &)
kifejtés b=>" cFg F(&) =, enFa(€)

¢ = Fpb o = s PEF)f(E)

3.1. tablazat. Megfeleltetés

3.4.2. A Laplace-operator 6nadjungaltsaga

Még bizonyitsuk be, hogy a Laplace-operator valéban valds és énadjungalt. A valdsség
nyilvanvald, hiszen minden valés fiiggvény Laplace-a is valds. Az adjungalas definiciéjat
az operatorokra a diszkrét esetbdl altalanositva gy adhatjuk meg (1. 15.3 fejezet), hogy:

[ Eer@uae - [ ecorreyo. (3.55)
A Laplace-operatorra a Gauss-tétel alkalmazasdval irhatjuk
/d2§ F*V(VG) = — / d*¢ (VF)*(VG) = /d2§ (AF)G (3.56)
S S S

(a feliileti integralokat elhagyjuk vagy azért mert S-nek nincs hatdra, vagy azért, mert
a végtelenben F ill. G elt{inik a négyzetesen integrdlhatésig miatt). Emiatt AT = A,
vagyis a Laplace-operdtor valoban onadjungalt.

3.4.3. Gorbevonalu koordinatak

A kovetkezé megvalaszolandé kérdés az, hogy hogyan néz ki a Laplace-operator gorbe-
vonali koordinatak esetén? Ennél kissé dltalanosabban fogalmazzuk meg a kérdést, és a
gorbevonalu koordinatarendszerekben érvényes analizis alapjait nézziik meg.

Gorbevonali koordinatarendszerben a tér minden pontjat paraméterezem harom szam-
mal. Szokds szerint jeloljiik ezeket a paramétereket £, i = 1,2, 3 felsd indexes mennyi-
ségekkel, azaz r(£') a tér paraméterezése.

A gorbevonalu koordindtarendszerek egyik legfontosabb tulajdonsiga, hogy minden
helyen mésok a koordinatatengelyek. A koordinatavonalak definiciéjahoz egy kivételével
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az Osszes paramétert rogzitem, igy gorbesereget kapok: r(&7)|gizi—si,. Adott ponton 3
ilyen gorbe megy at, annak megfeleléen, hogy ¢+ = 1,2 vagy 3 a fenti konstrukcioban.
Ezek érintoi jelolik ki a koordindtatengelyeket:

_or(§)

e;(x) = W (3.57)

Lathaté moédon ezen lokdlis bazisok valéban minden pontban mas irdnyba mutatnak.
Az R™ben kitiintetett a Descartes-koordinatarendszer, amely globélis ortonormélt
koordinatakat hasznal: r = xiego). Ezekkel felirva az 1j bazisvektorokat:

07 (o) _ (0)
= agiej = Jij(x)e; . (3.58)

e;(x) j

A J;; métrix fiigg attél, hogy hogyan valasztjuk a Descartes bazisunkat, azonban J =
det J;; mar nem fiigghet ettdl, csakis a goérbevonali koordinatarendszer definicidjatol.
J geometriai jelentése a bazisvektorok altal kifeszitett paralelepipedon térfogata. Kzt
lathatjuk onnan, hogy a determinans irhaté harmasszorzatként is

J = [e1(x) X ex(x)]es(x), (3.59)

és ez éppen a kifeszitett paralelepipedon térfogata. Masrészt a térfogatelem szamitasandl
attérve 1j koordinatakra a Jacobi determinéans értéke jon be, ami éppen J:

/ d*x = / d*¢J. (3.60)

A tovabbiakban elhagyjuk a x hely explicit jel6lését.
A (lokélis) bazisvektorok altaldban nem normadltak, és nem mer6legesek egymasra.
Ekkor érdemes bevezetni a dudlis bazist e’ jelléssel, hogy

ez-ej = 523 (361)
Egy vektor kifejtheté mindkét bazisban

v=v'e =ve = v =ve, v =ve,. (3.62)

A fels6 indexes mennyiségeket szokas kontravarians, az alsé indexeseket kovarians kom-
ponenseknek nevezni. A felso és alsé indexek 6sszeejtésénél szummazast értiink. Hangsu-
lyozzuk, hogy v egy koordinatarendszertdl fiiggetlen mennyiség, a v® koordinaték azon-
ban, természetesen, koordinatarendszer-fiiggdk.

Kifejezheto természetesen az egyik bazis is a masik segitségével

e, =g,€, e =g"e = gj;j=ee; ¢g’=e¢, (3.63)
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g neve metrikus tenzor. Mivel
e = gz’jgjkek = gijgjk = 557 (3.64)
a két matrix egymas inverze. A Descrates-bazissal kifejezve
gi; = Junel Tel” = JyJip. (3.65)

Emiatt J? = det JixJjr = detg;; = g. A térfogatelemet tehdt a metrikus tenzorral is
kifejezhetjiik J = |/g.
Két vektor skalaris szorzata:

uv = u'e;v'e; = u'v! gy, vagy uv = ye' v;e! = uw;g”. (3.66)
A vektoridlis szorzat kifejezése
(@ x b)y = (a x bley =a't/(e; x ej)ey = Jeypa't. (3.67)

Most nézziik meg, hogyan valtoznak a derivalas szabalyai, ha gérbevonali koordina-
taink vannak. A derivalasnak abszolit, koordinatarendszer-fiiggetlen értelme van, azt
méri, mennyit valtozik egy mezo értéke, ha x-bdl x + dx pontba megyek at. Ezt fogjuk
kifejezni a gorbevonalu koordinatakkal.

El6szor tekintsiink egy skalar mezot, és vizsgaljuk a fenti eltolas soran 1étrejévo valto-
zést. Koordindtazva a teret £ — £+ 5€° koordindtdkon felvett mezéértékek kiilonbségét
nézzik:

0P 0P
IP(x) = O(x + 0x) — D(x) = P(E+0¢) — (&) = 5525—8. = 5xe’5—§i. (3.68)
Mivel a bal oldalon egy koordinatarendszer-fiiggetlen mennyiség all, és dx is koordindata-
rendszer-fiiggetlen mennyiség, ezért

0D , g
gradCI) =V = 626—61. = VZ(I) = 82(13, V'd = 9”8]@ (369)
is koordinatazasfiiggetlen, fizikai mennyiség — ez a skalar mez6 gradiense.
Ha vektormezét megvaltozasat nézem, akkor valamivel komplikaltabb a helyzet, mert
figyelembe kell venni a bazisok megvaltozasat is!

. , TOFE! e,
SE(x) = B(x +0x) — B(x) = (E'e,)(¢ + 0¢) — (E'e;)(€) = 6¢ [% * E’aél B
= 0x g?: e ®e + Ee ® gz; _ (3.70)
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Szokés a bazisvektor derivéltjat, amely egy vektormezd, kifejezni koordinatak szerint:

de;
82 =Tle, = T} =e"0e;, (3.71)
I~k a Christoffel szimbdélumok. Mivel

Ismét a gradiensnél latott érveléssel: a bal oldal koordinatarendszer-fiiggetlen, dx szintén
az, ezért a vektormezd derivaltmatrixa is koordinatarendszer-fiiggetlen.
OEF , , .

VRE = {a_gj + Ezrg} ewe,=V;E'ewe, = (V;E)"=0,E"+TLE (3.73)
Fontos megjegyezni, hogy a zardjeles kifejezés egyik tagja sem alkot koordinatarendszer-
fiiggetlen mennyiséget, vagyis a parciélis derivaldsnak abszolut (fizikai) jelentése nincsen.
Az igazi fizikai derivalas a V kovaridns derivdlt.

Megjegyzések a kovarians derivaltrél, illetve Christoffel szimbolumokrol:

e irjuk a kovaridns derivalast (V;E)" = V¥ EJ alakban, ahol V}; = 8,0F + T}, Ezt

atirhatjuk, bevezetve a T'; = I‘fjek ® e maétrixokat, melynek komponensei (Fz)gC =

I'};. Ekkor a kovaridns derivélt mint métrix V; = 0; + I;.
e a definidlé (3.71) képlet alapjdn
e(§+dE) =e;(§) +Thepds = e(E+dE) = e;(€) + Tidx. (3.74)
Vagyis I'; matrix megadja, hogyan valtozik a koordindtarendszer i. bazisvektora,
ha egy kicsit arrébb megyiink. Mas széval megadja a koordinatarendszerek kap-

csolatat — ezért szoktak I'-t konnexio-nak is nevezni. Mivel a koordinatarendszerek
kapcsolatat adja meg, definicidja koordindtarendszer-fiiggo!

e Parhuzamos eltolasrél akkor beszéliink, ha az 1j helyen a fizikai E ugyanaz mint
a régi helyen. A koordinatazott alak persze valtozik: ha adott x pontban egy E
vektor, és x+dx helyre parhuzamosan eltoljuk, akkor az ottani koordinatarendszer-
ben a komponensei nem ugyanazok, mint az eredeti komponensek. A komponensek
valtozasdhoz a fizikai E véltozatlansdgat hasznalhatjuk ki: dE = 0, azaz

dE'e; + T} E'dfe, =0 = dE* = -T}E'd¢. (3.75)
e Ha két parhuzamos eltolast végzek, el6szor u aztan v vektorokkal, akkor a kompo-
nensek valtozasa:
Ef(z+u+v)=E"z+u) — Tz +u)E'(z + u)r’ =
= Ek(x) — Ff](x)E’(:U)uJ — Ff](x)E’(:L’)UJ —
— 0Lk () B (2)u'v? + T (2)T,, () B (2)u™ v (3.76)
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Ez a kifejezés nem szimmetrikus az u - v cserére: ha el6bb mozdulok a v felé, aztan
az u felé, akkor az el6z6 eredményhez képesti eltérés

SEF = 9, E'u'v? — 9, Ev'u! — T} T, E'u™v’ + Ty, BV =

= R E'uw/v", (3.77)
ahol

Ry = O;T); — 0% + Tk . Tpt — T T (3.78)
Ez a mennyiség nulla, amit kénnyen meg lehet mutatni, felhasznalva Ffj = e"O;e;
valamint 9;(e*e,,) = 9;0F, = 0és > e™e,, = 1 egyenleteket. Fizikailag is érthetd,
hiszen egy sikon a parhuzamos eltolas egyértelmi, akarmilyen titon hajtjuk is végre
azt. Ha azonban egy gombfeliileten probalnank az eltolast megvaldsitani, akkor a
fenti mennyiség mar nem lenne nulla, ahogy ezt geometriai tton is egyszeriien
kiprobalhatjuk. Ezért a fenti mennyiséget a tér gorbiiletének hivhatjuk. Kénnyen

lathaté a Christoffel szimbolumok matrix reprezentaciéjanak alapjan, hogy

(Rio)f = (V5, VI = (V;Ve = ViV;)F. (3.79)

k
mj

Tobbindexes mennyiségek kovarians derivaltjainak szamitasakor felhasznalhato,
hogy A'B’... tobbindexes mennyiség, és V derivalds, vagyis a ldncszabaly al-
kalmazhaté. Igy pl.

(ViABY* = (V;AY B* + A1(V,B)* = 0,(A'B*) + T7,A'B* + TH AT B*,  (3.80)
tehat ' ‘ 4 ‘
(ViT)* = 0,17% + T, + 14,19, (3.81)
Kovarians vektormezo kovarians derivaltjanak szamitdsakor felhasznéalhatjuk, hogy
E, AF skaldrmezd tetszbleges A7 esetén, ezért:
Vi(EpAY) = (ViE)A* + Ey(V;A)Y = (VE) A" + E 0, A" + TS Ep AV =
= 0;(ELAR). (3.82)
Innen
(ViE); = 0;E; — T}, By = (650, — T Ey. (3.83)
A metrikus tenzor derivéltjdhoz egy vektormez6 kovarians derivaltja i. iranyban
V.E =¢/(V,E); =€(0,E; —T}Ey) =
e;(ViE) = e;(0,E7 + T, E"). (3.84)

Felhaszndlva, hogy E; = g;xE*, a fenti egyenlet atrendezésével azt latjuk, hogy a
metrikus tenzor kovarians derivaltja nulla:

(Vig)jk = Bigjx — Tyj90 — Tiggin = 0. (3.85)

Ez biztositja, hogy a kovarians derivalas indexeit is g-vel lehet fel-le hizni.
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e A fenti egyenletet mindharom lehetséges indexkombinacioval felirva adédik

1
Ty = 59" (9igje + 0igie — 0ugis) - (3.86)

A vektormezo derivaltjanak trace-e az E divergenciaja, skaldrmezo
divE = VE = ;E7 + 'L E". (3.87)

Hogy a fenti kifejezést leegyszertisitsiik, vegyiik a J derivaltjat:

@J = aiel(eg X 83) = Fiiel(eg X 63) +-= F;lJ = Fi] = aj]J (388)
Ezzel
C9g 1 .
Mivel g = J?, ezért
1 .
divgrad ® = A® = —0;(1/9970,P). 3.90
7 (v9979;9) (3.90)
Kiilonosen egyszer kifejezéseket kaphatunk, ha az 1j bazis is ortogondlis, azaz
- 1
ee; = h?dw = Gij = g” = ﬁdij’ \/§ = hlhghg. (391)
Bidor 1 0 hahohy 09
AD 12 (3.92)

T hhohg 08 B2 0&
Az integraldsi mérték

/d3X = /d?’f hlhghg. (393)

Vektormez6 komponenseinél szoktak normdalni a bazisvektorokat, vagyis bevezetik a

1 , . 1 . ~
e = h—ei = E=Le=Fe = L= h_Ei7 E; = hiE;, (3.94)

ekkor ortogonalis bazis esetén nincs kiilonbség a felsd és alsé indexek kozott. A gradiens
komponensei, illetve a divergencia kifejezése ekkor

1 1 hihohs E
v hi v hihahs hi

(3.95)

a Laplace-operator kifejezése ugyanaz.
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Még néhany formula: V ® E antiszimmetrikus része
(VZ-E]- — VjEi)eJ & e = ViEj(ej &® e —é' & 6]) = jViEje”kekx, (396)

tehat 1
rot E = jgijkviEjek. (3.97)

I' als6é indexeinek szimmetridja miatt
1 ijk ijk hy AP
rot £ = j g &Ejek — £ 7 &(hjEj)ek, (398)

ahol a jobb oldal ortogonalis koordinatarendszerekben érvényes.

3.5. GOmbi koordinatarendszer
A gombi koordinatédkra a kovetkezo transzforméacioval tériink at
x =rsinfcosy
(x,y,2) = (r,0,p), y=rsinfsinp . (3.99)
x =rcosf

A lokélis bézis (3.57) alapjan:

e, = (sinf cos p, sin f sin ¢, cos 0)
ey = (rcos b cos p,rcosfsinp, —rsinb)
e, = (—rsinfdsin g, rsinf cos ¢, 0) (3.100)

Szokas (0,¢) = Q jelolést is alkalmazni (térszog). A koordinatatengelyek egymésra
merélegesek, ezért a megfelel6 h mennyiségek

h, =\/e.e. =1, hg = \/egeqg =, h, = \/eye, = rsinb. (3.101)

Ezért az integralasi mérték, a hatarokat is feltiintetve

00 ™ 27 ] 1 2m
/d?’X:/dr/dQ/dgprz sian/der/dx/dgo, x = cosf. (3.102)
0 0 0 0 100

A Laplace-operator

10 0P 1 0 1 0%
AD ==~ (rP— ———— | sinf— _— 1
r2or (7" (97’) > sin 6 00 (Sm089> N 72 sin? 0 Op? (3.103)
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Az els6 tag irhaté mas alakban is
10 (,00 102
- — | = ==—(rd). .104
7’28r(r 87’) (r2) (3.104)

A goémbi koordinatarendszer jol illeszkedik gombfeliileteken vagy kupfeliileteken adott
hatarfeltételekhez.

A Laplace-egyenletet rendezziik at a korabbi formulaknak megfeleléen. Erdemes meg-
szorozni az egyenletet r2-tel

AP =0 =1A,® + Ag®, (3.105)

ahol bevezettiik a

r2 or or
1 0 0P 1 0*®
NP = — [ sinf— —_— 1
T S0 09 (Sm ae) T nZ6 0p2 (3-106)
jeloléseket. Keressiik a megoldast
O(r, Q) = R(r)Y () (3.107)

alakban. A fenti egyenletet osztva ®-vel

2 2
e PAR=U(+ DR, DY = —L({+ 1Y,

(3.108)
hiszen az els6 tag csak r-tél, a masodik csak Q-tdl fiigg. A sajatértéket most A = (£ +1)
alakban irtuk a késébbi kényelem kedvéért.

3.5.1. A radialis egyenlet

A radidlis egyenlet kiirva
92
"o

Megoldasat keressiik R(r) = r* alakban

rR) = (({ + 1)R. (3.109)

ala+1)=L(l+1) = a=/{ vagy a=—({+1). (3.110)

Mivel masodrendii az egyenlet, valoban két linearisan fiiggetlen megoldast vartunk.
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3.5.2. A térszogfiiggo rész

A térszogtdl fiiggd részt szorozzuk meg sin? f-val:

Y 2y
sin f— (sin ea—) + g—z = —(({+1)sin? Y. (3.111)
o

Keressiik a megoldast itt is szorzat alakban Y (6,¢) = P(0)¥(p). A fenti egyenletet
osszuk el Y-nal, és rendezziik at

sinf d dP 1 d?v
— (sinf— | + ({4 1)sin® 0| + ——— = 0. 3.112
{P 7 <sm 89>+ (¢ +1)sin }4—\1](&02 ( )
Ebbdl kovetkezik, hogy
2
d—qj = —m*V¥
dp? ,
1 d dP m
——— | sinf— Ll+1)— P = A1
Sin 0 d (Sm d@) * ( (£+1) sin20> 0 (8.113)
hiszen az els6 tag csak #-t6l, a méasodik csak p-t0l fiigg.
A W-ra vonatkozo egyenletet jol ismerjiik, megoldasai
U(p) =™, vagy W(p)=e "% (3.114)

Masodrendii egyenlet 1évén, itt is két linearisan fliggetlen megoldast kaptunk.
A P-re vonatkozd egyenlet nem a szokdsos. Hogy a trigonometrikus fiiggvényektol
megszabaduljunk, vezessiik be 1j valtozot

d 1 d d o\ dP m?
x = cos b, = i C oo <(1—x )%) + (E(ﬂ—l—l)— 1—:1:2)P_0'
(3.115)
Ezt dltaldnositott (vagy asszocidlt) Legendre-egyenletként ismeri a matematikai irodalom
(lasd pl. [10]). Két linedrisan fiiggetlen megoldast varunk, jeloljik ket P és Q}'-el

(elsé ill. masodfaju Legendre-fiiggvények). Vizsgéaljuk meg ezeket a megoldasokat elébb
specialis esetekben:
m = £ = 0 eset: Ekkor

d dP dP 1
((1—:1;2)—)_0 N LS TN P(x)—Cl—i—%ln T (3.116)

dx dx dr 11— a2 11—z

A két megolddst azonositjuk Py =1 és Q) = In i—ﬁ A mésodik megoldas x = +1-nél,
azaz 0 = 0, m-nél divergdl. Ha tehat ez a pont benne van az értelmezési tartomanyban,

akkor QY nem vehet részt a kifejtésben — hasonléan ahhoz, hogy f(0) = 0 fiiggvények
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trigonometrikus fiiggvényekkel valé kifejtésében csak a sin-ok szerepelhetnek, a cos-ok

nem.
m =0, £ # 0 eset: Ekkor amit kapunk

d dP
o ((1—x )dx) +{(l+1)P =0 (3.117)
Legendre-egyenlet. Ennek megoldasairdl a kovetkezéket lehet tudni (1. pl. [11, 12])

e Altaldnos ¢ esetén a két megoldss, P(x) és Qq(x) koziil az egyik z = 1-nél (6 = n-
nél), a masik x = —1-nél (0 = 0-nal) divergdl.

e Ha ¢ egész, akkor az egyik megoldas, Py(x), (-edfokd polinom, vagy péaros vagy
paratlan hatvdnyokat tartalmaz, ezért Py(—z) = (—1)*Py(x); mig Q,(z) divergdl
x = £1-ndl (l. az £ = 0 esetet). A szokdsos normdlds P;(1) = 1. Ekkor az dltalanos
alak megadhat6 a Rodrigues-formulaval

Po(.flf) =1

1 dg Pl(l') =X
Py(x) = ST — @@ -1)" = Py(z) = 1(32% - 1) (3.118)

”” Py = L(52% - 31)
Py(z) = §(352* — 302% + 3)
e Az ortogonalitasi és teljességi relaciojuk:
1 % o
2 20+ 1

/dm Pg(I)Pgl(CL’) = %—_H_(SM/’ Z ;_ Pg(I)Pg(gg’) = (5(1‘ — J],), (3].]_9)

-1

e A Legendre-polinomok generatorfiiggvénye

- 3.120
V1 — 2zt +t2 ; ( )

Ennek bizonyitasa: Vizsgaljuk az 1/|y — e,| kifejezést abban az esetben, ha t =
ly| < 1. Gombi koordinatarendszerben kifejezve

1 1 1 >
= = t)Py(cos b 3.121
ly — e.] \/t2+1—2yez V2 +1 — 2tcosf Z t( b )

hiszen Pp-ek bézist alkotnak a [—1, 1] tartomanyban értelmezett (négyzetesen in-
tegrélhatd) fiiggvények terében. Mésrészt a Laplace-operétort alkalmazva

1

L _inb(y—e) =0, 3.122
yoel YT 1
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hiszen |y| < |e.|. Emiatt fo(t) ~ t* vagy t=“~1. Mivel ez utébbi nem reguldris a
t = 0-ban, marad az els6. Tehéat

- cit' Py(z 3.123
\/t2+1—2taz ;Z e (3.123)

A ¢, egyiitthatékat az z = 1 eset vizsgalataval kapjuk. Ekkor ugyanis P,(1) = 1
miatt

1 oo
= Zcﬂ = ¢ =1 (3.124)

Ez a formula fontos lesz a multipol kifejtésnél, hiszen

1 1 1 1
Ix -y \/x2 + y% — 2xy cosd s V14 (re/ra)? —2(rc/rs) cos o

Z MPB (cosh), (3.125)
=0

ahol r< = min(|x[, [y[) és 7> = max(|x], [y]).

Altaldnos eset: Ekkor meg kell oldani a

%((1_ )2§)+(€(£+1)—1T;>P—0 (3.126)

egyenletet. Ennek megoldasaira hasonlék mondhatok mint az elébb

e Altaldnos £, m esetén a két megoldds, Py (x) és Q' (x) koziil az egyik z = 1-nél
(0 = m-nél), a masik x = —1-nél (# = 0-nal) divergal.

e Ha (,m egész és —¢ < m < {, akkor az egyik megoldds, P;"(z) reguldris a teljes
x € [—1, 1] tartoményban, és pozitiv m-ekre

am

PMz) = (-1)"(1 -z )m/de—mP,g( z), m>0, (3.127)
negativ m-ekre
N L
P™(x) = (—1) mPE (x), m < 0. (3.128)

Ekkor a mésik megoldés, Q}'(z) divergal x = £1-nél.
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e Ortogonalitasi relacio:

1

/ e PP @) PP = G

-1

/ ap FEWP (@) (L m) - (3.129)

1 —a?  m(l—m)!

-1

3.5.3. Gombfiiggvények
A teljes térszogfiiggd részben a regularis (elsérendil) Legendre-fiiggvényekbdl kapjuk a

gombfiigguényeket [13]; a szokdsos normalassal
Vi (60, ) = \/ %4:; ! Eﬁ * Zi: Pr(cos 0. (3.130)
Ekkor igaz
View = (1" [ A0 (@)Y (D) = G, (3.131)
valamint
Z Z Vi (0, 0) Yo (0'¢) = 0(¢ — ¢')d(cos 0 — cos ). (3.132)
(=0 m=—¢

Az elsé néhany gombfiiggvény

1 1 /3 1 /3 -
Yoo = —, Yio==4/—cosf, Y =—=4/—sinfe?
O Vi " 2\/;00S o 2\ 27 MY¢

1 /5 1 /15 - 1 /15
}/20:1\/;(3C0829—1), Yglz—éwgsinecoseew, YQQZZU%sm Ge*?.

(3.133)

Gombfeliileten négyzetesen integralhaté fiiggvények kifejthetok Yy, szerint:

o) Y/
=SS feVin(o0)s fom = / QY5 0.0)/(6.0).  (3.134)

=0 m=—¢

Ha a kifejtendé fiiggvény nem fiigg ¢-t0l, akkor az ortogonalitas miatt csak m = 0 jon
szoba.
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Gombfiiggvények és forgatasok

A gombfiiggvények fontos szerepet jatszanak a forgatasok vizsgalataban is. Ehhez vé-
gezziink el egy ortogonalis transzformdciét a vektorokon: x € R3-re x’ = Ox, ahol
0”0 = 1. Ekkor x* = (Ox)(0Ox) = xOT0x = x?, vagyis a hossz invariansan marad.
O tehat forgatast ir le.

A Laplace-operator A = VV, azaz a V  négyzete”, ezért invarians. Goémbi koordi-
natarendszerben felirva a radiélis rész szintén invaridns (hiszen a vektorok hossza nem
véaltozik). Emiatt a térszogfiiggé Laplace-operator is invarians.

Nézzitk most a gombfiiggvényeket. Mivel egy n egységvektor gombi koordinatai
(r = 1,0,p), ezért a (0, ) argumentumokat helyettesithetjiikk az n megadasaval: igy
pl. Yn(n). Elforgatva a koordinatarendszert Yy, (On) fiiggvényt kapjuk. Miutédn azon-
ban Agq invaridns a forgatasra, ezért igaz lesz

NoYim(n) = —0(0 +1)Yun(n) =  AqYun(On) = —(f + 1)Yin(On).  (3.135)

Ezért Yy, (On) az £(¢ 4+ 1) sajatértékhez tartozd sajatfiiggvénye Ag-nak. Kovetkezés-
képpen benne van az ezen sajatértékhez tartozd sajataltérben, igy kifejezheto az ehhez
a sajatértékhez tartozo sajatfiiggvények osszegeként:

l
Yom(On) = > Dy (0) Yy (), (3.136)

m=—/

ahol az egyiitthaték fiiggnek a forgatds matrixatél. Mivel két forgatas egymasutanjat
nézve 0105 = O3 szintén forgatdshoz jutunk, a fenti formuldba beirva a

Z Dmn(ol)Dnm’<02) = Dmm’(OB)

kifejezést kapjuk. Az Y, fiiggvények normaltsaga miatt (1. (3.131) masodik egyenlete),
valamint a df2 integralasi mérték forgasinvariancidja miatt igaz az is, hogy

> D3, (0) Dy (0) = G-

A fentieket gy foglalhatjuk 6ssze, hogy a forgasok dbrdzolodnak az adott ¢-hez tartozo
gombfiiggvények terén.

Ezeket a gondolatokat sokféleképpen hasznosithatjuk. Egyik alkalmazas a kovetkezo
tétel:

3.3. Tétel Kifejtési tétel Ha adott m illetve n' két eqységquektor, akkor

y4
Pyn'n) = —T S Vi (1) Yo (n). (3.137)
Y4




Bizonyitas. Jeloljiik O-val azt a forgatdst, amely n'-t e,-be viszi: On’ = e,. Emiatt

_ 20+ 1
nm(n/) }/fm O eZ Z Dmm nm (ez> o DmO(O 1) 47 -
m=—/{
. 20+ 1
= D}, (01| = (3.138)

ahol felhasznéltuk, hogy 6 = 0-nél, vagyis n = e, esetén (3.130) miatt Y,(e,) =

S0/ (20 + 1)/ (4).
Mésrészt ha m = 0-t nézziik, akkor Yy(n) = /(20 + 1)/(47)P(e,n), hiszen az
argumentum e,n = cos . Emiatt

47 47
Fi(e:Om) =y 2€+ YoOn) =4[5 0)¥im(n) =

an 0~ e.)Yom(n). (3.139)

26 +1
Mivel e,On = (OTe,)n = (O~ 'e.)n = n'n, ezért éppen a kivant alakot kaptuk. O

3.5.4. A Laplace-egyenlet megoldasai

A teljes kifejtéshez hasznalandé alak:
Bl/ m

O(r,0,p) = Z( Ayt P (cos 0)e™? —|— =P (cosf)e me

v ym im DV,m m m
+Cy 1 Q) (cos 0)e™? + TVTQV (cosf)e ‘p>. (3.140)

Specidlis esetekben:

e Ha ¢ € [0,27], akkor ®(r,0,p) = ®(r,0, p + 27) miatt m € Z egész szam. Ha a
hatérfeltételek nem fiiggnek ¢-t6l (hengerszimmetria), akkor m = 0.

e Ha a # =0, azaz a z tengely benne van az értelmezési tartomanyban, akkor csak a
P fiiggvények hasznalandok.

e Ha a megoldas a teljes 41 térszogben értelmezett, akkor £ € NN és —¢ < m < /(|
vagyis a gombfiiggvényeket kell hasznalnunk

(r, 0, ) = Z Z (Agmr + M) Yo (0, ©). (3.141)

{=0 m=—¢

Az Ay, illetve By, egyiitthatékat a hatarfeltételek szabjak meg.
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e Legspecialisabb esetben ha a megoldas a teljes 4n térszogben értelmezett, és a
hatarfeltételek nem fiiggnek p-t6l (hengerszimmetria):

O(r,0) = i <Ag7“£ + j—fl) Py(cos ). (3.142)

=0

Ekkor az Ay illetve B, egyiitthatok meghatarozasahoz elég a potencidl ismerete a
cos = 1 mellett, azaz a z tengelyen, ekkor ugyanis Py(1) = 1.

Alkalmazas:

Oldjuk meg a mar latott homogén E, térerdsségbe helyezett féldelt, R sugaru
fémgomb terének probléméjat gombi koordinatarendszerben is.

Megoldas

Mivel a teljes 47 tartomanyban értelmezett a megoldas, ezért a gombfiiggvé-
nyek szerinti kifejtést kell valasztanunk. Valasszuk a z tengelyt az E ira-
nyanak, akkor a feladat -fiiggetlen, és igy kifejtheté a Legendre-polinomok
szerint, 1. (3.142):

O(r,0) = i <Ag7“€ + j—fl) Py(cos ). (3.143)

=0

Az r — oo limeszben csak a pozitiv egyiitthaték maradnak, ott adott a
potencial értéke:

O(r — 00,0) = ZAMEPE(COS 0) = —FEyz = —Eyrcos, (3.144)
=0
emiatt
Al = —E() Af#l - 0 (3145)
A gombfeliileten a potencial nulla
O(r=R,0) = Z (A,gR‘Z + R€+1> Py(cosf) =0, (3.146)
=0
vagyis
By=—-AR*™ = By =-ER) By =0. (3.147)
Végiil is kapjuk
3 3
®=—F, 1—R— rcosf = —Epx 1—R— , (3.148)
73 BE

ahogyan kordbban mar lattuk (v6. (3.32)). 4
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Alkalmazas:

Egy © nyilasszogii kup feliiletén & = 0. Milyen a tér a kip belsejében, a csics
kozelében, ha a kiupot lezaré gombfeliileten a potencial forgasszimmetrikus?
Megoldas:

Itt nem a teljes 47 tartomanyban értelmezett a megoldas, viszont a 6 =
0 benne van az értelmezési tartomanyban, és a megoldas nem fiigg @-t6l.
Ezenfeliil a potencidl véges az r — 0 esetben. fgy a kifejtés:

O(r,0) =Y AP, (cos). (3.149)

A lehetséges v értékeket az szoritja meg, hogy a potencial nulla § = © esetben:
P,(cos©) = 0. (3.150)

Egy adott O-ra a P,(cos ©) oszcillal6 fiiggvénye v-nek, 1. dbra. 3.1. A P,(x)

P05
o
a3
o

Oa

0123456788510 60 o0 120 150 180
W (2]

3.1. abra. Legendre-fiiggvény

fiiggvények teljes rendszert alkotnak, azaz kifejthet6 r = R mellett adott
(p-fiiggetlen) hatarfeltétel.

Ha egyre kozelebb megyiink a cstucshoz, akkor egyre jobban a legkisebb le-
hetséges v érték dominal

O(r —0,0) ~ 1P, (cosb). (3.151)
A 1y legkisebb nullhely fiiggése cos ©-t6l a 3.1 abran lathaté. Jellemzok

e Ha © — 0, akkor cos©® — 1, viszont P,(1) = 1, azaz egyre nagyobb v
kell a nullhelyhez, igy vy — oc.

e Ha © < 7/2, azaz bemélyedés, akkor vy > 1.
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e Ha © = 7/2, akkor a kup siklapba megy &t, ennek kozelében ® ~ z =
rcosf, azaz vy = l-et varunk; mivel P, (z) = x, ezért valéban vy = 1.

e Ha © > 7/2, azaz csics, akkor vy < 1.

A feliiletre merdleges elektromos tér nagysaga

By = =~ ~ ' sin6F, (cos §) = 550 (3.152)
Ez azt jelenti, hogy © > 7/2 esetén, vagyis cstcs esetén, a feliilethez kozeledve
a térerOsség végtelenhez tart. Ez a csicshatas, amit példaul a villamharito
esetében tudunk kihasznalni. LevegOben ugyanis a maximalis elektromos tér
Fnax ~ 105 - 10" V/m (valamelyest fiigg a levegd allapotatdl, pl. nedves-
ségtartalmétol). Ennél nagyobb térben a kis szdmban jelen levé ionok a tér
hatasara felgyorsulva a toébbi gazmolekuldval {itkdznek, és tijabb ionokat hoz-
nak létre. Az igy kialakulé lavina kisiilést, villimot eredményez. Csiicsos
felilletnél, ahogy lattuk, nagyobb a térerd, emiatt tébb az ion, ezért oda fog
becsapni a villam. ¢

Hengerkoordinatak

A hengerkoordinatdak definiciéja

T = 0COS
(z,y,2) = (0,0, 2), y = psing (3.153)
Z =2z

A lokélis bézis (3.57) alapjan:

e, = (cos p,sin g, 0)
e; = (~0sin g, 005 ,0)

e. = (0,0,1) (3.154)
Emiatt
00 2w 00
h, =1, h, = o, h.=1 = /d3x = /dgg/dgp / dz. (3.155)
0 0 —0o0
A Laplace-egyenlet alakja
10 0P 1 0%  0%®
0=AP=—-—— | po— —— 4+ —. 3.156
000 <989>+920¢2+022 (3.156)

47



Az egyenlet mindharom valtozdjaban szétvalaszthatd, vagyis a megoldas kereshetd

®(0,¢,2) = R(0)¥(p)Z(2) (3.157)
alakban. Ezt alkalmazva, és elosztva ®-vel:

1 d
0=Ad= "
QRdQ<

d 1 &V 1427
R) (3.158)

Qd_g 0%V dp? * Zd22

Viszont valaszthatunk, melyik koordinatat tekintjiik &, -nek. Egyik lehet6ség, hogy
& = (0,9), &1 = 2. Ekkor

d*Z

—7 = K*Z = Z=¢é" vagy e ", (3.159)
valamint L4 IR | 2U
R it e 3.160
oRdo (Q d@) T (3.160)
Ezt megszorozva o?-tel kapjuk
od [ dR 5 o 1 d*W
=S N S k R 161
{Rd@ (Qd9)+ T (3.161)

tehat mindkét tagnak konstansnak kell lennie. Ez els6 egyenlet

d*v
— = -—m’V. (3.162)
de
Ennek megoldéasa . .
U =" vagy e "M% (3.163)

Ha az értelmezési tartomany ¢ € [0, 27|, akkor a megoldds periodikus kell legyen 27
szerint, ezért m € N egész.
Az m? konstanst a masodikba beirva, és dtrendezve kapjuk a mésodik egyenletre:

1d dR m?
——o— | + (k:Q——)R:O. 3.164
odo ( d@) o (3.164
Ennek megoldasahoz vezessiink be 1j valtozot @ = kp moédon, ekkor
d*R  1dR m?
—_— 4+ —— 1——)R=0. 3.165
dx? * x dx * ( x? ) ( )

Ez a Bessel-egyenlet, megoldésai a Bessel-fiiggvények. Masodfoki egyenlet 1évén, két
fiiggetlen megoldast varunk.
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Els6faju Bessel-fiiggvények J,,(x). Hatvanysor reprezentécidja

o) = (5)" % o (3) (3160

n=0

ahol ' a gamma-fiiggvény:

[(neN)=(n-1), [(2)= [ dtt*te ™. (3.167)

0\8

Masik, gyakran hasznalt reprezentacio

- U [ s
Jn(z) = %/dT cos(nt — xsinT) = %/dmz(m“‘m). (3.168)
0 -7

Ha m nem egész, akkor J,,(z) és J_,, () linedrisan fiiggetlenek. Ha m egész, akkor
J_m(x) = (=1)™Jn(z), vagyis keresni kell egy ettél linedrisan fiiggetlen megoldast:

Im () cosmm — J_p, ()

N (z) = (3.169)

sin mm

masodfaju Bessel-fiiggvény vagy Neumann-fiiggvény. Néha ezek kombindciéjat
hasznaljék:
HWY(z) = Jo(2) + iNp(2), H?(z) = Jp () — iN, (), (3.170)

harmadfaju Bessel-fiiggvények vagy Henkel-fiiggvények.

Hataresetek: © < 1 esetén

@ =iy () =1, T

A nagy x> 1 eset:

T(x) = \/g cos(z — % - %), Np(z) = \/g sin(z — % - %). (3.172)

Innen latszik, hogy a Bessel-fiiggvényeknek végtelen sok gydke van.

49



e Az els6faju Bessel-fiiggvények bazist alkotnak a négyzetesen integralhaté fliggvé-
nyek terén.

Ortogonalitasi relaciok: a 0 < p < a esetben

a

(12

/ 400 T (00 2) e 0ns 2) = & L (0 6 (3.173)
0

ahol fix m-re J,,, () = 0 Vi. A fenti kifejezés arra hasznalhatd, hogy ha ¢ = a-nél
nulla a potencidl, akkor az ezt kielégito Bessel-fiiggvények szerint kell kifejteniink.

A 0 < o < oo esetben

00 T (k0) I (k' 0) = ka(/f — K. (3.174)

A Laplace-egyenlet megoldésai ezek szerint

b0, p2) = ) { (At (k©) + By Nin (ko)) €™ + {k — —k} +

km

+{m — —m} +{k — —k,m — —m}|. (3.175)
A lehetséges k és m értékeket a hatarfeltételek allitjak be.

Alkalmazas:

Adott egy h magassagi R sugard henger, melynek oldaldn és az alaplapjan
® = 0, a tetején (o, 0,2 = h) = V(o,). Milyen a potencidl a henger
belsejében?

Megoldas:

Mivel a feladat a teljes ¢ € [0,27] tartomanyban értelmes, ezért m egész.
Masrészt a potencidl regularis a o — 0 esetben, ezért N, egyiitthatéja nulla.
A potencidlnak nullanak kell lennie p = R esetben, valamint z = 0 esetben.
A kifejtés ezek szerint

®lo. .2 Z Z sinh(ky,i2) I (kmi0) (Ami sinme + By, cosmep)
i=0 m=0

(3.176)
ahol k,,; R = ay;. A potencidl z = h-nédl V(p, ), azaz

Vo, p,2 Z sinh(kyih) I (kmi0) (A sinme + By cosme) — (3.177)
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Az egyiitthatok, kihasznalva még, hogy

2 2

/dcp sin mey sin nw = Tm, /d(p sin mp cosny = 0

0 0

2m 2m

/dap COS MY COSNY = TOpm, /dgp cosmepsinng = 0, (3.178)
0 0

a kovetkezdknek adddnak:

2m
Ami — d d V 0, - kmq, . 7
ma Jm+1(amz ) sinh(k,;:h) / QQ/ i ©) I (kmio) sinmep

0 0271'
Ta ‘]m+1(amz SlIlh kmzh / QQ/ (‘Ov 0 )J ( Q) cos my

0 0
(3.179)
¢

3.7. Multipdlus kifejtés

Hagyjuk most a specidlis koordinatarendszereket, és targyaljuk ismét adott toltéseloszlas
terét, de most nagy tavolsidgra. Legyen tehat egy lokalizalt toltéseloszlasunk, amelynek
karakterisztikus mérete a:

B(x) = — / iy 2 (3.180)

dreg |x — x|

Az |x| > a esetben sorba fejthetjiik a nevezét — ezt megtehetjiik altaldnos koordinatakkal,
vagy gombi koordindtarendszerben kifejtve.
Altaldnos koordinatakkal (|x| = r jelijléssel)

1 L 1

x—x| r Ia -3 v 388 T (3.181)

Mivel 9
plo m pplodnmorh 3152

ot 1 1 x'x  13(x'x)? —x*x?
HIF+F+§ = +.... (3.183)
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Visszairva

1 1 x'x  13(x'x)? — x°x?
D(x) = X o) |1+ XX 1 .
(x) 4%50/ X o(x) {r * r3 * 2 7P
1 [Q px 1xQx
= —+ =+ = . 3.184
47T50[7"+7"3+2 rd + }’ ( )
ahol
Q= /d3x’g(x’), p= /dSX'X'Q(X’), Qi = /dgxl(Sx;x; —x%5;5)0(x'),
(3.185)

a toltés, dipélmomentum illetve kvadrupolmomentum. Ez utébbi egy 3 x 3-as spurtalan
tenzor.

Ha magasabb rendii multipolmomentumokra is sziikség van, akkor érdemesebb a
gombi koordinatédkban kifejezett alakot hasznalni. Felhasznalva (3.125) és (3.137) egyen-
leteket, valamint hogy most |x| =r > |x/| = ¢/

1 > r’e
- Yim 3.186
’X—X" ;TZ+1 Z Z 7"”1 2€+1 ém( ) £ ( ) ( )

(=0 m=—/
Ezzel:
- O(x) 12 Gom_ 1y 00 (3.187)
X)=— a1 m\Y, ) .
€0 - 20 +1 41 ¢ 14
ahol

Qo = / Px Y (0 o(X). (3.188)

e Osszefiiggés van a ¢, p, Qij s qum, € =0, 1,2 egyiitthatok kozott:

Dz o d1,-1 —q1,1
Q = V4 qoo, Py | =\ & (-1 +aq1) |, (3.189)
3
Dz \/§ d10

a szimmetrikus kvadrupol tenzor elemei:

Qacx Qacy sz
ny ny Qyz
sz sz sz

\/ %r <Q22 + qa—2 — \/%%0) 41\/ = (qa—2 — q22) \/ _g(ch 1~ (1)

Qyz —\/7 <Q22 + CI2 2 — \/7(120) \/> (q2-1 + qo1)
Q2 4\/; 420

(3.190)
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o A toltéseloszlas jellemzé méretével atskdalazva a (3.185) alapjan lathatjuk, hogy
p/Q ~ a, Q;;/Q ~ a*. A (3.188) azt mutatja, hogy ez egy dltaldnos érvényti
megfigyelés, azaz qe,/Q ~ a’.

e Ha dthelyezem a koordindtarendszer kozéppontjat, akkor x' — x’ + ¢ mdédon kell
az integralok alatt modositani, vagyis a fenti egyiitthaték médosulasa:

AQ = O, 5p = QC, AQU = 3(Cipj + iji) - 2CP5ij + (361‘0]‘ - CQéij)Qa N
(3.191)
Altaldban igaz, hogy a legalacsonyabb multipolmomentum koordinatarendszer-
fiiggetlen.

e Miért van a kvadrupol tenzornak 5 komponense, mikor egy altalanos 3 x 3 mat-
rix komponenseinek szdma 97 A potencidl kvadrupol része ardnyos Q;;a'x?0,0;r "
mennyiséggel. () antiszimmetrikus része azért nem ad jarulékot, mert egy szim-
metrikus kombindciéval van szorozva. (@) egységmaétrixxal aranyos része pedig
~ 22Ar~! = 0 miatt nem ad jarulékot.
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4. fejezet

Elektrosztatika anyag jelenlétében

Valédi anyagokban kétfajta viselkedés lehetséges: ha vannak szabad toltéshordozdk, ak-
kor sztatikus elektromos tér hatasara addig mozognak, ameddig az elektromos tér le nem
arnyékolodik. Ha nincsenek szabadon elmozduléd toéltéshordozok, akkor is vannak elekt-
romos toltések az anyagban, helyhez kototten. Ebben az esetben elektromos tér hataséara
a toltéshordozok csak kicsit mozdulnak el.

Tekintsiik az anyag egy kis, nulla 6sszt6ltésti anyagdarabkéjat. Ennek lehet eleve va-
lamilyen toltéseloszlasa, de ha kiils6 elektromos teret alkalmazunk, akkor mindenképpen
kialakul egy nem trivialis toltéseloszléds, vagyis az anyagdarabka polarizalédik. Fémgomb
esetén lattuk (1. (3.32) és (3.148)), hogy egy dipélmomentum alakul ki, de persze a kiala-
kulo toltéseloszlas ennél bonyolultabb is lehet. Ugyanakkor a molekularis toltéseloszlast
makroszkopikus tavolsagbdl figyeljiikk meg, vagyis alkalmazhaté a multipol kifejtés. Az
anyagdarabka jellemz6 méretére a-t véve, az n. multipolmomentum a"-nel aranyos, tere r
tavolsaghdl figyelve a dipdl teréhez képest a1 /r"~! faktorral szorzédik, vagyis messzirél
figyelve elhanyagolhat6. Emiatt az anyag kis darabkajanak toltésszerkezetét a dipélmo-
mentumaval kozelithetjiikk. Vagyis ha egy ponttoltést és egy kis anyagdarabkat néziink

4.1. abra. Ponttoltés és dipdllal kozelitett anyagdarab egyiittes hatasa
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(1. 4.1. dbra), akkor az x helyen mérhet potencidl:

B(x) = q 1 1 p(x—xp)
deg |x — xo|  4meg |x — %3]

(4.1)

ahol xy a ponttoltés, x, az anyagdarabka helye.

Ennek altalanositdsahoz egy ponttoltés helyett egy toltésstlirtiséggel jellemzett toltés-
eloszlast helyeziink el, és egy anyagdarabka helyett kiterjedt anyaggal szamolunk. Ez
utobbit ugy vessziik figyelembe, hogy felosztjuk elemi dV térfogati cellakra, amelyeknek
valamilyen helyfiiggd p dipélmomentuma van. A toltéseloszlas mintajara bevezethetjiik
a dipélmomentum-stiriiséget (vagy polarizaciés stirtiséget), P(x) = p/dV médon. Ekkor
a felosztassal nullahoz tartva integralt kapunk, és a teljes jarulék alakja:

B(x) = — / PRI / gy PO = x) (4.2)

47 |x —x/|  4meg |x — x/|?

A maésodik tagban levé integralt tovabb alakitva (elhagyva a teljes divergenciabdl jové
feliileti tagokat)

/ dgx’%};;d) = / d*x' P(x') [V’%] =— / d?’x’m. (4.3)

Ezt visszairva

1 " — VP2

B(x) = / dix 2X) = VP (4.4)
Areg |x — x|

Vagyis a polarizaciobol eredd jarulék pontosan olyan alaki, mint a betett toltésstirtiség

jaruléka. Ezt ugy fogalmazhatjuk, hogy a teljes érezhetd toltésstiriiség értéke

0ot = 0— VP =04 0y (4.5)

A miésodik tagot szoktak polarizicios toltéssiiriségnek nevezni. A mikroszkopikus kép
emogott az, hogy ha megnézziik, hogy egy V' térfogatban mekkora toltés helyezkedik el,
akkor az altalunk betett toltések mellett az anyag toltésstirtiségét is figyelembe kell venni.
A térfogat belsejében levé dipdlok Ossztoltése nulla, csak azok maradnak, amelyek a
feliilleten vannak, és igy a feliik kilog a térfogatunkbol. A dipdl feliilet iranytd komponense
nulla jarulékot ad, vagyis a bent rekedt toltéshez qa = —pn = —PndV = —aPndA,
azaz ¢ = —PndA. A teljes toltés tehat

Q:/d?’xg—]{dfP:/de(g—divP). (4.6)

%4 ov \%4

Vagyis az elektromos tér értékét meghatarozo Maxwell-egyenlet most gy irhato, hogy
1

1 1
VE = — Otot = \Y (E + —P) = —0. (47)
€0 €0 €0
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Bevezetve D = g E+ P mennyiséget (elektromos eltolds) az anyagban érvényes Maxwell-
egyenletek alakja
VD=0 VxE=0. (4.8)

A masodik egyenlet az E = — grad ® egyenlet kovetkezménye. Az elsé egyenlet értel-
mezése tehat: ha betesziink a rendszerbe p toltésstiriiséget, akkor az anyag polarizacidja
miatt a valodi toltéssiiriiség nem o. Az elektromos tér egyenleteibe a teljes toltésstirtiség
jon be. A polarizaciot figyelembe véve definialhatjuk a D elektromos eltolast, ennek
forrasa mér az expliciten betett (kiils6) toltéssiirtiség.

Hogy a fenti egyenletet kezelni tudjuk, sziikségiink van egy D(E) osszefiiggésre. Fém-
gombnél lattuk ((3.33)), hogy p = 41 R3co E. Vagyis ha V térfogatban van egy fémgémb,
akkor a polarizaciéstiriiség

3 3
p_P_ il D:go(l—i—ém‘f%)E. (4.9)

V V

A legtobb anyagra igaz lesz
P =¢yxE, D=¢(14+x)E =<, E=¢€E, (4.10)

ahol x (elektromos szuszceptibilitas) e, (relativ permittivitds) illetve € (permittivités
vagy dielektromos allandd) szimmetrikus matrixok, izotrop anyagban azonban csak sza-
mok.

Teljesen altalanos anyagi tulajdonsagok esetén nem tehetiink mast, mint megprobal-
juk megoldani a

V(e(x)Vo(x)) = —o(x) (4.11)
egyenletet. Homogén, izotrop anyagban a potencialra felirhaté

e

1
E=-D = dvFE-=
€ €

= Ad=-2 (4.12)
€
Ugyanaz az egyenlet mint vakuumban, csak a permittivitas értéke mas. Részlegesen

homogén kozegekben a homogén tartomanyokban alkalmazhatjuk a fenti képletet, a ko-
zeghatdrokon hatarfeltételeket szabhatunk.

4.1. Hatarfeltételek

Kozeghataron a hatarfeliileten dA alapi df magassagi henger feliiletére integralva, ahol
dl — 0 a feliiletre rakott kiilso toltést kapjuk. Feltéve, hogy nincs kiilsé feliileti toltés-
stirliség, kapjuk:

Vv
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Ennek fizikai jelentése az, hogy inhomogén anyagban, két homogén anyag hataran feliileti
toltésstirtiség alakul ki, hiszen a feliilethez kozel, a feliiletet a z = 0 sikba fektetve:

Opol = —0i Py = —0; [P;0(2) + P1,©O(—2)] = (P, — P».)0(2) = o=DP.— P..
(4.14)
Altaldban a feliileti toltésstirtiség a polarizacié normalis vetiiletének ugrasaval egyenld.
Mivel az elektromos térerosség normaélis vetiiletének ugrasa a feliileti toltéssiirtiséggel
egyenlo

Ezn—Engi = 0By —€0Ein = Piy— Pon = Din=Dy,,  (4.15)
0

ami ugyanaz, mint (4.13).
A masik hatarfeltétel onnan jon, hogy a feliiletet korbeolel6, d¢ magassagu és dh
hosszisagu téglalapra integraljuk rot E-t, mikozben d¢ — 0:

/ rot B =0= dh(Egt — Elt) = Es = B (416)
A

Ez fizikailag gy interpretdlhatd, hogy a feliilet iranyaban nincsen polarizaciés toltéssi-
rliség, ezért a térerdsség ilyen iranyi komponensének nincsen ugrdsa:

E2t — Elt' (417)

A hatarfeltételeket a potencidlra megfogalmazva: ha a potencidl mindeniitt értelme-
zett, akkor a térerdsség végességébdl a potencial folytonossdga kovetkezik. F, ugrasa a
felilletre merdleges derivalt ugrasat jelenti:

0o 0P
Oy =9 — =& —. 4.18
2 1 €2 Oy €1 Ony ( )
Vagyis részben folytonos kozegeknél
Q 7 . , a@
AD =—= és a feliileteken @ és €5 folytonos. (4.19)
3 n

Mivel itt is a Poisson egyenlet megoldasat keressiik, ugyanazok a modszerek alkalmaz-
hatok, mint a fémek esetében.

Megjegyzés: ha €5 — oo, akkor Dy, = Dy, miatt E,, = i—;Eln = 0, hiszen ¢ és F1,
is végesek maradnak. Emiatt g—i’ = (0 a hataron végig, igy a megoldas:

(I)’behﬂ = konst. = FEygun= O, q)|hatéron = konst. (420)

Ez felel meg a fémeknek.
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4.2. Tiikortoltések modszere

A moddszer logikaja ugyanaz mint a fémek esetében: az 1. térben felirt Poisson egyenlet
megolddsat keressiik az oda helyezett ponttoltések tere, és a tobbi (azaz nem az elsd
térrészbe) elhelyezett tiikortoltések tere osszegeként. Mivel e tiikortoltések nem az elsd
térrészben vannak, nem befolyasoljdk a Poisson egyenlet forrasat. Ugyanez igaz persze
a tobbi térrészre is.

Alkalmazas:

A felsé félsikot (z > 0) €1, az alsé félsikot (2 < 0) 9 permittivitasi anyag
tolti ki. A felso félsikra g toltést helyeziink xq helyre, a siktdl zy tavolsagra.
Milyen lesz a potencial a rendszerben?

Megoldas

A megoldandé egyenletek

A (x) = —L5(x — x0),  ADy =0, (4.21)
€1
a hatarfeltételek:
0P 0D
Oy (x,y,0) = Py(z,y,0), 818—1 = 828—2 (4.22)
“ @0 “ l@y,0)

Tiikortoltés feltevés: prébaljuk a ®; potencidlt a g toltés és a 2. félsikba, a
siktél szintén zq tavolsagra elhelyezett ¢’ toltéssel leirni; ®o-t pedig probaljuk
az 1. félsikba, a siktdl zo tavolsagra elhelyezett ¢” ponttoltéssel leirni. Azaz

q 1 q 1
CI)1<X> = =+ y
Amer /22 + 2 + (2 — 20)2 4T \/22 + 42 + (2 + 20)?
q// 1
Oy (x) = . 4.23
2(x) dmes \ /22 + y? + (2 — 20)? (4.23)
A hatarfeltételek
_|_ / /!
By (2,y,0) = Bo(,y,0) = LT
&1 E9
0P 0o
516—1 = 628—2 = qg—q¢=4". (4.24)
Z Naw.0) Z A(zy,0)
Ennek megoldéasa
’ €1 — &9 " 262
= , = ) 4.25
d €1+ €2q g1+ €2q ( )
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Specidlis eset, ha €1 = &9, ekkor ¢’ = 0 és ¢ = ¢, azaz egyetlen ¢ toltéssel
leithat6 az egész tér.

Masik specidlis eset, ha 9 = oo, vagyis a 2. térrészben fém van. Ekkor
qd = —q és ¢" véges, igy &y = 0: azaz az 1. térrészben a kordbban latott
tiikortoltés megoldast kapjuk, a 2. térrészben nulla a potencidl. ¢

4.3. Teljes fiiggvényrendszerek

Ha a A® = 0 egyenlet megoldasat keressiik, akkor a kordbban latott megoldasokat
hasznalhatjuk kiilonb6z6 szimmetriaju rendszerekben.

Alkalmazas:

Dielektromos gomb kiilsé térbe helyezve: vegyiink egy R sugari gémbot e
permittivitassal, kiviil e permittivitdsi anyag legyen. Alkalmazzunk E,
kiilso elektromos teret. Milyen lesz az elektromos térerGsség a rendszerben?
Megoldas

A megoldandé egyenletek, ha a kiils6 elektromos tér z irdnyu:

AD =0, Ad,=0, (4.26)
a hatarfeltételek
Oy (r — 00,0p) = —Eyrcos, O(r — 0) = véges.
O(r=R,0,p) =Pr(r=R,0,p), £——

Miutan a hatéarfeltételek p-fiiggetlenek, kereshetjiik a megoldast is ¢-fliggetlen
alakban. Ekkor a Laplace-egyenlet megoldasa gémbi koordinatarendszerben:

Op(r,0) = > (Ap + Byr~ ") Py(cos b),
l

O(r,0) = > (Cor' + Dyr~"")Py(cosb). (4.28)
¢

Most mar csak a hatarfeltételek kielégitése van hatra. Az r — oo esetben

O (r,0) = Z Ar*Py(cos 0) = —Eqr cos 0, (4.29)
¢
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innen A; = —FEj és Az = 0. A tobbi hatarfeltétel:

r—0: O = Dg?"’gflpg(cos 0) =véges = D;=0
r=R: —~FEoRép + BiR™ = OyR"
r=R: ex(—Eobp — (0 +1)ByR™7%) = elCyR. (4.30)
Innen kapjuk ¢ # 1 esetén B, = Cy = 0, valamint
3€k € —¢€k 3
C=-— E By = EyR 4.31
! 2p +e L P (4.31)
Ezzel felirva a megoldasok
e—ep R3 3ek
O =—Fx(1- — by = — Ex. 4.32
! a:( 25k+5r3)’ 2 2+ ¢ v (4:32)
A megfelel6 térerosségek:
e —¢r 33x(Eox) — Egr? 3ek
E.=FE R E, = E,. 4.33
b 0+26k+€ rd ’ b 2e + € 0 ( )

A gémbon kiviil a megoldés a kiilsé tér mellett egy dipdl tere, ahol a dipdl
erossége

E— &k

e — 1
p:47rgk2 .

€
R}E, = 47e R} E,, Er = —. 4.34
€k T € ° kar + 0 €k ( )
Fém esetén e — oo, azaz p = 4me1 RPE, 6sszhangban kordbbi eredményeink-
kel. Ha ¢, > ¢, vagyis a kiilsé térben jobban polarizalhaté anyag van, akkor
p ellentétes Ey-lal. Specidlis eset, ha kiviil vakuum van, beliil pedig anyag,
ekkor g, = &g.

Beliil a térerésség homogén, azonban nagysaga eltér az alkalmazott homogén
kiilso tértél. A polarizacié hatdsara 1étrejovo egyenletes tér nagysaga
. Ep — €
C 2pHe

(4.35)

pol
Ha tehat kiviil jobban polarizdlhaté anyag talalhatd, akkor Epg., noveli a
kiils6 teret, ha beliil van jobban polarizalhaté anyag, akkor csokkenti azt.

A feliileten (r = R-nél) a térerdsségek kiilonbsége a feliiletre meréleges, nagy-
saga a feliileti toltésstiriiség:

o 3le—¢p),.
— =" (xE,). 4.36
€0 2e + ¢ (}Eo) ( )

Innen az latszik, hogy ha ¢ > ¢, akkor a tér irdnyaban pozitiv toltések
halmozddnak fel, ellenkezo esetben negativ toltések. ¢
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A fenti feladatra épithetiink anyagmodellt is. Mikroszkopikusan az atomi (moleku-
laris) polarizalhatdésag kiszamithatd, ardnyos a kiilsé térrel. Ugyanakkor ugyanezt az
anyagdarabkat ugy is felfoghatjuk, mint ha szét lenne kenve arra a térrészre, amelyben
a fenti molekula/atom taldlhaté. Gombnek tekintve a szétkentséget, a fenti feladat meg-
oldasabol tudjuk a polarizacié nagysagat. E ketto leirds konzisztenciajabol kovetkezik:

er—1 e — 1
=eVEg =4dmeg——R*E, = y=3V——:. 4.37
P = ¢coVEo 7T80€r+2 0 v e 42 ( )
Bevezetve n = 1/V a siirliséget:
3e—1 3+ 2nry ny
i = —" =g —1=———. 4.38
7 ne, +2 3—ny x=e 1 (4:38)

3

Ez a Clausius-Mosotti egyenlet. Akkor ad jo eredményt, ha az anyagnak a toltésszerke-
zete teljes mértékben a polarizacié hatésara alakul ki.

Hogy ~-t megkapjuk, mikroszkopikus lefrasra van sziikség. Legegyszeriibb modell,
ha a toltéshordozdt (elektront) harmonikus potenciallal kotottnek képzeljikk. Ekkor Eq
térerdsség hatasara torténo elmozdulas x értéke

o2 2

q
Dx=qE, = p=gx=—E, = y=——. 4.

A rugdallandé helyett a rezgési frekvenciaval is kifejezhetjiik a mikroszkopikus polarizal-
hatésagot: w? = D/m miatt
2

S (4.40)

cow?m’

Ha tobb toltéshordozo, illetve tobb sajatfrekvencia is van, akkor

1 q2
= - L. 4.41
T % - w?m; (4.41)

4.4. Elektrosztatikus energia anyag jelenlétében

Korabban mar lattuk rogzitett toltéseloszlas energidjat. Anyag jelenlétében nem tudjuk
rogziteni az Osszes toltést, igy az ott kapott képlet modositasra szorul.

4.4.1. Allandé dielektrikum

El6szor rogzitsiik a dielektrikumot. Induljunk ki abbdl, hogy do extra kiilso toltés adott
potencialba végtelenbdl torténd behozataldhoz sziikséges energia

oW = /dgxég(x)q)(x). (4.42)
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A behozott toltés miatt az anyag kissé atpolarizalodik:

div D = p, div(D+0D)=0+d0p = Jdo=diviD. (4.43)
Ezt visszairva, és felhasznalva, hogy ®(oc0) = 0:
oW = / d*x div(6D)® = — / d*x 0D grad ® = / dc*x6DE. (4.44)
Amennyiben az anyag linearis, azaz D = e FE, akkor a fenti alak felintegralhato:
W = %/df”xEsE = %/d?’xDE = w= %EaE = %DE. (4.45)

Egy hasonlé gondolatmenettel azt is mondhattuk volna, hogy mikor kiviilr6l behozok
egy toltést, valéjaban az anyagot is atpolarizaljuk, vagyis 0sszesen gior = 0 + 0por t0ltést
viszek a rendszerbe. Ennek forrasa mar E, vagyis ekkor a fenti gondolatmenet a szokasos
vakuum formulat adja.

A kettdé gondolatmenet kozotti kiillonbség az anyag polarizaciés jaruléka

/ d*x §0po® = — / d*x div(6P)® = / d*x SP grad ® = — / dP*xSPE.  (4.46)

Kérdés, hogy ez az energia honnan szarmaszik.
Mikroszkopikusan linearis anyag képzelhetd négyzetes potencidllal kotott toltéshor-

dozoknak. A rugéban tarolt potencialis energia:

2

¢ E Lo 2
— = -Dx"=- = —pE. 4.47

D 27 T p ~ 2P (4.47)
Ha a dipdlok eloszlasat folytonosnak vessziik, akkor a rugdk potencialis energidja és az
elektromos tér energidja Osszesen

qgE=Dx = p=

1 1 1
W= /d?’erEE +3 /dSXPE =5 /d3xDE. (4.48)

4.4.2. Toltéseloszlas kiilsO térben

Hogy mikroszkopikusan is lassuk, mi torténik a polarizacios energiaval, vizsgaljunk rog-
zitett kis méretii toltéseloszlast simitott kiilsé elektromos térben. Ennek energidja:

1
Mivel AP = 0, az utolsé tagot kiegészithetjiik d;;7*-tel. Ekkor

1 . OE;
= QP —pE — ~Qu—+.... 4,
W=Q®—-p GQmaijr (4.50)
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4.4.3. Allandé toltések, valtozé dielektrikum

Viltoztassuk a dielektrikumot allandé kiils6 toltéseloszlas mellett. Induljunk dielektri-
kum nélkiili allapotbdl, ekkor legyen a térerdsség Ey, az elektromos eltolas Dy = o Ey.
A dielektrikum jelenlétében ezek megvéltoznak FE illetve D értékre. Szamitsuk ki a
kiilonbséget!

A kiindulé képletben most csak a dielektrikum energiajat akarjuk szamolni, azaz le
kell vonni azt a potencidl jarulékot, amely a dielektrikum nélkiil lenne jelen:

SW = / x5 0(x) (D(x) — Bo(x)). (4.51)

Most a fixalt toltéseloszlast kétféle médon irhatjuk, mivel o = div D = div Dy. Hasz-
naljuk a kévetkezd alakot:

W' = /d3X [® divdDy — &pdiviD] = /d3x [EdDy — E D] . (4.52)
Linedris anyagban D = c¢F, illetve D — ¢gE = P, ezért

1 1
W' = —/d3x6PE0 = W’:—§/d3xPE0, ow' = —§PE0. (4.53)

4.4.4. Allandé potencial, valtozé dielektrikum

Azt is megtehetjiik, hogy a rendszer toltéseit kiils6 potencidllal rogzitem. Ekkor a fenti
gondolatmenet annyiban modosul, hogy most a toltések mind a potenciallal rogzitett
feliiletre keriilnek, viszont mas toltést kell az anyag jelenlétében felvinni, mint anélkiil,
mert a potencidlokat kell fixen tartani:

oW = / &*x (50 — 500%Po) = ]{d%(%@ — 900 Py). (4:54)

Mivel a feliileten a potencidlok nem valtoznak, ezért ott & = Py, illetve tetszolegesen
cserélgethetjiik oket. A hasznos kombinacié most

W = fdQl'(éO'CDO — 50'0(13) = /dSX ((SQ(I)O — (SQOCI)) = /dSX ((SDEO — (SD()E) (455)

Léathat6an most pontosan (4.52) minusz egyszeresét kaptuk:

1 1
W" = —sw’ = wW" = §/d3X PE(), Jw’ = §PEO (456)

A kiilonbség oka az, hogy mast tekintek a két esetben anyag nélkiili rendszernek,
vagyis a referenciapont kiilonbozik. Ha pl. a fix toltéseket nézem, ahhoz képest a fix
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potencialnél toltéseket kell mozgatni, hogy a potencialok ne valtozzanak, ez pedig mun-
kavégzést jelent.

A fenti két gondolatmenet illeszkedik a termodinamikai leirdsba: definidlhatjuk a
rogzitett toltések melletti energiat, infinitezimalis alakjaban

dE = —pdV + TdS — EodP. (4.57)

Ha a potencialt rogzitem, akkor Legendre-transzforméciot kell végeznem. Ekkor egy
szabad energia jellegii mennyiséget kapunk

F=E+PE, = dF=—pdV +TdS+ PdE;. (4.58)
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5. fejezet

Magnetosztatika

A maéagneses jelenségek késobb keriiltek a figyelem kozéppontjaba. Ennek egyik oka az,
hogy a magneses tér 1étrehozasahoz, eltekintve az allandé méagnesektdl, aramforrasra van
sziikség, és ezt viszonylag késobb fedezték fel (1. Volta). Eldszor vizsgéljuk az dramokat,
utana targyeljuk az altaluk létrehozott magneses mezot.

5.1. Aram

A toltések dramlését egy v(x) sebességmezivel veszem figyelembe, vagyis x helyen levé
elemi dV celldban a toltések atlagsebessége v(x). Alokalis toltéssiiriiséggel szorozva
kapjuk az dramstiriiséget: J(x) = po(x)v(x), amely szintén egy vektormezé.

Ha felvesziink egy d f feliiletelemet, azon mennyi toltés aramlik at egységnyi ido alatt?
Ha az adott pontban a mozgé toltések feliiletre meroleges komponense v, akkor azok a
toltések jutnak at, amelyek dV = v dt df térfogati dobozban vannak, ezek Gssztoltése
dq = dV p. Tehat az idOegység alatt atfolyo toltések szama, tekintetbe véve, hogy v, df =
vdf:

dq
dt

Ha a toltések egy hosszi vezetoben haladnak, akkor aramerdsség a vezeto teljes kereszt-
metszetén egységnyi ido alatt atfolyd toltés. A fentiek miatt

= /df J(x). (5.2)

= Jdf. (5.1)

atfolyé

ST egysége az amper 1A = 1C/s. Ha vékony vezet6t néziink, akkor a fenti képlet miatt
dvJ — Ids. (5.3)

Ha egy zart térfogatelemet vesziink, akkor a teljes feliiletén kidramlo toltés egyenlo
a beliil levo toltések fogyasaval, ha nincs a toltésnek forrdsa, azaz a toltés megmarado
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mennyiség. Azaz:

jf de(x):—%/d?’XQ(x,t) N %+divJ:0. (5.4)
oV 1%

Ez a toltésmegmaradas mérlegegyenlete. Magnetosztatikaban ¢ = 0, azaz divJ = 0.

5.2. Magneses alapjelenségek

Tapasztalat szerint az dram hat az iranyttire (Oersted, 1819), azaz az aram létrehoz
valamilyen magneses mez6t. Ennek jellemzésére hasznaljuk az irdnytiire haté forgato-
nyomaték nagysagat. Az igy definidlt mdgneses indukcio tapasztalat szerint az egyes
aramelemek hatdsanak 0sszege, ahol az elemi jarulék

dB ~ =~ = (5.5)

Az ardnyossdgi tényezd Sl-ben pg/4m = 1077 N/A?, py a vdkuum permeabilitds. A B
mértékegysége a tesla (T). Kiterjedt vezetore

B(x) = /° / i) XX =X) e B = ] jz{ ds X (X =X) 5 5)

4w x —x']3 4w Ix — /|3

Szintén tapasztalat, hogy magneses térben ponttoltésre haté erd (Lorentz-erd)
F =qv x B. (5.7)

Ennek altalanositasa aramhurkokra, felismerve a fenti képletben a qu elemi dramstiriiség-
jarulékot:
F = /d3x J(x) x B(x). (5.8)

A forgatényomaték kifejezése az N = x x F alakbdl kovetkezik:

N = /d3xx x (J(x) x B(x)). (5.9)

5.2.1. Lokalis torvények

Ismét haszndlhatjuk, hogy x/|x|® gradiensként all el8

J(x') x (x —x) 1 J(x')

= —J(X,) x V4 (510)

x — /P x—x|
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Ezt visszahelyettesitve (5.6) egyenletbe, kapjuk

J(x')
B °x! 11
(x) = 47TV></dx|X_X/‘, (5.11)
azaz J(x'
B =rot A, ahol  A(x) = o / d*x’ () : (5.12)
4 |x — x|

A bevezetett A mennyiség a vektorpotencial. Ha vékony vezetonk van, akkor

u I
0 j{’X_S/| (5.13)

div B = 0, (5.14)

Miutéan B rotacidként all elo:

az a harmadik Maxwell-torvény.
Szamoljuk ki B rotaciojat

V x B=V x (V X A) =VVA-/ANA= 6ijkaj€k[magz4m = 81((9]14;) — AAZ (515)
Innen az elso tag

. Ho 3,/ / 1 :uO 3./ / 1
divA=— | &X' J;(X')0j7—— = °x'0;J;(x') ——— =10 5.16
v 47r/ X Ji(x) x—x/|  4r * (X)]x—x’\ (5.16)
sztatikdban. Itt eldobtunk egy feliileti integralt, mondvan, hogy J(occ) = 0. Az A
laplacanak szamitasa:

1
ANA; = d>x’ A d*x’ —4md(x — X)) = —poJi(x).
B [ n e = B [ (i = X)) = < (x)
. (5.17)
Osszesen tehat
NA = —ppd, rot B = podJ. (5.18)
Ez a negyedik Maxwell-torvény (sztatikara). Egy feliiletre integralva
/dfrotB: dsB:uO/de:uof = uOI:]{ ds B, (5.19)
F OF F OF

ez az Ampere torvény.
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5.2.2. Meértékinvariancia

Ugyanugy mint a skalarpotencial esetén, a A tér nem fizikai mennyiség, csak a rotaci-
6ja az (kés6bb ezt az allitast finomithatjuk...). Mivel rot grad ¥ = 0, egy skaldrmezé
gradiensét hozzdadhatjuk A-hoz, és még mindig ugyanazt a magneses indukciét kapjuk:

A'=A+grad 0. (5.20)

Ezt az elektrodinamika mértékszabadsdiganak (vagy mértékinvariancidjanak) hivjuk.
Hogy szamolni tudjunk, rogziteni kell W-t (mértékrogzités). A fenti szdmoldsban,
ahogy lattuk div A = 0 feltételiink volt, az a Coulomb mérték.

5.3. Arameloszlasok

Vizsgéljuk meg specialis arameloszlasok altal 1étrehozott magneses indukeiét!

Alkalmazas:

Végtelen hosszi, végteleniil vékony, egyenes vezetében [ aram folyik. Mek-
kora a magneses indukcio?

Megoldas

A rendszer hengerszimmetriaja miatt nem fiigghet semmi p-t6l henger-koor-
dindtarendszerben felirva. B irdnya tisztan é,, ezért alkalmazhaté az Ampere
torvény a vezetot koriilolelo r sugaru korre

fol
onr’

fdsB =2mrB,=pl = B,= (5.21)

Alkalmazas:

Adott egy R sugaru vékony kor alaku vezetd, amelyben I dram folyik. Mek-
kora az altala létrehozott méagneses indukcié?

Megoldas

A vektorpotencialjat szamoljuk ki:

“UI]{ Fa— (5.22)

A kort paraméterezni kell

Rcos ¢’ —Rsin ¢’
s'=| Rsing ds'= | Rcosy |dy. (5.23)
0 0
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frjuk fel x-et hengerkoordinatdkban

0COS
x = | osing = |x—8|=1/22+ 02+ R? — 2pRcos(p — ¢'). (5.24)
2
Emiatt
—Rsin ¢’
I 1
A(x) = ’ui/ o —— - Rcosy’ | . (5.25)
4 J V22 + 02+ R? — 2pRcos(p — ) 0

frjuk fel a vektorpotencialt hengerkoordinatakban; az egy hosszusagura nor-
malt bazisvektorok:

CoS ¢ —sine 0
é,= | sing é,=| cosp e.=10], (5.26)
0 0 1
emiatt
IR 2m . ,
A = A, = [ ay —sinlp — 9) 0,
4m V22 + 0%+ R? — 2pRcos(p — ¢')
A, (x) =A(x)e, =0. (5.27)

A nem nulla komponens

A (x) = A(x) &, = ”OIR/ cosle — #) . (5.28)
v \/22+Q2+R2—2QRCOS(90—¢’)

A, nem fiigg p-t6l, ami a feladat hengerszimmetridjabol kovetkezik. Des-
cartes koordinatakban az azimutszogfiiggés kizardlag a bazisvektorok hely-
fiiggésébdl adodik.

Az integral megadhato elliptikus fliggvények segitségével, vagy numerikusan
is szamolhaté. Minket az érdekel most, hogy milyen lesz a tér nagy tavolsa-
gokra? Ekkor r? = p? + 22 jeloléssel r > R, emiatt

1 1w

ﬁ:;_ﬁ—i_--.. (5.29)
Most u? = R? — 2pR cos ¢, azaz
2
ol 1  20Rcosy¢ — R? po R*mlp
A dy' R ==
olo:2) ~ 47 / @ fcos [ + 23 * 4 73 *

" (5.30)
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hiszen az elsé tag nem ad jarulékot. Mivel most
€. Xx=e,x (z&,+ pe,) = peé,, (5.31)
ezért a fenti eredmény ugy irhatd, hogy

1
A(x) = Homxx O().  abol m=Rrleé.. (5.32)

4o 3

¢

A fenti feladat dltaldnosithato tetszoleges aramhurok terének nagy tavolsagu viselke-

désére:
(~! 1 !
Ai(x) = @/al?’x’ljzﬂ = @/dgxlc]i(x/) {;%- mifj +} =

4w x — x| 4r

L (5.33)

= 1o [y Ji(x') + @ﬁ/dgxl Ji(x")x

 4qr 47 13

Az elsé tag egyiitthatdja (a végtelen feliiletre vett integralokat eldobjuk, mert ott J = 0,
valamint kihasznéljuk, hogy div J = 0)

/d3X Jz = /d3X <8JIZ)JJ = —/dg.T.TZ divJ = 0. (534)

Ezért a sorfejtés els6 tagja hianyzik, amit a magneses monopdlusok hianyaként értelmez-
hetiink!.
A maésodik tagban fellépé integral:

/d?’xiji = /dgxccj(ﬁkxi)Jk = —/dea:i Op(xJy) =
= —/d3x (i J; — wxjdivd) = — /dgxxi(]j. (5.35)

Vagyis az egyiitthatd antiszimmetrikus métrix: ehhez hozzarendelhetiink egy vektort,
amit mdgneses dipolmomentumnak hivunk:

/d3X l‘jJi = EjikMg. (536)

Az inverz reldcio

1 1
m; = Esijk/d?’x x;Jy, azaz m = i/dgxx x J. (5.37)

Vigyazat! Id6fliggés esetén megmarad ez a tag, ami a mégneses dipdlsugarzashoz vezet. 1. késébb.
gy gg g
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Emiatt végiil:

[o M X X
A(x) = y— (5.38)
Miégneses dipdl indukcidja:
Ho EklnMUTyn o MgdjnT? — 3Mya; Ty,
Bi = (I‘Ot A)z = Eaijkﬁj 7’—3 = E(éwéjn - (51'”(53'5) 5 =
o 3z;(mx) — myr?
== E T5 y (539)
ugyanaz a képlet mint az elektromos dipdl esetében.
Megjegyzések a magneses dipélmomentummal kapcsolatban:
e Vezeto hurok esetén, a Stokes-tétel miatt:
1 3 I I
m; = §5ijk d Xijk = 5 dSk(e’SijkCL'j) = 5 Fdfkgkénaé(gijn$j> =
1
= §€ken€z‘én/Fdfk = ]/Fdfi’ (5.40)

vagyis a magneses dipolmomentum m = [ F' az aramhurok feliiletével aranyos.

e t0ltOtt részecske mozgasa esetén
J(x) = qui(x —r), (5.41)
ahol 7(t) a részecske trajektoridja. Ekkor

_ L O S
m—Q/dxxx[q'vé(x r)]—Qm’rx(mv)—QmL—vL, (5.42)

ahol L a részecske impulzusmomentuma (perdiilete). Vagyis a mégneses dipélmo-

mentum a perdiilettel ardnyos lesz. Az ardnyossagi tényez6 a giromagneses faktor
v. A fenti egyenletbél v = q/(2m).

Ez az Osszefiiggés igaz lesz atomi méretekig. Sajat impulzusmomentummal (spin-
nel) rendelkez6 elemi részecskék esetében mar van egy faktor a fenti eredmény

el6tt:
a4

ngZm )

(5.43)

g a giromagneses faktor (Landé-faktor vagy g-faktor). Elektronra g. = 2.002319. . .:
g = 2 jon az elektronok Dirac-egyenletébdl, a jarulékos 0.002319... faktor a kvan-
tum elektrodinamika eredménye.
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e A fenti tétel altalanositasa forgd, toltott merev testre: itt v = w X x, azaz J(x) =
0(x)(w x x). Emiatt

1
m = %/d?’xg(x)x X (WX x)= 5 {/dg’xg(x) (x> —x®@x)|w= %@w
(5.44)
ahol © a test tehetetlenségi nyomatéka, ha a tomegeloszldsara o, = oM /Q-t ve-

szunk.

5.4. Kiils6 térbe helyezett arameloszlas

Ha kozel homogén kiils6é térbe arameloszlast helyezek, akkor a magneses indukcié sorba
fejthetd: B;(x) = B;(0) + x,;0,B;(0) + . ... Ezzel

F, = /d?’x (J(x) x B(x)); = €ij / d*x J;(x) (Br(0) + 20, B (0) +...). (5.45)
Korabban mar lattuk, hogy az els6 tag nulla, a masodikban pedig
/d?’xngj(x) = E4jnMn. (5.46)
Ezzel €jki€jne = Ogndic — Ope0ir, miatt

mivel div B = 0. Vagyis a dip6lt a magneses indukcié derivéltja mozgatja!
A fenti er6 frhaté potencial gradienseként

F=-VU, (5.48)
ahol bevezettiik a kiilso térbe helyezett dipdl helyzeti energiajat
U=-mB (5.49)

maédon.
A forgatényomaték kifejezése:

N, = /d3 x % (J(x) x B(x))]; = /d3 (J(x)2;B;(x) — Bi(x)e; J(x)).  (5.50)

Ha B;(x = 0) = B; konstans értéket helyettesitiink vissza, akkor felhasznalva a (5.35)
egyenletet lathatjuk hogy a masodik tag integralja eltiinik, az els6 taghdl pedig €;,pm,B;
értéket kapunk. Vektorosan tehét

N =mx B. (5.51)
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A forgatonyomaték tehat valoban aranyos a magneses indukciéval, ahogy azt a magneses
indukcié definidldsdndl fel is tettiik. Ez az alak egyébként éppugy levezethetd a (5.49)
formulabdl, mint a dipdlra haté erd.

A fentiek fényében elemezhetjiik, mit is csindl egy kis mégnes egy masik, rogzitett
magnes mellett. Mindkét magnest kozelitsiik dipollal, m illetve m dipolmomentummal.
Ha m nem parhuzamos a lokélis magneses indukcioval, akkor olyan forgatonyomaték hat
rd, amely a magneses indukcid iranyaba forgatja, osszhangban azzal, hogy ekkor a dipdl
energidgja (—mB) csokken — vagyis a két dipdl ellentétes pélusaval fordul egymas felé.
Ezek utan, mivel a magneses indukcié csokken a tavolsaggal, —mB no6 a tavolsaggal,
gradiense tehat kifelé mutat, negativ gradiense pedig befelé. Vagyis a nagy magnes
magahoz vonzza a kicsit.

Ugyanezen ok miatt egymas mellé helyezett dipolok szintén ellentétes podlusaikkal
fordulnak egymas felé, vagyis csokkentik egymas terét. Vagyis tisztdn magnetosztatikai
er6k az antiferromégneses rendezédést részesitik elényben (1. kés6bb).

5.5. Magnesség anyag jelenlétében

Hasonlbéan az elektrosztatikdhoz, anyag jelenlétében a makroszkopikus arameloszlasok
csak egy részét képezik a teljes arameloszlasnak. Kis méretii, lokalizalt arameloszla-
sok képzodhetnek az anyagban. Ezek altal 1étrehozott magneses indukcio, a méretéhez
képest nagy tavolsagra, mint lattuk, magneses dipéllal irhato le: a magasabb multipol-
momentumok jaruléka a/r hatvanyaival van elnyomva, ahol a az drameloszlas jellemz
mérete, r a megfigyelési pont tavolsaga. Masik lehet0ség az, hogy az anyagban eleve van-
nak olyan magnesesen aktiv elemi 0sszetevok, amelyek szintén a dipélmomentumukkal
jellemezheték nagy tavolsagon.

Emiatt az anyag jelenlétét itt is, mint elektrosztatikdban, méagneses dipdlstiriiséggel
(mégnesezettség) jellemezhetjik: dm = dV M (x). A teljes tér tehdt

A @/d?’x'{ JO) | ME) x (x=x)| (5.52)

r |x — x| |x — x/|?

ahol az elso tag a kiviilrol betett arameloszlas, a masodik tag a magneses dipdlsiirtiség
jaruléka.
A masodik tag komponenseit kifejtve:

/dgxz%ij(X)(Ik—l‘k) :/di”x’eijk]\/[j(x/)(—@k) LI

x— P x|
1
= | &X' i M;(x') Oy = {parc. int.} =
[x — x|
—&ijk 0, M;(X') (rot M (x'));
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ahol a feliileti tagot eldobtuk, mondvén, hogy M (oc0) = 0. Tehédt a méagneses dipdlstirii-
ség ugyanugy a kiilsé aramokhoz ad jarulékot, mint az elektrosztatikaban a dipdlstirtiség
a kiilso toltésstirtiséghez:

A=t / g T ) Hrot M(x) (5.54)

T 4r |x — x/|

Ezt az egyenletet gy értelmezhetjiik, hogy a teljes toltésstirtiség nem csupan az altalunk
kontrollalt aramokbdl all, hanem a mikroszkopikus aramok is jarulékot adnak

Jtot =J + Jmikr, Jmikr =rot M. (555)

Figyeljiikk meg, hogy itt pozitiv eléjellel jon a mikroszkopikus jarulék! A fizikai kép emo-
gott az, hogy ha egy F' feliileten atfolyé aramot akarjuk kiszamitani, akkor egyrészt
figyelembe kell venni a makroszkopikus aramsiirtiséget, valamint a mikroszkopikus ara-
mokat, ezeket m = nl,;p,.dA magneses dipélmomentumukkal jellemezziik. Miutan a
mikroszkopikus aramok kis méreti koraramok, igy a feliilet belsejében nulla teljes atfo-
ly6 toltést eredményeznek. A feliilet hatéran is csak a hatérvonal irdnyd (8) komponens
ad jarulékot: azaz a jarulékos dramerésség: I, ,ms = ms/dA = MsdV/dA = Mds.
Vagyis a teljes aram

%:!@ﬂm:!szﬁmwz/wu+mm@. (5.56)

A lokalis torvények J;,-ra vonatkoznak, vagyis a negyedik Maxwell-egyenlet alakja:
rot B = g ot = p1o(J + rot M). (5.57)

Bevezetjiik a

1
H=—B-M (5.58)
Ho

magneses térerdsséget, ezzel a magnetosztatika Maxwell-egyenletei:
rot H = J div B = 0. (5.59)

Az Ampere torvényt a (5.19) képlettel analég médon kapjuk

%%H:L (5.60)

oF

A H maégneses tér (bar a neve mast sugall) csak egy segédmennyiség, ugyanis a mérhetd
er6hatasok csak B-bol jonnek. Ennek ellenére sokszor a magneses tér segitségével fejezik
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ki a megoldést: vakuumban csak egy konstans kiilonbség van a ketto kozott, és a magne-
ses tér az egyenletekben hasonlo szerepet jatszik, mint az elektrodinamika egyenleteiben
az E.

Hogy meg tudjuk oldani a fenti egyenleteket, kell egy B(H) vagy M (H) relacié.
Ez sokszor nagyon bonyolult, mert az anyag elemi magneses 6sszetevoinek kolcsonhatasa
sokszor tsszemérheté a magneses tér energiajaval, sot, meg is haladhatja azt. Az anyag
magneses tulajdonsagait ezért elsdsorban a mikrofizikai jelenségek hatarozzak meg.

e dia- és paramagneses anyagok: az anyagok bizonyos fajtainal linearisan fiigg a
magnesezettség illetve a méagneses tér a magneses indukciotol; izotrop esetben:

M=yH, B=uH, = Y—u=1+y, (5.61)

Ho
X a magneses szuszceptibilitas, p illetve p,. az anyag (relativ) permeabilitasa. For-
malisan ez az elektrosztatikahoz hasonlit

B:NH:NOH+NOM < D=c¢cE=¢FE+ P. (562)

Diamdgneses anyagokndl x < 0 vagyis u < po, ami annak felel meg, hogy a ge-
neral6dé mikroszkopikus magnesezettség csokkenteni igyekszik a kiils6 magneses
tér hatasat. Olyan anyagoknal, ahol az elemi Osszetevoknek nincs mégneses di-
pélmomentumuk az indukeci6 (1. kés6bb) éltal létrehozott elemi dramhurkok ilyen
tulajdonsdgiak (Lenz-torvény). Ha 6sszehasonlitjuk az elektrosztatikaval, akkor az
indukci6 és a toltésmegosztas hasonld szerepet jatszik abban, hogy mindkett6 csok-
kenteni igyekszik a megfelelo kiils6 tér hatasat. Az egyiitthatok szintjén azért borul
fel az analégia, mert D = cFE, de a fizikailag er6hatast kifejteni képes magneses
indukcidé esetén az anyagi konstanst pont reciprok modon vezettiik be: H = %B .
Vagyis €, > 1 megfelel 1/u, > 1 esetnek, azaz p, < 1.

Ha az elemi 6sszetevok maguk is magnesek, akkor a feljebb targyalt forgatonyo-
maték hatdsara m a B irdnyaba igyekszik bedllni, vagyis M ~ B. Emiatt £ > 0,
azaz pu > po. Ezek a paramdgneses anyagok. Ennek nincs megfeleldje az elektro-
sztatikdaban, hiszen ott P ~ E, ami miatt ismét az ¢, ndvekedését kapjuk.

Ha a linedris kozelités j6, akkor altaldban kicsi a y értéke, tipikusan |u — uol|/po ~
10~?, vagyis sokszor elhanyagolhatd.

e (anti)-ferromagneses anyagok: ha az anyag rendelkezik méagneses szerkezet-
tel, azaz elemi dipdlokkal, akkor ezen dipdlok egymasra hatasat is olykor figye-
lembe kell venni. Ha csak a magneses dipélok kélcsonhatasat tekintenénk, akkor
ezek egymassal ellentétesen fordulva megsziintetnék a magneses teret. Azonban az
anyag magneses dip6ljai (spinje) kozotti kolesonhatdsok alapvetéen kvantumos ere-
detiiek, amelyek joval erésebbek lehetnek a magneses kolecsonhatasnal. Ezekben az
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anyagokban a mezoszkopikus magneses szerkezetet nem a kiilsé magneses indukcié
hatarozza meg elsésorban.

Ha az elemi magneses dipolok ellentétes beallasa preferalt, akkor makroszkopiku-
san nem lathatdé magneses tér, csakigy, mintha csak a mégneses kolcsonhatést
tekintettiik volna: ezek az antiferroméagneses anyagok.

Ha az elemi méagneses dipélok parhuzamos beallasa preferalt, akkor homogén mag-
nesezettség alakulhat ki kiilsé magneses indukcié hidnyaban is: ezek a ferromag-
neses anyagok. Hogy a teljes anyag magneses energidjat csokkentsiik, kiilonbozo
maégnesezettségil tartoméanyok (domének) alakulnak ki, ez a doménszerkezet hata-
rozza meg az anyag teljes magneses terét. Kiils6 magneses indukcié alkalmazaséval
ezek a doménfalak vandorolnak, s igy az anyag mikroszkopikus szerkezete megval-
tozik. Emiatt a mégneses indukcio kikapcsolasaval mar egy més doménszerkezetii,
mas magneses teril anyagot taldlunk. Ez a hiszterézis jelensége (1. dbra. (5.1))

1.8 7

B (T) Bg f'?*- ——/?____?—_—”—_
1.2 4 I-' / —17T
| / 15T
06 i | 127
He | 10T
0 X |
T | —08T
06 :.' | 05T
—03T
/ f
1.2 1 // jll
— H (A/m)
1.8 4 L L L ;
-150 -100 <50 0 50 100 150

5.1. dbra. Hiszterézis hurok [11]

Habar a jelenség nem linearis, minden pontban beszélhetiink permeabilitasrél
n(H)H = B

alapjan. Mivel a magneses domének hatara joval konnyebben mozgathatd, mint
az elemi spinek, ezért jéval nagyobb magneses permeabilitast kapunk, mint a dia-
illetve paramdgneses anyagoknal, akdr 11/ g ~ 106 is lehet, de 10-10* tipikus értékek
(a fenti dbrén tipikusan 10%). A gyors véltozds addig tart, amig a teljes anyag egy
magneses domén, ekkor a p értéke lecsokken a paramagneses anyagok szintjére,
azaz tobb nagysdgrendet esik. Ez a mégneses telitédés (szaturacid). Mégneses
szaturacional a magneses indukcié értéke a legjobb vasotvozeteknél ~ 2 T.

Ha kikapcsoljuk a kiils6 mégneses teret, miutan szaturaltuk az anyagot, akkor
kapunk egy remanens magnesezettséget, azaz egy megmarado méagneses dipolstiri-
séget.
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5.5.1. Hatarfeltételek

Tekintsiink olyan anyagot, ahol az anyagi jellemz6k hirtelen valtoznak meg (részlegesen
homogén anyagok). A hataron a div B = 0 és rot H = J elektrodinamikai analégiajara

B, és H; folytonos, (5.63)

ha nincs kiviilrél adott feliileti aramstiriiség.
Ez nem jelenti persze azt, hogy a két anyag hataran nincs feliileti aramstirtiség. Va-
l16ban, ha a feliilet z irdny, akkor M = M10(z) + M,O(—z2), ezért

Jindi = €ijk3ij =e, X (Ml - M?)(S(Z)' (5-64)

Ez a 0(z) miatt a feliileten folyé dramnak felel meg.

5.6. Magnetosztatikai feladatok megoldasi mdodsze-
rei
Megoldandé
div B =0, rot H = J, és B,, H, folytonosak. (5.65)
Ennek megoldésandl a a kovetkezd szempontokat vehetjiik figyelembe

e Vektorpotencial a legaltalanosabb esetben is mindig bevezethet6: B = rot A. Ek-
kor adott H(B) vagy M (B) relaci6 esetén igy a

rot(H (rot A)) = J, vagy — AA = —pug[J + rot M(rot A)] (5.66)
egyenleteket kell megoldanunk.

e Ha részlegesen homogén kozegeket tekintiink, akkor az anyagi paraméterek allandé
értékével szamolhatunk a homogén részekben, a kozeghatdrokon a fent targyalt
hatarfeltételeket alkalmazzuk. A koévetkezdkben csak ilyenek targyaldsara szorit-
kozunk.

e Ha az anyag linearis, akkor B = puH 0Osszefiiggés alkalmazhaté. Hasonld kozelités
alkalmazhaté akkor is, ha az anyag nem linearis ugyan, de nem til nagy valtozéso-
kat tekintiink. Ha példaul az anyagban maradandé M, méagnesezettség van, akkor
kis magneses terek esetén felirhaté6 B = puH + poM,. A két esetet Gsszevonva
Coulomb mértékben (div A = 0) kapjuk

1
ANA = —pd — porot Mo, A és —rot A folytonos a hatdron.  (5.67)
i
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e Ha J = 0, akkor rot H = 0 miatt létezik (mdgneses) skaldrpotencidl, H =
—grad ®,,. Ha J = 0 csak egy véges térrészre vonatkozik, akkor ott ugyan bevezet-
het6 a magneses skalarpotencial, azonban nem feltétleniil egyértéki fliiggvényként.
Ugyanis az Ampere torvény alapjan

jfdsH:—ach:/de = 5c1>M:—/de:—1, (5.68)

azaz ®p-nek ugrasa van. Végtelen vezetd esetén példaul &, = —I¢/(27), innen
gradiens képzéssel adédik a mar latott (5.21) képlet. Ha ebben az esetben altalanos
linearis kozelitést alkalmazunk az anyagban, akkor

Osszefoglalva tehét ekkor a megoldandé egyenlet

0Py,

,UA@M = Ho div M07 (I)M és —U—F
on

+ ponM, folytonos a hataron.
(5.70)

Alkalmazas:

Homogén Hy méagneses térbe helyezett p permeabilitdsi R sugart gémb még-
neses tere és indukcioja.

Megoldas

Ezt mar megoldottuk elektrosztatikdban (1. (4.32)). Annak analégidjara

T - pr — 1 R? 7. _ 3
kiviil: by = —Hpx [1 — 2 7’_3} beliil: b, = 9T o 0X,
(5.71)
vagyis kiviil a kiils6 tér mellett egy dipdl jarulékat kapjuk
s — 1
m =" 4rR3H,. (5.72)
pr + 2
Beliil egyenletes teret kapunk:
3 3 by 1 3, — 1
H = H, B--" ,H, M-‘pg-2t—Yyg
2+ py 2+ pir Ho 2+ pir
(5.73)

Tokéletes diamégnes esetén u,. = 0, vagyis a magneses indukcié beliil nulla,
learnyékolodik a kiilsé tér. Ezzel lehetové valik, hogy a tokéletes diamagnese-
ket a magneses tér egyenleteinek targyalasakor mint hatdrfeltételeket vegyiik
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figyelembe, hiszen a méagneses indukcié normalis komponenseinek folytonos-
sdga miatt a hataron B, = 0 feltételiink lesz. Ez analég az elektrosztatika
tokéletes vezetdinek esetével.

Er6s ferroméagnes esetén pu,. nagy, vagyis a bels6 magneses tér nulla, a még-
neses indukcié azonban nem. ¢

Alkalmazas: Gombmagnes tere

Mekkora a méagneses tér és magneses indukcié egy R sugari gdmbmaéagnes
esetében, ha magnesezettsége homogén M7

Megoldas

Viélasszuk a z irdanyt M irdnyanak. A gombon beliil dlland6 a magnesezett-
ség, 1igy div M csak a hataron nem nulla, a relevans mennyiség

M
'I’LMQZX 0

= Mo% = My cosf = MyP;(cos0) (5.74)

gémbi koordinatarendszerben.

A Laplace-egyenlet megoldasat két részletben keressiik: beliil legyen &/,
kiviil &9, ezekre
APy =0, APy = 0. (5.75)

A hatarfeltételek
CI)Ml = CI)MQ, 8n<I>M1 - 8n<I>M2 = 'nMO = M()Pl(COS 9) (576)

A megoldas a p-fiiggetlenség miatt kereshetd Legendre-polinomokkal kifejtve.
Mivel az r = 0 illetve az r = oo értékek végesek, marad

Dy = Z Agr®Py(cos ), Dpg = Z Byr "t Py(cos 6). (5.77)
=0

=0

A hatarfeltételek:

AR =B, (AR + ((+ 1)ByR™% = Mydp, (5.78)
innen
App1 = Beyn =0, A1 =My/3 By =RM/3. (5.79)
Tehat a gomb belsejében
M, M 2
Prn = ?OZ =  Hyeu = —3 Bhai = po(H + M) = %M.
(5.80)
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Beliil a magneses tér és magneses indukcié homogén. Erdekes, hogy a mag-
neses tér ellentétes a magnesezettséggel. Kiviil:

MyR3
Dpro = 3,2 cos 6. (5.81)

Ez egy m = 4%R3M o erosségl dipdl tere. Ha kiszamitjuk a dipdlstirtiséget

VTT"b = M, visszakapjuk a gombmagnes homogén mégnesezettségét. ¢
gom
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6. fejezet

Maxwell-egyenletek

Mig egy toltés egy semleges testet polarizal, azaz elektromosan aktivva tesz, egy aramkor
jelenléte nem indukal dramot egy mellette levd vezeté hurokban. De Faraday 1831-
ben észrevette, hogy az aram megvaltozdsa méar hatassal van a masik aramkorre. A
korben indukalédo fesziiltség, Faraday megfigyelése szerint, ardnyos a magneses fluxus
valtozasaval:

d
SszdE, F = /Bdf = £E= —d—]t:. (6.1)
OF F
A Stokes-tételt felhasznélva
0B 0B

Ez a masodik Maxwell-egyenlet id6fiiggd, teljes alakja.

Megjegyzés: a € és F kozotti 1-es egyiitthaté nem véletlen, a Lorentz-erével konzisz-
tens. Ha ugyanis egy merdleges magneses térben levo aramhurkot megnovelek egy kis d/¢
szakaszon dx-szel, akkor az ezen a szakaszon levo toltésekre F' = quB nagysagu er6 hat,
ami megfelel egy E = vB térer0sség hatasanak. Emiatt d(E = 0€ = dldzB/dt = dF/dt.

Idofiiggés esetén modositani kell a rot B sztatikaban megismert egyenletét is, hiszen
most

E
div [rot B — poJ] = MO% = Mofog(div E) = div [rotB — Lo (J + 508—>] =0.

ot
(6.3)
Innen ugyan nem kovetkezik egyértelmiien, de a sztatikdval ekkor kapunk egyszertien
egyezést, ha a divergencia argumentuma nulla. Ebben az esetben kapjuk a kévetkezo
egyenletet:

E
rot B = pg (J + 5088—25) . (6.4)
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Ezzel egy konzisztens egyenletrendszert kaptunk, a Maxwell-egyenleteket:

1
divE = — o, divB =0
€o
0B OE
rot KB = —W, rot B = Mo (J + 505) . (65)

Jelolés: miutdn uoeo dimenzidja (s/m)?, igy egy sebesség dimenziéji mennyiség inverz
négyzete; ezért irjuk

1
Hogo = = = c=2.99-10° . (6.6)
C S

c fizikai jelentése a fénysebesség lesz, 1. késébb.
Megjegyzés: a tovabbiakban olykor az idoderivaltat 0, alakban fogjuk irni.

6.1. Vektor- és skalarpotencial

Mivel div B = 0, ezért tovabbra is igaz, hogy egy vektorpotencial rotacidja:
B = rot A. (6.7)
Ha ezt visszairjuk az E egyenletébe
0 =rot E+ 0,B = rot [E + 0, A]. (6.8)
Egy nulla rotacioji vektormezot irhatunk gradiens alakjaban:
E+0A=—-grad®d = FE=—grad®—0JA, (6.9)

vagyis a skalarpotencidl valamivel bonyolultabban jelentkezik az elektromos tér kifejezé-
sében.
Ha ezeket visszairjuk a Maxwell-egyenletekbe:

—divE=Ad+9VA=-2

€0

1 1
—1t0t B=AA—-V(VA)=—pugd + SV + gafA. (6.10)

Ismét felhivjuk a figyelmet arra, hogy A és ® nem fizikai mennyiségek, csupan E és
B azok. Emiatt ha olyan vektor- illetve skalarpotencialt valasztunk, amely ugyanazt az
E-t illetve B-t adja, akkor ez ekvivalens az eredeti vélasztdssal (mértékinvariancia, mér-
tékszabadsdg). 1do6fiiggd esetben A-t tovabbra is egy gradienssel lehet megvéaltoztatni,
mert annak rotacidéja nulla, viszont az elektromos tér bonyolultabb kifejezése miatt a
skalarpotencial masképp valtoztatando:
ov
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A mértéktranszformacioval 6sszekothetd A és @ terek ekvivalenciaosztalyokat jelolnek ki
az Osszes téren beliil: ezek a mérték-orbitok (mértékpalydk). A mértékpélydkhoz azonos
fizika tartozik. Megtehetjiik tehat azt, hogy a mérték-orbitokbdl mindig kivalasztunk egy
reprezentans elemet (ami itt persze egy teljes A(t,x), ®(¢,x) mezékonfiguraciét jelenti).
A kivélasztds mddjat nevezziik mértékrogzitésnek, az azt leird egyenletet mértékfelté-
telnek vagy egyszertien csak mértéknek. Nyilvan olyan mértékrogzitést kell valasztani,
amely minden mérték-orbitot csak egyszer metszi el'. Vannak kiilénosen jol bevalt mér-

tékek:

e Coulomb-mérték: itt eléirjuk a divA = 0 feltételt. Ez teljesithetd, hiszen ha
div A # 0 eredetileg, akkor megkdvetelve a div A" = 0-t kapjuk

0=divA'=divA+ AV = AV =—divA, (6.12)

amely egyenlet megoldhatd, pontosabban marad benne egy térben allandé de eset-
leg idofiiggo konstans. Ebben az esetben a skalarpotencial egyenlete ugyanaz mint

a staciondarius esetben:
t !
/ d%’%. (6.13)

AD=-2 = otx) =

€0 47’(’80

Ezzel a megoldassal rogzitjiik az idofiiggd konstans értékét nullara.

Miutan megvan a ® értéke, visszairva a masodik egyenletbe:
1., 1
c c

Itt a bal oldal divergenciaja nulla, és ezzel konzisztens a jobb oldal is, hiszen —pg-at
kiemelve:

div [J — £00,V®] = div J — 00, A® = div J + 0,0 = 0 (6.15)

a kontinuitasi egyenlet miatt. Fogalmazhatunk tgy is, hogy J-t felbontjuk transz-
verzalis és longitudindlis részre, hogy

J=J,+J,, VJ, =0, é VxJ, =0, (6.16)

ekkor csak a transzverzalis mdédus szerepelhet az el6z6 egyenlet jobb oldalan:

1
NA — gﬁfA = — ;. (6.17)

'Ez néha nem is olyan egyszerti (Gribov-probléma).
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e Lorenz-mérték (sugdrzasi mérték): ekkor azt koveteljiik meg, hogy

1
VA+ Eatq) =0. (6.18)
Ebben az esetben mindkét egyenlet ugyanolyan alakot 6lt:
L 0 L o

Lathatéan mindkét mértékben a tér- és idoderivaltak egy kombinécidja jelenik meg:
L
O=A— gﬁt, (6.20)

ez a d’Alambert operator. Ezzel

00 =-2,  OA=—pd. (6.21)

Eo’
6.2. Maxwell-egyenletek anyag jelenlétében

Anyag jelenlétében ugyanazokat a gondolatokat hasznélhatjuk, mint idofiiggetlen eset-
ben. Egy helyen kell csupan moédositani: ha a polarizacios téltések mozognak, az aramot
képvisel. A teljes aram tehat

Jiot = J + T pirr + J por ahol J ity = r0t M, (6.22)

ahol J,, a polarizaciés toltések mozgasabol szarmazoé aram. A toltésmegmaradds mér-
legegyenlete miatt:
0 = 0r0por + div J oy = div [J poy — O+ P . (6.23)

A zaréjel rotacioként irhaté, ez azonban J ;. korrekciéjat jelenti, vagyis vehetjiik nul-
lanak. Ekkor

J ot = O P. (6.24)
Ezzel:
1
—rot B—e¢OE = Jior = J+ T ity +Jpot = J+rot M+0,P = rotH =J+0,D.
Ho
(6.25)
Vagyis kozegben a Maxwell-egyenletek:
div D = p, divB =0
0B oD
rot £ = —E, rotH:J+E (626)
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Ennek megolddsdhoz kellenek a D(FE) illetve B(H ) konstittucids relacidk, most méar
idofiiggo esetre. Itt figyelembe vehetjiik azt, hogy az idofiiggés akkor jatszik fontos
szerepet, ha elég gyorsak a terek idébeli véltozasai, kiilonben végig stacionarius esetet
tekinthetiink (azaz teljesen elhanyagolhatjuk az idéderivaltakat). Ez a legtobb esetben
azt jelenti, hogy az idéfiiggés jéval gyorsabb annél, hogy az anyag belsé szerkezete (pl.
mégneses domének) jelentésen dtrendezédhessenek. Ezért, ha az id6fiiggés fontos, akkor
a linedris kozelités jo lesz mind az elektromos, mind a magneses terek esetén.

Emiatt gyors id6fiiggés esetén, részlegesen homogén anyagban (vagy vakuumban) a
homogén részekben igaz lesz:

1 1
rotrot E = graddivE — AE = —gradp — AE = —0,rot B = —po,J — —26t2E
£ c

1 1
rotrot B = graddivB — AB = —AB = protJ + —d,rot E = prot J — —QGEB,
c c
(6.27)

azaz

1
OB = —uV x J. (6.28)

Vagyis a F illetve B terekre is a d’Alambert operator adja az idofejlodést.
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7. fejezet

e s o

Elektromagneses tér energiaja

Ha magneses tér is jelen van, akkor az energia kifejezése megvaltozik. Mivel a magneses
tér létrehozéasakor az indukcio jelensége fontos, ezért nem hanyagolhatjuk el az idofiiggést.

7.1. Az energia mérlegegyenlete

Az idofliggést felhaszndlva azonban az energia- és impulzusmegmaradas egy mas szem-
léletét kapjuk. Ehhez nézziik meg, hogy egy toltés mozgatasakor mekkora teljesitményt
kell leadnunk. A teljesitmény kifejezése dltalaban Pr = v F, és ha az er6 elektroméagneses
kolesonhatasbol szarmazik, akkor

Pr=vq(E+vxB)=quE = Pp= /d3x J(x)E(x). (7.1)
A tér felépitéséhez sziikséges teljesitmény ennek ellentettje. Ezért
P=—Pp= —/d3xJ(x)E(x) = p=-EJ (7.2)

teljesitménysiirtiség definialhaté. Ezt atirhatjuk a Maxwell-egyenletek segitségével

—EJ =E(—rot H+0,D)=FE0;D — Erot H+ Hrot E — Hrot E =
=FE0,D+ HO,B — Erot H+ Hrot E. (7.3)

Az els6 két tag teljes idéderivalt alakjaban irhato
Eo,D + HO,B = 0w, ow=FE)D+ HoB (7.4)

Linearis anyagokban:

1 € 1
— (DE + BH) = —E?> + —B?. 7.5
w 2( + ) 5 +2N (7.5)
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Az utolso két tag teljes divergencia, hiszen definidlva
S=ExH (7.6)
Poynting-vektort, annak divergencigja eléallitja a kivant tagokat:
div S = 0ieiji(EjHy) = Hyeijn0i Ej — Ejeji0;Hy = Hrot E — Erot H. (7.7)

Vagyis azt kapjuk, hogy
Ow+divS +JE = 0. (7.8)

A teljes térre integralva a divergencia nem ad jarulékot, azaz

O / d*xw = / d*x(—JE) = P, (7.9)

vagyis a w integralja az elektromdagneses tér energiajaként értelmezheto, w maga ezért
az energiaslriiség. Valoban, csupan az elektromos részt tekintve mér taldlkoztunk ezzel
a kifejezéssel (1. (4.45)).

Emiatt (7.8) az energia megmaradasat fejezi ki mérlegegyenlet formajaban. Ilyen mo-
don a S Poynting-vektor is fizikai értelmet nyer, ez képviseli az energia-aramsiriséget,
azaz Oyw + div S egyiitt az elektromdagneses tér energidgjanak mérlegegyenletét adja. Az
utolsé tagot (JE) vagy forrdasnak tekintjiik, vagy az elektromégneses térben mozgé ara-
mok teljesitménystirtiségének értelmezve az energia anyaghoz kotott részét képviseli.

Itt is megtehetjiik azt, hogy a tér forrdsat, azaz az aramsiirtiséget rogzitjiik, és az
anyagot valtoztatjuk. Vonjuk ki az anyag jelenlétében érvényes energiat az anyag nélkiil
érvényes energiabol. Mivel a forrasok ugyanazok, azaz J = J, irhatjuk, hogy

SW' = / ExJ(E — Ey)dt = / Ex(JoE — JE,)ét. (7.10)
Beirva a J = rot H — 0, D kifejezést, ugyanazt kell végrehajtani, mint fent:
W' = / d*x(Hy 0B — HOBy + ESDy — Ey D). (7.11)
Linearis anyagban
W = % / d*x(Hy,B — HBy + ED, — EyD). (7.12)
Kihasznélva, hogy B = po(H + M) és D = ¢ E + P, kapjuk
W = %/d?’x(MBO — PE,). (7.13)

A maésodik tag ismerds, az els6 a magneses anyag jaruléka. De ne felejtsiik el, hogy ha az
aramhurkok rogzitettek, akkor valtozé magneses tér fesziiltséget indukal, ami csokken-
teni igyekszik az aramokat. Vagyis kiviil is munkat kellett végezni az aramok fenntartasa
érdekében. Ezért a magneses rendszer inkabb a konstans potencialban mozgatott die-
lektrikum példajaval analog.
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7.2. Az impulzus mérlegegyenlete

Hasonl6 médon jarhatunk el az impulzusvéltozasnal is: ha egy probatoltést helyeziink
elektromagneses térbe, akkor a ra haté er6 a Lorentz ero:

F = /d3x(gE+ J x B). (7.14)

Az er6 az impulzusvaltozas forrdasa, ugyanolyan szerepet jatszik, mint a teljesitmény az
energianal. Ezért megprobalhatjuk kifejezni az elektromagneses tér impulzus mérleg-
egyenletét.

Atalakitva a jobb oldalt

oE+JxB= EdivD — B x (rot H—0,D)=EdivD + B x 0;D — B xrot H =
= 0(BxD)-BxD+EdivD+ HdivB - B xrot H =
= —0(DxB)+EdivD+ HdivB - B xrot H—D xrot E. (7.15)

Az elsé tag teljes idéderivalt, a masodik tag pedig teljes divergencia, hiszen linearis
anyagban

(E divD — D X rot E)z = EZ@D] - EkiijgkemagEm = EZQJD] — DJ&E] + DjajEl =

1
és hasonlé egyenletet kapunk a magneses szektorban is. Bevezetve
1
g=DxB=+S (7.17)
c
és .
Tij = §(DE + BH)d;; — E;D; — H, B, (7.18)
mennyiségeket, azt kapjuk, hogy
0vgi +0;1;; + (oE +J x B); = 0. (7.19)

Az egyenlet értelmezéséhez integraljuk ki a teljes térre a fenti kifejezést:

(9t/d3xgi = —/d3x(gE +J x B),. (7.20)

A jobb oldal az anyagra hato erd ellenereje, tehat a bal oldal nem mé&s, mint az elekt-
romagneses tér impulzusa, vagyis g az elektroméagneses tér impulzusstriségének. A
divergencia faktor pedig, a mérlegegyenletek szokdsos értelmezése szerint, az impulzus
aramsurusége vagy Maxwell-féle fesziiltségtenzor.
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8. fejezet

Kvazistacionarius eset

Az id6fiiggés targyaldsaban az elsd 1épés, ha a masodik derivaltakat elhanyagoljuk (6.28)
egyenletben (vagyis a d’Alambert operator helyett Laplace-operédtort vesziink). Ennek
fizikai oka az lehet, hogy a méasodik derivdlt egy 1/c* faktorral van beszorozva, vagyis
csak akkor jelentos, ha a mezok térbeli és idébeli véaltozasanak skéalaja ¢ faktorban kii-
16nbozik. Ez azt jelenti, hogy az azt 1étrehozoé toltések mozgasara is ez kell vonatkozzon,
tehat v ~ c esetben lesz jelentds. Lassu, kis frekvencids mozgasok esetében tehat vald-
ban elhanyagolhatjuk ezeket a tagokat. Szabad toltéshordozokkal rendelkez6 vezetékben
lejatszodo alacsony frekvencias folyamatok leirasara példaul igen alkalmas ez a kozelités:
ezt fogjuk most megvizsgdlni.

J6 vezetokben gyakran eltekinthetiink a szabad toltések felhalmozodasatol, azaz ve-
hetjiik a o = 0 kozelitést. Feltehetjiik tovabba, hogy az aramstiriiség linearisan fiigg a
térerdsségtol

J=0FE (Ohm torvény). (8.1)

Ezzel a Maxwell-egyenletek zartta valnak. A fenti atirdssal
OF = poo E, 0B = poo,B. (8.2)

Ez a tdvirc-egyenlet. Alacsony frekvencias hataresetben elhanyagolva a masodik derival-
takat kapjuk:
AE = nooE, AB = o0, B. (8.3)

A kvazistaciondrius esetben a potencidlokra Lorentz mértékben, linearis anyagban a
kovetkezo egyenlet vonatkozik

ro=-2 = <I>(t,x)—i/d3 ot )

£ Are |x — xX/|

— ﬁ 3 /J(t,xl)
AA=-p] = A=l / — (8.4)
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8.1. Indukcids egyiitthatdé

Vegyiink valtozo aramsiiriiségii rendszert homogén kozegben. Egy kijelolt C' = OF gorbe
mentén mérhetd elektromotoros eré ekkor, (8.4) alapjan:

/
Eo = —at/ df B = —at]{ dsA = —ﬂj[ ds/df”x'm. (8.5)
F C 4T Jeo x — x/|

Tegyiik fel, hogy az dramok vezetokben folynak, és a vezetokben az drameloszlas térbeli
eloszldsa nem véltozik idoben, csak a nagysdga. Vagyis

J(t,x) = Z]i(t)ji(xl)' (8.6)

Ezt visszairva kapjuk:

: 1 5 3i(X)
==Y Lo, Lei=1-¢ds [d . -
Ec Z c =1 f s/ S — (8.7)

Az L csak az drameloszlas geometridjatol fiigg, azaz idében allandd, neve indukcids
egyiitthato.

Ha vékony vezetokrdl van sz6, amelyek C; gorbék mentén folynak, akkor az k. korben
ébredo elektromotoros erd

. 1
&= — ZLML‘» Ly; = £ ds% ds’ (8.8)
i Ci

4t Je, Ix — x|

Ly; a kolesonos indukeid egyiitthatd. k& = i esetén 6nindukcids egyiitthatérol beszéliink,
de ekkor nem szabad a vezetd vastagsagat elhanyagolni.

8.2. Magneses tér kvazistacionarius dinamikaja ve-
zetokben, skin-effektus

Nézziik most a magneses tér egyenletét (8.3) alapjan, és vizsgdljuk meg az id6fiiggést két
példan keresztiil:

Alkalmazas:

Induljunk ki egy inhomogén méagneses konfigurdciéb6l B(t = 0,x) = b(x).
Homogén vezetd kozegben hogyan fejlodik a mégneses indukcié idoben?
Megoldas

Erdemes térbeli Fourier-transzforméciét végezni a B téren

B(x) = / %eikxmk), B(k) = / d*xe”™* B(x). (8.9)
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Ekkor

P’k 2
AB(x) = [ —= ¢"*(—k*)B(k), (8.10)
(2m)?
Ezzel
K iox k*B O,B| =0 8.11
(27)36 [ +[,LO' 't ] = U. ( . )
Inverz Fourier-transzformacio utan
k’B + pod,B = 0, (8.12)
amely egyenlet megoldédsa
2y
B(t,k) = b(k)e . (8.13)

Lathatéan a mégneses tér konstanshoz tart, hiszen a konstans részre k =
0, az nem csillapodik. Minél nagyobb a hulldimszam, azaz minél nagyobb
k, anndl gyorsabban lecseng annak amplitiddja. Mivel a nagyfrekvencias
Fourier modusok felel6sek az ,élekért”, igy az idofejlodés soran egyre simabb
lesz a magneses indukcio. ¢

Alkalmazas:

Adott egy félteret kitolto p,. relativ permeabilitdsi anyag. Kiviil hatarfelté-
telként H (t) = Hye ™! mdgneses teret {runk el8, ahol H, konstans. Milyen
lesz a magneses tér az anyagban?

Megoldas

Az anyagon belill igaz a hévezetési egyenlet H-ra

AH = uoo,H. (8.14)

A hataron H; és uH, folytonos minden idépillanatban. Emiatt minden
aranyos e~ “'-vel, vagyis H (t,x) = h(x)e ™!. Ezt az alakot visszairva kapjuk

Ah = —iwpoh. (8.15)

A kezdeti feltétel fiiggetlen a transzverzalis (x és y) koordindtéktdl, igy a
megoldés is az lesz. Legyen a normélis koordindta z, ekkor h(x) = h(z), és

d*h;
T2 = —iwpoh;. (8.16)
2
Ennek megoldéasa
hi(2) = hi(0)e*=, K = —iwuo. (8.17)
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Be szoktdk vezetni a § = (1 —i)/k mennyiséget. Ennek értéke

1—1 2
K= \/—lwpo 5 = J ”w;w (8.18)

Hatarfeltétel, hogy z — oo esetén ne legyen végtelen a tér, emiatt a negativ
eléjelet kell valasztanunk. Ezenfeliil a transzverzalis H megy folytonosan at
a hataron, valamint a normalis iranyu B. Emiatt

H,(t,x) = H e i wt=2/0)=2/3 H,(t,x) = i1'170n.e*i(w'5%/5)*Z/‘S. (8.19)
Vagyis valamennyi komponens amplitiddja exponencidlisan lecseng o karak-
terisztikus tavolsagon. Adott anyag esetén a frekvencia novekedtével § csok-
ken. Nagy frekvencia mellett a magneses tér tehat egyre inkabb csak az anyag
feliiletén van jelen. Emiatt ezt az effektust bér-effektusnak (skin-effektus) ne-
vezziik, a 6 mennyiséget pedig behatoldsi mélységnek vagy skin mélységnek.

Idedlis diamagnesnél vagy tokéletes vezetOben § = oo, azaz nincs lecsen-
gés. Ugyanakkor a normél komponens amplitiddja le van normalva 1/p,.-rel,
vagyis ha van kiviil B, akkor belill a H,, végtelen, igy az energia is (BH/2).
Ez azt jelenti, hogy idedlis diamagnes vagy tokéletes vezeto kiilso feliiletén
B,, = 0 kell legyen, ahogy ezt mar kordbban is lattuk (1. (5.73)).

Az dramstiriség:

J=rot H =¢, X

0 1—1

Az aramsiriség aranyos a transzverzalis magneses térrel, azaz ez is lecseng
z-ben. Nagy frekvencianal tehat csak a vezetok feliiletén folyik aram.

e. x H,. (8.20)

Kiszamithatjuk a hoveszteséget is. A lokélis hoteljesitmény

I, 2 z 3w L, /5
Egy periédusra 4tlagolva (cos? wt) = 1/2 miatt a kovetkez6 alakhoz jutunk:
Lo 95 uwH@t —22/8
(P) = o He %)% = — e /9, (8.22)
A teljes leadott teljesitmény egy dxdy feliileten:
dxdy H? _ dxdy H?
P — d3 oy 0t / 22/5 0t 823
() = [ @x(P) - - (32
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9. fejezet

Teljes idofiiggés: forrasok nélkiili
megoldas

Most tekintsiik a Maxwell-egyenleteket teljes idofiiggésiikkel. Mint lattuk, ilyenkor a
konstiticids relacidk linearis kozelitése a legtébb anyag esetén megfelel6 lesz. Ekkor
részlegesen homogén kozegekben ugyanazok az egyenletek igazak, mint vakuumban, igy
az elektrodinamika Gsszes egyenlete hasonld szerkezetii lesz:

Ov = —f. (9.1)

Lorentz mértékben a potencidlok minden komponensére, Coulomb mértékben a vektor-
potencialra, adott forrds esetén az E és B komponenseire ez az egyenlet lesz igaz. A
d’Alambert operatorban levé konstans linedaris kozelités esetén

1 c c

VER el
n a torésmutatd. A legtobb anyagra, amelyben a fény terjedni képes, u, ~ 1 jé kozelités.
Ezért a torésmutato vizsgalatandl haszndlhatjuk a n ~ /e, képletet.

A fenti egyenlet inhomogén linearis masodfoku parcidlis differencialegyenlet. Az al-
talanos megoldas két rész Osszege

Ck

e a homogén rész (f = 0) altaldnos megoldasa
e az inhomogén rész egy partikularis megoldasa.
Most kezdjiik a homogén egyenlet vizsgalatat, azaz

OW = 0. (9.3)

t+iwt—ikx

Az egyenlet megoldédsat keressiik W (t,x) ~ e alakban. Visszairva kapjuk:

w? = K, (9.4)
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vagyis w fiiggvénye k-nak: ezt a fliggést hivjak diszperzios relacionak. Ha nincs kitiinte-
tett irdny a térben, akkor csak |k|-t6l fiigghet w — jelen esetben a fiiggés linedris.
Az éltalanos megoldas a fenti alakok Gsszege tetszoleges egyiitthatoval:

1 [ d®k . o
U(t,x) = 5/(2703 (a(k)e ™rtHilex 4 p(k)elrt i) | ahol  wy = ke (9.5)

(a kezdeti 1/2 csak a kényelem kedvéért van a képletben, hiszen a és b tetszoleges egyiitt-
hatdk). Mivel ¥ valés (U*(t,x) = (¢, x)), ezért a*(—k) = b(k). Emiatt

B(t,x) = R / % (k) eientHikx _ / % ao(K) cos (—wit + kx + é) . (9.6)

ahol a(k) = ape’®. Emiatt minden linedris kifejezésben nyugodtan hasznalhatjuk a
komplex megoldést (a b(k)-s rész nélkiil), a végén a valds részt vessziik.

9.1. Csoport- és fazissebesség

A fenti megoldas sikhullamok Osszegét irja le. Feledkezziink meg egy idére arrdl, hogy
wr = ck, hogy a targyalas a késébbiekre is érvényes legyen.
Tekintsiink egyetlen médust elészor (monokromatikus sikhulldm). Ebben a valédi,
valos megoldas alakja
U(t,x) = acos(wt — kx + ¢), (9.7)

ahol a és ¢ paramétereket a kezdeti feltételbol hatarozhatjuk meg. Ez a megoldas halado
sikhullamot ir le. A megoldas idében és térben is periodikus. Egy t = to-n kivalasztott
Xo ponttal azonos fazisban levé pontok halmazéanak elemei:

wty — kxo + ¢ = wt — kx + ¢ + 2nm, n € N. (9.8)
Ebbél
A L P
X = X0 + (t — to)vsk + Ank + Bk, vf:%, )\:%, Kk, = 0. (9.9)

t = to-nal tehat xo-lal azonos fazisban van a k-ra meréleges sik (hulldmfront), valamint
ennek A-val valg eltoltjai (hulldmhossz). Az idé elérehaladtdval a hullimfrontok K ird-
nyaban vy sebességgel haladnak tovabb, vagyis ez az azonos fazisi pontok sebessége, a
fazissebesség. Vakuumban vy = ¢ =allandé. Miutan az elektromagneses hullamokat a
fénnyel azonositjuk, ezért a fazissebesség a fénysebesség.

Monokromatikus sikhulldmnél igaz, hogy

U(t,x) = U(0,x — vstk), (9.10)
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azaz a hullimalak csak eltolédik, nem deformalédik. Altaldnos a(k) esetén ez nem lesz
igy, a hulldam gyorsan 0sszekuszalodik. Viszont ha azonos irdnyu sikhulldmokat tesziink
Ossze, akkor a hullamterjedés iranyat tekintve x irdnynak irhatjuk

dk i
U(t,z) = /% a(k)e wkttike, (9.11)
Tegyiik fel, hogy azon a tartomanyon, ahol a(k) # 0, ott wy, lassan véltozik. Ekkor sorba
fejthetjiik valami kozepes ko koriil:

dw
wi = wo + (k — k:o)d—kk (9.12)
k=ko
Bevezetjiik a csoportsebességet a kovetkezo képlettel:
dwk
Ves = —— ) (9.13)
dk | p—,
ekkor
\I/(t ZL‘) — /% a(k)e—i(wo-l—(k—ko)vcs)t—l—ikx _ e—i(wo—kovcs)t/% a(k)e—ikvcst+ikx _
’ 2 27
— e‘iwo(l_”“/”f)t/;l—k a(k‘)eik(m_””t) — e two(l—ves/vg)t V(0,2 — vest). (9.14)
T

Lathatéan egy fazisfaktor erejéig megmarad a hullam alakja. FEzért beszélhetiink hullam-
csomagrol, amely a burkoléjat megtartva stabilan halad elére az idoben v.s sebességgel,
ez indokolja a csoportsebesség elnevezést. Altalaban v # vy, kivéve, ha wy linedris
k-ban, mint a vakuumbeli fényterjedésnél. A fazisfaktor el6tagban a fazis valtozasa ara-
nyos 1 — v.s/vs-vel, vagyis nulla, ha v.s = vy. Ennek jelentése: a burkol6 alatt az elemi
hullamok v; sebességgel haladnak eldre.

Informacio kiildésekor mindig hullamcsomagot kell eléallitani, hiszen végtelen sikhul-
lamban nincs semmi szerkezet. Emiatt az informacidtovabbitéds sebessége v.s. El6fordul-
hat bizonyos esetekben, hogy ezek a sebességek nagyobbak a fénysebességnél, ez azonban
csak annak a jele, hogy ott nem hasznalhatok ezek a fogalmak.

Ha a fazissebességet a fénysebességbdl a torésmutatoval képezziik, amelynek ismerjiik
a frekvenciafiiggését:

c  w
vs n k c ( )
Ekkor a csoportsebesség
1 c c
Ves = "dk N dn ~ LY de,” (9.16)
— n+w— n+—
dw dw 2n dw



9.2. Elektrodinamikai hullamok

Coulomb mértékben, végtelen térben
AP=0 = &=0

d*k

OA = Alt,x) = | ——
0 = (t,x) /(27T>3

A Coulomb mértékben div A = 0, ebbdl Ay(k)k = 0.

Egy monokromatikus komponensre az elektromos térerésség

Ag(k)ewnttitex (9.17)

E = —0,A = iwAge” @ = Byt (9.18)

vagyis
Eo = 7;(.UAO, (919)

ami azt is jelenti, hogy Eok = 0. Ez 6sszhangban van a div E = 0 feltétellel. A magneses
indukcio: o o
B = 1ot A = ik x Age Witikx — pggeiwitikx (9.20)
vagyis ennek amplitudoja
1~
BO =1k x Ao = -k x Eo. (921)
c

Erre isigaz, hogy Bok = 0, 6sszhangban a div B = 0 egyenlettel. Tehat monokromatikus
sikhullamban R, E, és By egymasra merolegesek. A magneses indukcié nagysagara
By = o (9.22)
c
Osszefiiggést kapunk.

A homogén Maxwell-egyenleteknek van egy érdekes szimmetridgja. Ha (6.5) vagy
az (6.26) egyenletet nézziik linedris anyagban, akkor észrevehetjiik, hogy a E — —cB
és B — E/c helyettesitésre ugyanazok maradnak a fiiggvényalakok. Ezt a leképzést
dualitasi transzformacionak nevezziik.

A kra meroleges altér két dimenzidés. Emiatt felvehetiink egy ortonormalt bazist
{R, ey, e}, és frhatjuk

E = (cye) + azey) e~ ik, (9.23)
e1 2 a polarizdciés vektorok; legyen kxe = e,, ekkor k X es = —ey. Egyiitthatdik, o o
lehetnek komplex mennyiségek is, amely a kétfajta polarizaciéju sikhullam kiilonb6zé

fazisat jelentik. Valoban, az igazi térerdsség a fenti mennyiség valds része, azaz a; =
E;e*¥i jeloléssel

E = Fye cos(kx — wt + 1) + FEsey cos(kx — wt + o)

E E
B = —eycos(kx — wt + ¢1) — Mel cos(kx — wt + ¢2). (9.24)
c c
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Adott x pontban az (F1, Fy) két dimenzids vektor egy gorbét rajzol ki az id6 elérehalad-
taval. Ha ¢ = (o, akkor ez egy egyenes, ekkor linearisan polarizalt fényrol beszéliink;
ha ¢ = ¢y +im/2, akkor a gorbe kor, a fény cirkularisan polarizalt. Altalénos esetben
ellipszist kapunk, a fény elliptikus polarizaciéjardl beszéliink.

A hullam energiastirtisége:

€0 12 L o €0 [ ; 2 2
w=—FE"+—B"=— |E*+ (kx E)°| =¢E". 9.25
B+ 5B = 2 [B 4 (kB = (9.25)
Lathaté moédon az elektromos és a magneses komponens ugyanakkora jarulékot ad az
energiastriséghez. Ebben az egyenletben a valodi id6fiiggést kell hasznalnunk, hiszen
nemlinearis 6sszefiiggésrol van szé. Tehat

w = go (B} cos®(kx — wt + ¢1) + Ej cos®(kx — wt + ¢2)) . (9.26)
Egy periodusra atlagolva
w = %0 (E?+ E2). (9.27)
A Poynting-vektor
1 1 A 1.,
S=—ExB=—Ex(kxE)=—- kE*. (9.28)
Ho Chio Zo

ahol bevezettiik a Zy vakuumimpedancia fogalmat. Dimenziéjat tekintve ez egy ellenallas

jellegi mennyiség, értéke
Zo = poc = |22 = 376.7Q (9.29)
€0

Az energiadram iranya tehat a hullam irdnya, nagysaga pedig

S| = c0E? = cw. (9.30)

CloEo
Vagyis az energia-aramstiriiség és az energiasliriiség viszonya ugyanolyan mint a részecs-
kék esetén az aramstriiség és a toltésstrtiségé, J = vo.

Az impulzusstiriiség a (7.17) képlet alapjan ardnyos a Poynting-vektorral, nagysaga

g—C—i—% =  w=gc. (9.31)
A fenti képletek alapjan az elektroméagneses hullaimra gondolhatunk tgy is, mint ré-
szecskék aramadra, ahol a részecskék energiaja és impulzusa E = cp mdédon kapcesolodik
ossze. A relativitaselmélet szerint ez nulla tomegl részecskéket jelent. Ez a fotonkép
alapja. Az interferencia jelensége miatt azonban mindig megfontoltan kell alkalmazni
ezt az azonositast.
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9.3. Frekvenciafiiggd permittivitas, torésmutato

Bocsassunk egy linedrisan polarizdlhaté anyagra idéfiiggé elektromos teret. Az anyag
valasza erre a hatasra a polarizacio kialakulasa. Azonban a polarizacié értéke egy adott
idében nem feltétleniil az éppen akkor adott elektromos térrel ardnyos, a kornyezet, a
csillapitdas mind okozhat faziskésést, ami miatt a kordabbi értékek is szamithatnak. Azt
azonban mindenképpen elvarjuk, hogy a polarizacié nem fiigghet a hozza képest jovobeli
térerdsségektol. A polarizaciésiiriiségre megfogalmazva, és eltekintve a térkoordinataktol,
irhatjuk tehat:

P(t) = / dt' Ot —t"G(t,t') E(t) (9.32)
Ha nincs kitiintetett idépont, akkor G csak ¢t — t-t6l fiigghet. Ez a kifejezés a sztatika
(4.10) képletének, altaldnositasa, igy a P és E kozotti ardanyossagi tényez6t hivhatjuk
altalanos, id6fiiggd szuszceptibilitasnak:
eox(t—t) =0t —-t"Gt—-t) = Pt)=c¢ / dt’ x(t —t') E(t). (9.33)
A szuszceptibilitds értelmezése tehat valéjaban egy anyagi (lineéris) vélaszfiiggvény.
A fenti kifejezés egy konvolicié, Fourier-transzformaltja:

P(w) = gox(w)E(w). (9.34)
Fourier-térben tehat szorzat alaku az anyagi valasz. Az elektromos eltolas és a permit-
tivitas igy:
D(w) =¢goE(w) + P(w) =eo(1 + x(w))E(w) = & (w)=1+ x(w), (9.35)
P és E valéssaga miatt
P (w) = P(—w), E'(w)=E(—w) = x'(w)=x(—w). (9.36)

Hogy egy konkrét példat adjunk, tekintsiik a mikroszkopikus polarizalhatosdg mo-
delljét, egy harmonikus potencidlban kotott, de most csillapitott toltott részecskét. Bo-
csassunk erre a rendszerre idofiigg6 elektromos teret. A mozgasegyenlet egy dimenziéban

2
md2x + T8 + Dx = qE(t) = O%p+ 0w +wip = LE(1), (9.37)
m

ahol w = WQZ, v = % Ennek Fourier transzformalttal a megoldasa:

¢ 1
2 . 2
m wy — 1yw — w

plw) = E(w), (9.38)
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a polarizaciostirtiség pedig

N¢? 1
P = E 9.39
@=L k), (939

ahol N a toltéshordozok strlisége. Ha tobb sajatfrekvencia van, akkor azok Osszegét
fogjuk kapni. A relativ permittivitas tehat

N;q? 1
(W) =1 A . 9.40
er(w) + Z comy W — 7w — (9.40)

J

Ha megvan ¢,(w), akkor felirhatjuk a torésmutaté is n(w) = /e,(w) kifejezéssel.
Mivel vy = ¢/n, a fazissebesség frekvenciafiiggd. A diszperzids relacié w = kec/n most
tehat nem linedris, emiatt a csoportsebesség nem egyezik meg a fézissebességgel: a (9.16)
kifejezést kell kiértékelni meghatarozasahoz. A térerOsség kifejezése monokromatikus
sikhullam esetén:

E(t,x) = Egewitikxgn() (9.41)

Van egy masik effektus is, amely kapcsolatban van a nemtrivialis diszperzids rela-
ciéval. Lathatoan ugyanis a modelliinkben e,-ben van imaginarius rész is, ha v # 0.
Valéban:

1 1 1 1 w
%wjz- — YW — w2 T2 [w? —iw—w? Wi + iyw — w? - (w? — wZ)Q +y2w?’ (9.42)
Emiatt N o
Se, (w) = Z gojn JJ FEroEETE (9.43)
Ennek kovetkeztében a torésmutaténak is van képzetes része
n(w) = ver = Npe (W) + Ny (w), Nim(w) > 0. (9.44)
Ezt visszairva az idofejlédésbe
E(t,x) = Fgewttikxgnre(w) g—loxgnim (), (9.45)

Mivel n;,, > 0, ezért ez egy térben csillapodé hullamot ir le. A hullam energidja elnyeld-
dik az anyagban, emiatt az n;, mennyiséget abszorpcios egyiitthatonak is szoktak hivni.
Miutan n;,, eredete a mikroszkopikus csillapitds, igy valdjaban az energia a mikroszko-
pikus szabadsagi fokok csillapitasa miatt csokken. Szoktak definidlni a x opacitast is,
mely az energia-aramsiirtiség (intenzitas) csillapodédsénak jellemzé hossza egy o siirliségii
anyagban.

S(x) = Spe ™ = k= %n;—qg(w) (9.46)
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mivel a periédusra 4tlagolt Poynting-vektor S ~ |E|>. Ha e, kicsi, akkor n ~ 1 + ¢,/2,
azaz i, = [e./2. A (9.43) miatt e, ~ N, a részecskesiirtiséggel, az indokolja, hogy a o
stirliséget expliciten kiemelik, k igy érzéketlenebb az anyag allapotara.

Az abszorpcids egyiitthaté néhany jellemzo6jét gondoljuk végig.

e Minél kisebb az abszorpcids egyiitthatd, annal atlatszobb az anyag. Viz esetén
egy frekvenciatartomanyban kicsi az n;,, valéjaban ez hatarozza meg a lathaté
fény tartomanyat. Masodrendi fazisatalakulasnal minden frekvenciatartomanyban
megjelennek gerjesztheté mdédusok, igy mindenhol van csillapitds, emiatt latunk
kritikus opaleszcenciat.

e Szabad elektrongdzra w; = 0, v = 0, vagyis

N2 2 N2
T - =T (9.47)

erlw) =1- gomuw? w2’ gom

wp a plazmafrekvencia.
— w < wp frekvencidn ¢, < 0, vagyis n(w) tisztan képzetes, vagyis az elektrongdz
nem ereszti at a fényt.

— w > wp frekvencian az elektrongdzban nincs csillapitas. Ugyanakkor

n(w)—y/l—%<1 = oy =S>c (9.48)
w2 f n . .

A fézissebesség tehat nagyobb mint a fénysebesség. A csoportsebesség azon-
ban (9.16) alapjan

de 2w? c ne
T 2P Ve = — = 5 = nc < . (9.49)
dw w Wp , | WP
n+—4  pz4-L
nw w

kisebb mint a fénysebesség. w = wp-nél n = 0, igy a csoportsebesség nulla, a
tazissebesség végtelen!

e A légkor teljes opacitdsa (atlatszatlansdga) lathaté a 9.1 dabran [15]. Az opacitds
szdzalékos értékét 100/(1 + e?*L) kifejezéssel kaphatjuk, ahol L a légkor optikai
uthossza.

— A légkori frekvencidk alsé részében az ionoszféra (amely kozelithetd szabad
elektrongdzzal) atlatszatlan, vagyis visszaveri az elektromégneses sugarzést.
Ez hasznélhaté radidzéasra, mert a hullamok a Fold feliiletén nagy tavolsagra
is el tudnak jutni [9]. Az URH (VHF) hulldmok frekvencigja (hulldimhossza)
30-300 MHz (10-1m) maér felette van a légkori plazmafrekvencidnak, igy azok
csak rovid tavolsagon foghatok.
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9.1. abra. A légkor abszorpcids egyiitthatéjanak frekvenciafiiggése

— Magasabb frekvencian a légkor atlatszo lesz, itt a foldi radidcsillagaszati esz-
kozok kilatnak a vilagtirbe.

— Uténa kovetkezik egy tjabb atlatszatlan rész, amely elsosorban a molekuléris
gerjesztési frekvenciak jelenlétének koszonheto.

— A 390 és 750 nm (1 nm = 1072 m) koz6tt nincsen olyan gz, amelynek jelentés
elnyelése lenne — els6sorban a viz elnyelését kell itt figyelni. Emiatt a légkor
ismét atlatszo.

— Magasabb tartomanyokban a molekularis ionizacié egyre fontosabb szerepet
jatszik, emiatt a légkor ismét atlatszatlanna valik.

9.3.1. Kramers-Kronig relacié

Lattuk, hogy eox(t) = O(t)G(t), vagyis csak G(t)-bél csak a t > 0 értékek szamitanak,
a t < 0 tartomdny szabadon értelmezhets. A G(—t) = —G(t) valasztas esetén egyszerii
formuldkat kapunk. Mivel szorzatfiiggvény Fourier-transzformaltja konvolicid, valamint
a O-fiiggvény Fourier-transzforméltja:

1

Ow) = (9.50)

W+l

)
§—0t

ezért .
dw'  iG(W)
2 w —w + i
— o0

er(w) =14 (9.51)
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Valos fiiggvény Fourier-transzformaltjara

G (w) = / dt e ' G(t) = G(~w), (9.52)

paratlan fiiggvény Fourier-transzformaltja

G—w) = / dt e G(#) = / dtG(—t) = —Clw) = G'(W) = —Gw), (9.53)

vagyis G(w) tisztan imaginarius. Ekkor:

5L w-u) = Se(w) = W) (9.54)
w—w' + 1€

A fenti mikroszkopikus példaban

N;q? 2iyw
G(w) = A . 9.55
() Z Eomj (wj2 — w?)? + y2w? ( )

Altaldban a mikroszkopikus modellekbdl tetszéleges pozitiv fiiggvény johet. Ezt vissza-
irva az e, kifejezésébe:
dw' e (W)

S = ek

(9.56)
S

Ez azt mutatja, hogy e, imagindarius része teljesen meghatarozza az ¢,-t (Kramers-Kronig

relacié). Ez a kauzalitds kovetkezménye.

9.3.2. A vezetOképesség és a permittivitas kapcsolata

Bocsassunk anyagra idéfiiggé elektromos teret, legyen az idofiiggés monokromatikus,
E = Ege !, a helyfiiggést6l tekintsiink el. A térerésség polarizdciésiiriiséget hoz létre.
Linedris anyagban (9.34) szerint

P(t) = Pye ™", Py = gox(w)Ey. (9.57)
A polarizécié valtozésa a polarizécids toltések mozgésat jelenti, ami dramot jelent (6.24)
J =0,P = —iwP = —iwepx(w)E. (9.58)

Ezzel megkaptuk az Ohm-torvény J = oE mikroszkopikus alakjat (1. (8.1) képlet). A
o vezetOképesség értéke a fentiek szerint

o = —iwegx(w), (9.59)
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vagyis a relativ permittivitds €, = 1 + y értéke

er(w)=14+— 9.60
(W) =1+ 2 (9.60)
kis frekvencian. Vagyis vezetOk esetén azt varjuk, hogy a permittivitas imagindrius része
divergal kis frekvencidkra, az egyiitthato éppen a vezetoképesség.
A molekularis modelliinkben nem kotott, de csillapitott elektrongazra wy = 0, azaz
Nq2 1 w—0 Nq2 Z Nq2

e =1+ - 5
EoMm —WY — W my gow mry

a Drude-modell eredménye.

9.4. Elektromagneses hullamok kézegek hataran
Homogén kozegek hataran ki kell elégiteni a hatarfeltételeket:

D,, B, E;, H, folytonosak. (9.62)

_®
D

f.-" E\'\_\.
k(0 \¥
.’"f i .\'\

9.2. dbra. HullAm kozeghataron

Tekintsiink egy sikhulldmot, amely egy n normaélisu sik kozeghatérra érkezik (9.2):
ahonnan érkezik, ott £, ahova ott &’ legyen a permittivitds. Az eredmény harom hulldm
Osszege lesz: a beesé hulldm mellett egy dtmend (megtort) és egy visszavert hullamé.
Jeloljiik a bees6 hulldm térerdsségeit a kovetkez6é modon:

. ) 1~
E = Eye "> B="kxE. (9.63)
c

A hatarfeltételek minden idépontban valé érvényessége miatt a megtort és a visszavert
hulldmra is e~ az id6fejlédés. A megtort hulldm jellemz6i legyenek E', B, k', a vissza-
vert hulldmra E”, B”, k”. Jeloljiik kn = cosf, és k'n = cos@'. Feltessziik azt, hogy
k"n = —kn, vagyis a beesési sz0g egyenld a visszaverédési szoggel (ez természetesen

kijon egy bonyolultabb szamoldsbdl is).
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Koordinatazzuk a rendszert igy, hogy é,|n

0 sin 0 sin 6’ sin @
n=10 k= 0 K = 0 k' = 0 (9.64)
1 cos cos &' —cosf

A polarizacidhoz érdemes a feladat geometridjahoz illeszkedd bazist valasztani:
1) En=0, 2) Eec{knsk} = Bn=0. (9.65)
Ezek a feltételek igazak maradnak a megtort és visszavert hullamra is.

1. Itt E 1L n, 1A<, azaz, felhasznalva By = %f{ x FE Osszefiiggést

0 0 0
E,=| E E| = | E| Ei=| E}
0 0 0

— 0 —cosf cos 6

E COS E/ E//
By=— 0 B,=—2" 0 B)==21 0 |(9.66)
. c . c .
sin 0 sin 6 sin 0

A hatarfeltételek

D,, = folyt. ——
E, =folyt  E,+E!=E,
1 1
B,, = folyt. E(EO + Ej)sinf = EE’(') sin ¢’
1 1
H, = folyt a(Eo — E{) cosf = i Ejcost'. (9.67)
A B, illetve E; egyenletekbdl kovetkezik
1 1
—sinf = —sinf’ = nsind =n'sinf’ (9.68)
c c

a Snellius-Descartes-torvény. Innen megkapjuk a 6'-t.

A térerdsségekre a megoldas

B~ B, w'c cos @ — pccos «9” B - B, 24/ cos | (9.69)
W cos@ + pccost wc cos + pccost
2. Ebben az esetben B teljesen transzverzdlis, azaz a felirand6 egyenletek
1 1
(Eo — Ey)cos0 = E| cos b
e(Ey+ E{)sinf = 'E|sin . (9.70)

104



Az els6 és utolso egyenlet Gsszehasonlitdsabdl most is a Snellius-Descartes-torvény
kovetkezik. A megoldas:

puccos® — p'c cos b’ 24/ cos

E!=E

E,=F
O 4ccosd + ' cos @’ 0

. 9.71
Ouc cos @ + p/'c cos ¢’ (971)

Ez a képlet formalisan a u — ¢ helyettesitéssel adédik az el6z6 eredménybdl, ami
a forrasmentes Maxwell-egyenletek dualitdasanak kévetkezménye.

Tanulsagok

9.5.

n’ < n esetén sin @’ > sin 0, vagyis van olyan 6y, amelyre nincs megoldds, azaz nincs
megtort fény: sinfy = n’//n. Ennél nagyobb beesési szogek esetén a hullam teljes
egészében visszaverodik.

a 2.) esetben p = p/-t valasztva elérhetd, hogy E{ = 0. Ennek feltétele
ccosh = cos ' (9.72)

Vezessiik be ¢/¢ = n//n = r mennyiséget. Ekkor A Snellius-Descartes torvény
szerint sinf' = %sin 0, vagyis

1
r?cos’§ = cos’ @' =1 —sin® 0 = 1 — — sin” 0. (9.73)
r

Innen » = 1 esetén azonossagot kapunk: ekkor nincs kiilonbség a térésmutatok
kozott, és soha nincs visszavert hullam. Ha r # 1, akkor beirva az ismert tri-
gonometrikus azonossagokat cos?@ = 1/(1 + tan?6) és sin®6 = tan? /(1 + tan®0)

egyszertien kapjuk

7,L/

tanf =r = —. (9.74)
n

Ez a Brewster-szog, ekkor a visszavert hullam a feliilettel parhuzamosan polarizalt.

Erdekes médon a mésik esetben nem létezik megoldésa az E{ = 0 egyenletnek. A
feliilet iranyu elektromos polarizacidval rendelkezo visszavert hullam tehat mindig
van (kivéve persze ha n' = n).

Hullamterjedés hatarfeltételekkel

A hatarfeltételek specidlis tipusa az, amikor teljesen eltekinthetiink valamelyik anyagban
az elektromégneses tértol. Ilyen példaul egy idedlis vezetokkel hatérolt térrész, amelyet
idealis diamagnesnek is tekinthetiink. Ekkor az anyagon beliil sem E sem B nem létez-
het, vagyis a hataron teljesiilnie kell

E,=0, B,=0 (9.75)

feltételeknek. Fizikailag kozelitoleg ilyen rendszerek a hulldmvezetdk illetve iiregrezona-
torok.
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9.5.1. Hulldmvezeto

A hullamvezetd egy idedlis vezetdk altal hatarolt cs6, amelyben elektromédgneses hulla-
mok tudnak terjedni. Itt most az egyszeriiség kedvéért vegyiink téglalap keresztmetszeti
egyenes csovet. A rendszer koordinatazasahoz valasszuk a koordindtarendszer z iranyat
vegyiik a cs6 irdnydnak. A cs6 mérete legyen a x b. Ekkor a (9.75) hatarfeltételek:

E.(2,0,2,t) = E,(2,0,2,t) = Ey(x,b,2,t) = E,(x,b,2,t) =
= Ey<07y727t) = EZ(07y7 th) = Ey<a7yaz7t) = EZ(aay7zat> = 07
By(x,0,2,t) = By(z,b,2,t) = B;(0,y, 2,t) = B,(a,y, 2,t) = 0. (9.76)

Erdemes az &ltaldnos konfiguracidkat, ahol F, és B, nem nulla, két hullam szuperpo-
zicidjaként kezelni, ahol vagy E, = 0 (transzverz elektromos, TE mdédus) és a B, = 0
(transzverz magneses, TM médus).

TE eset

Itt az elektromos teret érdemes felirni, hiszen egy komponensét méar tudjuk. A megol-
das sikhullamok 6sszege kell legyen, az ido és a z-fiiggésre valoban sikhullamszeri alakot
kaphatunk. A transzverzdlis irdnyban azonban a hatéarfeltételek miatt alléhullamok kiala-
kuldsara kell szdmitanunk. Mivel az E,|,—¢ = 0, valamint E,|,—o = 0, ezért varhatéan
az egyik sin(k,y)-nal, a masik sin(k,x)-szel kell ardnyos legyen. Nézzilk a kovetkezd

Ansatz-ot:
Eo, cos kyx sin kyy

E(z,y,z,t) = e “iHk= | By sink,x cosk,y | . (9.77)
0

A sikhullam &sszetevékre igaz w = ke, azaz w?c? = k2 + k; + k2 kell teljesiiljon. Az
E,|y—y = 0 miatt k, = 57, az E,[,—o = 0 miatt k, = “*, ahol n, m egészek kell legyenek.
A div E = 0 feltétel alakja:

e~ WithZ in by sin kyy(Eogks + Eoyk,) = 0. (9.78)

Ez szerencsére teljesitheté minden x, y-ra (az Ansatz-unknak koszonhetGen), amit ka-
punk

Fochs + By = 0. (979
A miégneses indukciét a rot E = —0,B = iwB, képlet segitségével hatdrozhatjuk
meg:
—1 o —%Eoy sin kyx cos kyy
B(LU, Yy, z, t) = —rot E(l’, Yy, z, t) = e_zwt—szz %Eﬂx COS km$ sin k?yy
’ _Ui(kIEOy - kyEO:c> cos k,x cos kyy
(9.80)
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A div B = 0 és rot B = ¢ 20, E automatikusan teljesiilnek.

Ha B, = 0 lenne, az azt jelentené, hogy k,Eo, = k,FEo,, ami (9.79) egyenlettel egytitt
csak FE = 0 esetben teljesiilhetne. Emiatt nem lehet egyszerre TE és TM egy megoldés
(bonyolultabb geometria esetén mér igen).

Fizikailag a megoldés a csé keresztmetszetén allohullamokat jelent, n—1 illetve m —1
csomoponttal az x illetve y irdnyban. A ¢s6 mentén k., hullamszdammal és w frekvencidval
terjed6 a hulldimot kapunk. A z iranyu terjedés fazissebessége

2 2
=t =afie (1) s (1) s 051

mindig nagyobb mint a fénysebesség, azonban a csoportsebesség

Vs = —— = <c (9.82)

mindig kisebb.
A korfrekvencia képletébol

k, = i\/uﬂc? — (k2 + K2). (9.83)

Mivel k, és k, koziil legalabb az egyik nem nulla (kiilonben a megoldds maga is azonosan
nulla lenne), ezért 1étezik egy legkisebb korfrekvencia (levagasi frekvencia), amire még
valds k.-t kapunk. Ha a > b, akkor n = 1, m = 0, azaz k, = 7/a, k, = 0 vélasztassal ',
akkor o
Winin =~ (9.84)
Ha ennél kisebb frekvenciaju hullamot bocsatunk a hullamvezetore, akkor k, tisztan
imagindrius lesz, azaz exponencidlisan elhalnak a terek. Maésrészt kis k,-kre v, ~ k,,
azaz egyre lassabban terjednek ezek a hullamok.
Az energiadaramlashoz kiszamithatjuk a Poynting-vektort S = E x H képlettel. Fi-
gyelniink kell, hogy itt mar a komplex kifejezések valds részét kell beirnunk. Az z és y
komponens:

1 k2 — k2
S, =—-(E,H,— E.H,) = 14/1 p L Eg, sin(2wt — 2k, 2) sin(2k,x) cos® (kyy),
H MR
. 2 _ 12
S,=—(E.H, — E,H,) = Z p LBy, sin(2wt — 2k, z) cos® (k) sin(2k,y). (9.85)
H Hiy

'Kénnyen ellendrizhetd, hogy ekkor E, # 0, azaz ez egy nem nulla megolddst ir le.
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Ezek egy periddusra vett atlaga nulla. A z komponens kiszamitésa:

1 k
S, =—(E,B,— E,B,) =

fiw

2 2\

~ =

= ,u_; sin®(wt — k. 2) [Eg, cos” kya sin® kyy + Eg, sin® k,x cos® kyy] . (9.86)

Egy periddusra, valamint a feliiletre atlagolva

k.
Spuw

(S.) = (Eg, + EG,) - (9.87)
Az energiastiriiség kifejezése, rogton beirva az egy periddusra, valamint a feliiletre vett
atlagolast

1 (e 1
(w) = 3 (§(Ec2)z + Eg,) + 2? (K2 Eg, + k2Eg, + (ko Foy — kyEOw)2)) -

1

w2 1
= 16pw? (_2 R+ R+ k§> (B3, + B2) — ——— (k. Eoy + kyEo,)*.(9.88)

c 16pw?
Az utolsé tag nulla (9.79) miatt. Emiatt

1

() = s (B + 5 = 2L

UCS

(9.89)

Csakigy, mint kordbban a sikhullamok esetén, most is egy részecskeszerii energia dram-
stiriséget kaptunk, ahol a helyettesito részecskék sebessége v.s csoportsebesség.

TM eset

Az el6z6 esethez hasonléan targyalhatd, de most a magneses indukciét érdemes felirni.
Ez ismét legyen egy z irdnyban terjed6 hullam, az x — y sikban &alléhullamokkal. A
hatarfeltételeket kielégité megoldas:

o By sin kyx cos kyy
B(z,y,z,t) = e Witik== By, cos kyx sink,y |, (9.90)
0

ahol w? = (k2 + k] + k2) a Maxwell-egyenletek miatt, és k, = X, k, = "% a hatarfel-
tételek miatt. A div B = 0 egyenlet kovetkeztében

Bogks + Boyk, = 0. (9.91)
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Az elektromos tér a rot B = ¢ 20, E = —iw/c® E egyenletbdl kovetkezik:

i kifQ By, cos kyx sin kyy
E(z,y,z,t) = - rot B(x,y, z,t) = e Witk T sz By sin k. cos kyy
= (kyBoy — ko Boy) sin k,x sin kyy

(9.92)
A div E =0 és rot E = —0; B egyenletek automatikusan teljesiilnek.
Ebben a csatornaban a minimalis frekvencia nem johet az n = 1, m = 0 vélasztasbol,
mert ekkor k, = 0, azaz (9.91) miatt By, = 0, és igy B = 0 lenne. A minimélis
frekvencidhoz n = m = 1 tartozik,

Winin = CTA| — + —. (9.93)
a

9.5.2. Uregrezonitor

Ha a z irdnyt is lezarjuk ¢ tavolsagban, akkor a hatarfeltételekhez hozzajon még

Ex(x’ y7 07 t) = Ey(x7 y7 07 t) = Ez(x7 y7 C7 t) = Ey($7 y7 C? t) = 07
B.(z,y,0,t) = B,(z,y,2,t) = 0. (9.94)

Ekkor a z iranyban is all6hullamok alakulnak ki. A TE esetben

FEo, cos kyx sinkyy sink,z
E(x,y,z,t) = e ™ | Ey,sink,x coskyy sink,z |, (9.95)
0

ahol w? = (k2 + k2 + k2) a Maxwell-egyenletek miatt, és ky = 2%, k, = 2% és k, = &
a hatarfeltételek miatt. A TM esetben

By, sin kyx cos kyy cosk,z

B(z,y,2,t) = e ™" | By, cosk,x sink,y cosk,z |, (9.96)
0
innen
E, i By cos kyx sinkyy sink.z
E, | =—e™! —Bogk, sin kyx cos kyy sink,z . (9.97)
E, w (Bogky — Boyk,) sink,x sinkyy cos k,z

Az iiregben csak bizonyos frekvencidk képesek csillapodas nélkiil megmaradni, ezek
az lireg sajatfrekvencidi.
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10. fejezet

Teljes idofiiggés: az inhomogén rész
megoldasa

Ahogy targyaltuk, a U = —f megoldasanak egyik eleme a homogén rész altalanos
megoldasa, amely a hatarfeltételek figyelembevételére is alkalmas. A masik eleme az
inhomogén rész egy parcidlis megoldasanak megkeresése, mégpedig a hatarfeltételeket
is a kényelem diktdlta modon valasztva. A megoldandoé egyenletet igy a végtelen térre
terjeszthetjiik ki.

10.1. Green-fiiggvények

A megoldandé egyenlet tehdat (JW = —f. Ahogyan sztatikaban is tettiik, az altalanos
forras helyett attériink a pontforrasra:

LGt x: %) = —5(t—)5(x—%) = (%) = / dat / PR Gt x: ) ().

(10.1)
A G megoldést itt is Green-fiiggvénynek hivjuk. Ahogyan korabban is, a jobb oldal ¢t — ¢
illetve x — x’ fiiggése miatt G(t — t/,x — x').
Hogy G-t meghatarozzuk, végezziink idébeli Fourier transzformaciét. Fizikailag egy
id6ben pontszerii forrds helyett egy oszcillalé forrds terét szamitjuk ki. Mivel §(¢) — 1,
valamint 97 — —w?, ezért

(A + )G (w,x) = —0(x), w = ke. (10.2)

A A + k? kifejezést nevezik Helmholtz operdtornak.
A jobb oldal, valamint a hatarfeltételek is forgasinvariansak, ezért G is az lesz, azaz
gémbi koordinatarendszerben felirva csak r-tél fog fiiggeni. Ezt felhasznalva térjiink at
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gombi koordinatarendszerre, és tekintsiik egyelore az r # 0 esetet:

1 & ,
-—(rG) + k*G =0, ha r #0. (10.3)

r dr?

Ez mésodrendii differencidlegyenlet, megolddsai'

e:I:ikr

Gr/alw,r) =C (10.4)

r

Az ardnyossagi tényezéhoz a forrast kell figyelembe venni. Integraljuk a AG = —k*G — 4§

egyenletet egy gombre a Gauss tétel segitségével, kihasznélva, hogy G csak r = [x|
fiiggvénye
oG .
/ Px NG = *x;V,G = drR*— = 4nC (+ikR — 1) o kR _
%4 oV or r=R

R R
= —47rk2/dr r?G(r) —1= —47rC’k2/ dr refthr — 1 —

0 0
=47C [1 4 (£ikR — 1) "] — 1. (10.5)

Ez akkor igaz, ha C' = 1/(4m). A konstansunk tehat fiiggetlen a k-t6l; valdjaban ezt
sejthettiik is, mert az x = 0-nal végtelen nagy forrassal a Laplace-operator végtelen
értéke lesz egyensulyban, vagyis k értéke nem szamit az ardanyossagi tényezében. k = 0-
nal viszont a Laplace-egyenlet Green-fiiggvénye jon be, amely — mint a sztatikdban lattuk
— 1/(4nr), azaz az ardnyossagi tényez6 1/(4n). Emiatt:
+ikr
‘ (10.6)

G = .
R/, 7) d7r
Hogy a valds idébeli megoldast is megkapjuk, vissza kell Fourier transzformalnunk a

megoldast:

1 dv _. . 1 r
Gra(tr) = T [ Bmmgrinre . Ls(127Y. l07
waltr) 47y / o art TG (10.7)
Vagyis az eredeti Green-fiiggvények alakja:
Gt —t'x—x) = — g (t—p 5 X=X (10.8)
R/A ’ 4rr|x — x| c . '

Valéjsdban elég lenne egy partikuldris megoldds, de a kényelem, és a fizikai interpretdcié miatt
megtartjuk mindkét megoldast most.

111



A megoldas pedig:

|x = x|

I 1
\I[R/A(t7X) = /dt'/d?)xlmé (t - t, + T) f(t/,X/) =

1 |x — x'|
_ 3/ /
_/dx—4 | ,|f<tIF . ,X). (10.9)

Rogton megfigyelhetjiik, hogy ha a forrds idofiiggetlen, akkor a sztatika eredményét
kapjuk vissza.

10.1.1. A Green-fiiggvények fizikai értelmezése

Vegyiik most azt a nem fizikai példat, mikor a pontforrasunk csak egyetlen pillanatra,
egyetlen helyen villan fel egységnyi erdsséggel, azaz f(t,x') = §(t)0(x’). Ekkor

Un(tx) = — 5 (t _ 'ﬂ) | (10.10)

4m|x — x/| c
Ez a megoldas csak ¢ > 0-ra nem nulla, és ott is csak egy r = ct gombfeliileten: azaz
egy kifuté gombhullamfrontot kapunk. Mivel r-be csak késve érkezik a felvilland forras

jele, ezért azt a megoldast késo, retarddlt megoldasnak hivjuk, és Gr neve retardalt
Green-fiiggvény. Hogy a sztatikahoz hasonlé képletet kapjunk, jelolhetjiik

[f(t,x’)]xret:f(t—|X_XI|,x’> = pr@,x):/cﬁx/M (10.11)

c dr|x — x'|

Ha egy forras t > 0-n iizemel, és megadjuk a kezdeti feltételeket, akkor a megoldas

W(t, x) = \Ifo(t,x)+/d3X’M

dr|x — x'| 7

(10.12)

ahol a Wq(t,x) olyan szabad megoldas, amely a t = 0 pontban a kezdeti feltételeket
szolgaltatja.
Ha ugyanezt az A Green-fliggvénnyel akarjuk megcsinalni a felvillané pontforrasra a
kovetkezo megoldast kapjuk:
x|

1

C

Ez a megoldas t > O-ra nulla, és ¢t < O-ra is csak egy r = —ct gombfeliileten kiilonbozik
nullatol. Ezért egy befuté gombhullamfrontot kapunk. A megoldas megelozi a forras
felvillanasat, ezért ezt a megoldast elérehozott, avanzsalt megoldasnak, a G, Green
fiiggvényt avanzsalt Green-fiiggvénynek hivjuk. Az értelmezés: ha egy forras t < to-ig
iizemel, és megadjuk a tér értékét t = ty-nal, akkor a korabban mérheté tér:

U(t,x) = Wo(t,x) + Ya(t,x). (10.14)

112



10.2. Lokalizalt, oszcillalé toltésrendszerek tere

Elektrodinamikaban, Lorentz mértékben, ha kezdetben a potencialok ® = A = 0 voltak,
akkor a retardalt megoldésok

1 t— _ ~ /
b = _ﬁ = (I)(t,X) _ /dSX/Q( |X X |/C,X>
471'80

€o

t_
OA=—-ud = A(tx) = Z—O/d?’X’J(

™

(10.15)

Legyen most J(t,x) = J(x)e ™! A toltésmegmaradds mérlegegyenlete miatt o ~
e~ és {gy minden megoldds ~ e~ Ekkor az idéderivalt helyettesithetd —iw szorzé-
val.

Lorentz mérték esetén

—ic?

, By
0=divA+ 0,0 =divA+ %(I) = B(tx)= —“divA(tx).  (10.16)

Ezért elég csak a vektorpotencidlt meghatdrozni, mégpedig a (10.15) képlet alapjan:

J(x' —iw(t—|x—x'|/c) —iwt ik|x—x
A(t,x) @/d3x' (x)e — Hof /d3x’J(x’)6 :

T 4n |x — x/| 47

(10.17)

Itt is bevezettiik a k = % jelolést, mint a sikhullimokndl.

Tegyiik fel, hogy a forras mérete jéval kisebb, mint a hulldimhossz d < A, ellenkezo
esetben az egyes toltések sugdrzasat kiilon kell kezelni. Ha emellett r < A (kozelzéna),
akkor elso kozelitésben elhanyagolhatjuk a retardalést, és a kvazistacionarius esetet kap-
juk vissza. Ahogyan r — X, egyre bonyolultabb lesz a tér.

r > X esetben (tavolzona, hullimzdéna vagy sugarzasi zéna) a megoldas ismét leegy-
szertsodik. Itt ugyanis elég csak azokat a tagokat megtartani, amelyek r — oo esetén
nem tinnek el. A nevezében csak a vezeté tagot kell megtartani:

! ~1+0(d). (10.18)

|x—x’|Nr r2

Az exponensben azonban

! d? d?
x — x| = Vr2 +x2 - 2xx/ =7 -2 —|—O(—>zr—§<x’—|—@(—) (10.19)

T T T

kifejtés miatt a konstans tagot is meg kell tartsuk, hiszen még végtelen tavol is megfi-
gyelhet6 szerepe van. Ekkor
ik(r—%x') tkr—iwt

—twt
A(t,x) = % / alSX’J(X')eT — Z_; QT / Bx' T (x)e ¥ (10.20)
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Az r-fiiggd tag egy kifuté gombhullamot ir le, amelynek iranyfiiggése lesz az integral
miatt. Megjegyzés: bar itt A(r) ~ 1/r, ez azonban nem a monopdlusok jelenlétét
mutatja, hanem a sugéarzas jele.

Az exponensben szerepl6 k|x'| < kd, azaz itt még sorba fejthetiink:

ikr—iwt
At,x) =1 ¢ /d3x’J(x’)(1 s (10.21)
4T r
10.2.1. Dipdlsugarzas
Az els6 tag (10.21)-ben:
At,x) =10 et / Bx' T (x)). (10.22)
’ dr 7

A sztatikdban ez a tag eltiinik, itt azonban
/d?’x(]i = /d3XJj8jxi = —/d?’x'xi(?ij = /d?’x’xi@tg = Oip; = —iwp;,  (10.23)

ahol p; a dipélmomentum. Innen

i ikr—iwt
Alt,x) = —H0 ° p. (10.24)

47 T

A kialakul6 mez6 tehat aranyos a rendszer dipolmomentumaéaval, pontosabban — az w
szorz6 jelenléte miatt — annak valtozasaval. Emiatt ezt a tagot dipdlsugdrzdsnak nevez-
zik.

Hogy az elektromos illetve magneses tereket megkapjuk, derivalni kell a vektorpoten-
cidlt. Mivel az 1/r? tagokat elhagytuk, a derivalds csak az exponensre hat, azaz

9;e"" = iki;e™ = V- ikx, (10.25)
a derivalas helyettesitheto egy vektorral. Emiatt

1 k ikr—iwt 2 ikr—iwt
H="1tA="2°¢ (kxp) =2 ¢ (% % p) (10.26)

Lo 4Tt r dte 7

Az elektromos tér a rot B = 0,F miatt:

;2

E="VxB=cBxx=2H xx, (10.27)
w

ahol ismét megjelent a Z; vakuumimpedancia (1. (9.29) képlet). Az elektromos térerésség
tehét

Z0w2 eikr—iwt
FE =

P (X X p) X X. (10.28)
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A Poynting-vektor
S=ExH=27(Hx%)xH=Z%xH> = S=Z,H (10.29)
Az idéfiiggéshez a terek valds részét kell venni, vagyis S ~ cos? wt. Idéatlagban

2
= %HQ — 32?;02 W' & sin?6. (10.30)
Sugarzasok esetén szoktak a sugarzas teljesitmény-aramstiriiségét, azaz a Poynting-vektor
nagysagat intenzitdsnak nevezni, ezt I-vel is jelolik.

Lathaté modon a Poynting-vektor a tavolsaggal forditott aranyban csokken. Ez azon-
ban azt jelenti, hogy ha egy adott térszdgbe kisugarzott teljesitményt (intenzitdst) néz-
ziik, akkor tavolsagfiiggetlen eredményt kapunk. Ugyanis egy r tavolsagban levo df)
latszolagos térszogbe esé feliilet nagysaga r2dS2, igy kiesik az r2:

S

dP
dP = Sxr?d) = i S xr?. (10.31)
Most tehét iP P
_ 0 4.2 . 2
d_Q = W(JJ p s 9 (1032)

A fenti eredmény abrazolasahoz polar-koordinatarendszert szoktak hasznalni, és fel-
veszik a (R(A),0) gorbét, ahol a sugdr R(0) = 9€. Ezt a gorbét lathatjuk 10.1 abrén.

Q-
W/
|
l A
Kﬁ/ \EJ
10.1. dbra. Dipdlantenna sugarzasi karakterisztikaja

A teljes kisugdrzott intenzitdshoz (teljesitményhez) P = [ sz—g. Mivel

1

8
/dQ sin?f = 27r/dx(1 —a?) = % (10.33)
ezért P
0 4 2
- . 10.34
1272 P (10-34)

4

Lathatéan a kisugarzott teljesitmény ~ w®, azaz csak nagy frekvencidkon lehet jelentos.
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Alkalmazas:

Kozépen taplalt d hosszisagu egyenes antenna sugarzasa.

Megoldas

A L kozépen taplalt” megnevezés azt jelenti, hogy kozépen csatlakoztatjuk az
egyenes antennat a fesziiltségforrashoz, amit most aramforrasként vesziink
figyelembe. Emiatt kozépen az aram nagysaga adott, periodikusan valtozik.
Az antenna legvégén persze nem tud hova folyni az aram, ott tehat az aram-
er6sség nulla. A legegyszeriibb interpoldld fiiggvényt felvéve feltessziik, hogy
az arameloszlas az antenna mentén linearis:

I(t,2) = Ipe ! (1 - %> . (10.35)

d
Ekkor
/2 /2
/d%J(X) =€ / dzI(t,z) = 2Ipe.e™™" /dz (1 — 275) = I()Tdeze_i“t.
—d/2 0

(10.36)
Mivel (10.23) alapjan az aramstirtiség integralja —iwpe ™' innen p = g%dez.
Az i fazistolast jelent a képletben. Emiatt a kibocsdtott sugarzas intenzitasa

—iwt

dP Z0w4 I§d2 .. 9 Z()(k?d)2 2 . 9
70 = 30020 157 b 0 = 58 I§sin® 0. (10.37)

A teljes kisugarzott teljesitmény

B Zo(kd)2
487

Zo(kd)?

P
247

~ 5(kd)* Q. (10.38)

1
I2 = §R5uglg, ahol Ry, =

Vagyis az antenna dramkori szempontbdl egy ellendllasként viselkedik, amely
frekvenciafiiggd. Ezt nevezik az antenna sugarzasi ellenallasanak. ¢

10.2.2. Multipol sugarzasok
Az mésodik tag (10.21)-ben:

ikr—iwt

Aw,x) = 20° /dBX’(—z’kfcx')J(x’). (10.39)
T r
Az integral egy kétindexes mennyiséget ad:

—ifo
s

My; = /dSXfL’iJj = A= ki M;;. (10.40)
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M antiszimmetrikus része a mégneses dipélmomentum (1. (5.37))

1

A szimmetrikus rész most nem nulla:

/d3xxi(]j = /d3xxiJk(8kxj) = —/d3X$j8k(xiJk) = —/d3x:ijZ- —/dgxxixj div J,

(10.42)
azaz
/d?’x(xiJj +x;J;) = —/d?’xxixj divJ = @/d?’xgx,wj = _TM (QU + 0ij /d3xga:2) )
(10.43)

ahol bevezettiik ez elektromos kvadrupol tenzort (3.185) alapjan. Emiatt:

ikr—iwt

—ilg €
Ajtx) = Ar r

jwk jwk
|:k}i'i€ijkmk - %Qﬂi’z — %Zj’}i/dSX,Q(Xl)Xﬂ} . (1044)
Az utolsé tag tiszta gradiens, hiszen z;f(r) = 0;F(r), ahol F' = f. Emiatt ennek
rotaciéja nulla, igy elhagyhaté (més széval mértéktranszforméciéval kikiiszobolhetd). A
tobbi jaruléka:
; tkr—iwt 2 ikr—iwt
—low € N HowW™ €
A(t,x) = X X —

(t%) 4re T g T

Qx. (10.45)

Az els6 tag a magneses dipdlsugarzas, a masodik az elektromos kvadrupolsugarzas kép-
lete. A magneses dipdlsugérzas az elektromos képlettel teljesen analdg, csak p — mxx/c
maédon kell az erésségeket helyettesiteni. Az els6 két rend Osszege tehat:

2 Jikr—iwt

How™ €
2471c T

A(t,x) =

Qx. (10.46)

—Wow eikrfiwt .
p+-mXxXXx
47 c

A térerosségek

1 w2 eikrfiwt 1 Z'w?) eikrfiwt
H=—r10tA=— X ~X X)| — % %
m 1o p |:X X p+ X% (m x X):| i g X% Qx
E =7y,H x x,
Z
S=Z%H> = (8)= 7%( |H|?. (10.47)

A szogeloszlas bonyolult, azonban a teljes kisugarzott teljesitmény kiszamithatd, mert a
vegyes tagok kiesnek a térszogintegralas soran; pl.:

(x X p)[x x (M x X)] = (x x p)[m —x(mx)] =x(p x m). (10.48)
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Térszogintegralds utdn [dQx = 0. A mdgneses dipélsugdrzds szogeloszldsa ugyanaz,
mint az elektromos dipdlé, azaz a teljesitménye is ugyanaz. Az elektromos kvadrupol
esete bonyolultabb, de a végeredmény:

Zowt (5, m? Zow )
= 103 (p ta )t Ti10m et TrQ". (10.49)

Lathatéan a méagneses dipdl illetve elektromos kvadrupol sugarzasok 1/c*-tel elnyomott
korrekciét adnak, 6sszhangban a d/\ sorfejtéssel (hiszen d/\ = dw/(27c), és d belemegy
a multipolmomentum definicidjaba).
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11. fejezet

Altaldnos mozgast végzo tomegpont
sugarzasa

A fenti analizis akkor j6, ha d < A. Ha ez nem 4&ll fenn, akkor az elemi 6sszetevik
sugarzasat egyesével kell figyelembe venni, és azok sugarzasat interferaltatni kell.

11.1. Liénard-Wiechert potencialok

Most egyetlen mozgd ponttoltés terét szamoljuk ki. Ennek toltés- illetve aramstirtisége:
o(t,x) = gd(x — (),  J(t,x) = qu(t)o(x — (1)) (11.1)

Haszndaljunk Lorentz mértéket, ekkor

O0(t,x) = —=,  OA(Lx) = —peJ (t',X). (11.2)
€0

El6szor szamoljuk a skalarpotencialt, azzal analég lesz a vektorpotencial szamolésa.
Hasznédljuk a d’Alambert operdtor Green-fiiggvényének (10.9) képletbeli alakjét, és in-
tegréljunk a térfiiggésre:

O(t,x) = a /d3x'dt’

5(x’—~y(t’))5(t’—t+ |X_X/|> _

" dmeg |x — x/| c
q ;1 : x — (1]
= df —— ) [t —t+ ———— ) =
ey | e (7 -1+
q / / ‘X — 7(t/)|
= ato |t —t+ ———— 11.3
47r50R/ ( * c ’ (11.3)
ahol ;
Rex—~@, fot-X=00O0 o p_p (11.4)

Cc
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Vagyis t a Dirac-delta argumentumdnak megoldésa, fizikailag az az id6pont, ahonnan
indulé fényjel x-et t-ben éri el. Megkovetelve a retardaldst, azaz t < t feltételt, a megoldés
egyértelmil, ha a részecske sebessége kisebb mint ¢. A t'-re vonatkoz6 integralasnal 1]
valtozot bevezetve

x — ()] Ou v(x — (1))
=t ¢t — =1 11.5
“ * c = o clx — ()]’ (11.5)
ezzel
—y(t 1 1 1
=T iy PO S W T
c |- vx—(t) _Bv 1-BR
clx —~(t)] Re
(11.6)
ahol B = v/c. Ezt visszairva, osszefoglalva:
q 1 _ R(t . v
D(t = - hol R=x—~(t t=1———= = (T = —.
(t,%) IRl _gR @ M° x—~(t), o v=90), B=-
(11.7)
A fenti levezetéssel teljesen analég médon
Hoq v
Alt,x) = — —. 11.8
R T (118)

A skalar potencial képlete nagyon hasonlit a ponttoltés sztatikus potencidljahoz. Az
egyik kiilonbség, hogy a ponttdltésnek a ldtszolagos helyéhez viszonyitott tavolsagot kell
felvenni, vagyis ahonnan a sugdrzdsa megérkezik (nyilvan a fénye is akkor jon hozzank,
igy ez val6ban a latszolagos helye): emiatt lesz R a nevezében. A masik kiilonbség az
expliciten fellép6 1 — ﬁR nevez. Ez valéjdban a dt/dt hanyados, hiszen v = 0 esetben
Ou/0t" ennek reciprokdba megy at (1. még (11.10)).

Az elektromos és magneses térerdsségek kiszamolhatok a

1
E=-Vd—-0A, H=—rotA (11.9)
Ho

képletekbol. A derivalasok azonban nem egyszertiek a bonyolult retardalasi képletek
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miatt. A felhasznalhaté azonossagok

OR;, OR .
o —v;(1), 57 = —Rv

ot 10ROt . Ot ot 1

A e A T Y CARNE -

ot ¢ Ot ot B = %~ 1_hp

Ot _ 1 (0R 0ROt —_Eﬂfwa{ I
or; ¢ \ox; Otox;) ¢ ox; dr; Rec— Rv’
OR; ot v R;

8_%_5” vlaxj _61J+RC—R’U

or, R oz, “\'TRe—Rv) R-BR

Ezek felhasznéldsaval kaphaté (részleteket 1. 16 fiiggelékben) az elektromos térerdsségre

g o R=B  qu Rx[R-p)xd
E(t,x) = 1— — + - , 11.11
( ) 47T€()R2( 6 )<1 —ﬂR)?’ AT R (1 —/BR)g ( )
és a magneses térerdsségre:
1 -
0

E-ben az elsé tag nem fiigg a gyorsuldstol, és a tavolsagfiiggése ~ 1/R?. Emiatt ez a
tag a Coulomb potencial altalanositasaként foghaté fel. A mésodik tag a gyorsulastél
fiigg, ez felelOos a sugarzas leirasaért. Ez aranyos a gyorsulassal: vagyis a gyorsul6 toltés
sugaroz!

A H egyszeri alakja miatt konnyen felirhaté a Poynting-vektor:

1 -
S=ExH= 7RE2. (11.13)

0

11.2. A sugarzas dipdl kozelitése

Ha a mozgas sebessége joval kisebb a fénysebességnél v < ¢, akkor a 3 =~ 0 kozelitést
hasznalhatjuk. A v < ¢ a fényjel peridédusidejével megszorozva d < A kifejezésbe megy
at, ahol a d a mozgd toltés altal megtett tt. Emiatt az oszcillalé toltésrendszerek d/A
kifejtése valéjaban v/c, azaz [ szerinti kifejtés is egyben. A § = 0 eset a vezetd, dipdl
kozelitésnek felel meg.

Messzirol figyelve a mozgd toltést, mivel a toltés csak keveset mozdul el, R ~ r
kozelitést hasznalhatjuk. A sebesség szamitdasandl a retardalast még meg kell tartanunk,
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vagyis ekkor a vektorpotencial:

AL x) = %v . (11.14)
t—r/c

A sugdrzas szamitdsandl a vezetd 1/r tagot akarjuk megtartani. Ezért a derivalasoknal
az 1/r-re nem kell hatnunk, vagyis csak a retardélds miatt lehet értéke a térderivaltaknak
is:

r r r X r
Vft—-)=V(it—-)of(t—-)=—=0f(t—-). 11.15
flt=2) == D) = —>a - ) (11.15)
Ezért a magneses indukcio
B=1otA="Yaxx%)| . (11.16)
dmre t—r/c
Az elektromos térersséghez:
OF
E:c%otB:%(axx)xfc = E:%(axf{)x&:Zngfg (11.17)

Ez megegyezik a sugdrzas (11.11) kifejezésében a R ~ r és § < 1 kozelitésnek.
A sugarzas Poynting-vektora:

Zoq2

_ _ > 2 __ 5
S—EXH—ZOXH —Xm

a® sin” 6, (11.18)

innen megkaphatjuk a kisugarzott teljesitményt a térszog fiiggvényében (1. (10.31)):

dP Z0q2 9 . 9
d_Q = W(L S1n 0 (1119)

A teljes kisugarzott teljesitményt pedig a

_ Zoq2 2
67c?

(11.20)

Larmor-képlet irja le, a v/c kifejtés vezeté rendjében. Ez a képlet teljesen analdg a (10.34)
képlettel, hiszen ha p = qroe ™' alaki, akkor w?p ~ 9?p ~ qa, és ennek a négyzetét
tartalmazza (10.34). A 2-es faktor kiilonbség a periédusra vett dtlagolas kovetkezménye.

Alkalmazas:
Mekkora egy korpalyan nemrelativisztikusan mozgé toltés kisugarzott telje-
sitménye?
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Megoldas

Korpélya esetén a = rw?, ahol w a korfrekvencia. Emiatt

Zo@*r’wt  Zoq?c® v\t
po Bl B2 .
62 G2

(11.21)

c

Relativisztikus sebességekre a képlet modosul (1. kés6bb).

Ezt a képletet megkaphatjuk gy is, hogy a kormozgast két (féziskéséssel elin-
ditott) oszcillélé dipdl 6sszegének tekintjiik, és hasznaljuk a (10.34) képletet.
¢

11.3. Egyenesvonali egyenletes mozgast végzo test
sugarzasa

Most vizsgaljuk meg a teljes Liénard-Wiechert potencidlokat a legegyszeriibb esetben, az
egyenesvonali egyenletes mozgast végzo test esetére.
Legyen a megfigyelési pont = (x,0,0), a toltés pedig a z tengely mentén mozogjon
~(t) = (0,0,vt). (11.7) alapjén sziikségiink van a kovetkez$ mennyiségekre:
R:X_V(ﬂ = (1‘707 _Ut_>7 (1122)

ahol ¢(t —t) = R, azaz

— _ 1
c(t—1) = Va2 + 02 = =47 (t — —\x?+ 72112252) : (11.23)

ahol bevezettiik a

1 1
v = = (11.24)
\/1 — 32 2
e
kifejezést. Ezzel
v? c_ 1
R—BR=c(t — 1)+ —t=ct— —t = —/2> + 7222 (11.25)
g v
Végiil
O(t,x) = 2 J Atx) =191 0 (11.26)

B dmeg /12 + 2022
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Az elektromos térerdsséghez kell

Rv q gl N
R-—=R—-(t—t)v=(2,0,-0vt) = FE= 0
c (t —t)v = (2,0, —0t) Ameg (22 4 20212)3/2 ot
(11.27)

A mégneses térerdsséghez

1 1 1
7 0 | x| 0 |= 7 —vx(t—1) | = - | —vx |, (11.28)
—vt —ut 0 ¢ 0
azaz
q i 0
H=— — 11.29
A7 (22 + y202t2)3/2 gx ’ ( )

hiszen ceqg = 1/Zy. v = 0-ra visszakapjuk a szokésos sztatikus megoldast. A retardalas
hatdsa azonban az, hogy az ekvipotencialis feliiletek eltolédnak. Ha z = wvt jelolést
hasznalunk, akkor a ® =konstans feliilet irhaté gy, mint

2"* + 2% = r? = konstans, ahol o' =2 =11 p% < . (11.30)
gl

Az ekvipotencidlis feliiletek tehdt nem gombok! A fenti kifejezés egy, a haladéds (z)
iranyban ellapitott ellipszis egyenlete, és a nagytengely és kistengely aranya . Ez olyan,
mintha a haladas irdnyaban mért tavolsdgok Gsszementek volna.

Az elektromos térerosség nagysaga x = 0, z = r illetve z = r, z = 0 esetben

B(z=02=r)=—L _(1-4), Ex=rz=0)=—"1 ! (11.31)

B dmegr? dmwegr? /1 — 52

vagyis nagy kiilonbségek lehetnek 8 a 1, azaz fénysebesség kozelében. A térerdsség [ ~ c
esetén lényegében a mozgasra meroleges sikban érzékelheto.

A fenti példa azért fontos, mert ha attériink egy olyan vonatkoztatasi rendszerre,
amely a toltéssel egyiitt mozog, akkor az ekvipotencialis feliiletek gomb alakuak kell
legyenek. Emiatt a mozgd vonatkoztatéasi rendszerre vald attérés kdzben a hosszak nagy-
sagat is médositani kell, ami idegen a klasszikus elképzelésektdl, ahol ezt az attérést az
egyszeri 2/ = z — vt és t' = t a Galilei transzformacioval végezziik. Vagyis a Maxwell-
egyenletek nem invaridnsak a Galilei-transzformaciora: helyette valami més transzfor-
maciés szabaly kell, amit Lorentz irt fel el0szor: ezek a Lorentz-transzformaciok. Errol
késébb lesz sz6.
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11.4. Sugarzas szogeloszlasa

Most vizsgaljuk a (11.11) egyenletek sugdrzasi részét, azaz a gyorsuldssal aranyos tagokat,
és szamoljuk ki a kibocsatott sugdrzas szogfiiggését. Ehhez a Poynting-vektor (11.13)

képletébe a térerdsség megfelel tagjat kell behelyettesiteniink.

Azonban, ellentétben a multipélus-sorfejtéssel, itt most nem mindegy, hogy milyen
megfigyel6 szerinti eloszlast vessziik. Szokasosan a szogeloszldsnal a mozgd részecske
szerinti szogeloszlast szoktak szamolni. Ez azt jelenti, hogy olyan koordinatarendszert
vélasztunk, ahol v(¢) = 0, ekkor R = x. A Poynting-vektorbdl a rogzitett megfigyeld
altal idéegységenként észlelt energiat kapnank meg. Ha a mozgd részecske altal idoegy-
ségenként kisugarzott teljesitményre vagyunk kivancsiak, akkor a kisugarzas idejét kell

figyelembe venni, nem az észlelés idejét:

€ dEdt . .
dP = — = — — = R*dQ) 1-— 11.32
T aa RS (1 - Rp), (11.32)
azaz a keresett szogeloszlas:
d_P _ Zoq2 [f( X (()A( — ﬁ) X /6)]2 (11 33)
dy 1672 (1—-x8)° ' ‘
Két specidlis esetet néziink meg.
e Ha ,BHB, vagyis egy dimenziés gyorsulasrél van sz, akkor a szamlald
2
“ R . " N . R “ . -2 N a .
xx (xx B) =X(%B) =B = [Zx(x-B)x B = — &B) = Gsin®0,
(11.34)
ahol Xv = cos 6. Ezzel
apP Zoq?a® sin? 4 (11.35)

dQ ~ 16m2 (1 — Beosf)5

Ha 8 = 0, akkor visszakapjuk a dipdlsugarzas szogeloszlasat. Altaldnos f-ra a
sugdrzas a sebesség iranyaba tolédik, 1. 11.1/a dbra. Nagy sebességek esetén
B =~ 1, ezért (11.24) alapjdn 1 — 8 = (1 — 3?)/(1 + B) ~ 1/(29?). Ekkor a
kis szogek domindlnak, vagyis kozelithetjiik sinf ~ 6 és cos ~ 1 — 0%/2, azaz
1— Bcosf~ (1+ (v6)?)/(27?), innen

P~ 2ZOCIQCLQ 78 (79)2
m2c? (L+ (70)?)>

(11.36)

Ez azt jelenti, hogy a maximum 6,,,,, ~ % koriil talalhato, a maximélis teljesitmény
Pmax ~ ’)/8'
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1800 — 1000

1600 i 900
1400 il 800
1200 Hit 700
IR
1000 I ?{2
800 e 400
500 | 200
400 [ 200
200 I 100
) ) L 0L
302 10 0 1 2 3 3 02 a0 1 2 3

a. b.

11.1. abra. Sugarzasok szogeloszlasa: a. egy dimenzids gyorsulds, a sebesség és a gyor-
sulds iranya is x b. korpalya, a sebesség iranya meroleges a gyorsulasra.

e Ha v L a, akkor a szamlaléban
X% (X = B) x B) = (x = B)(%B) — B(1 - %B),
azaz .
(x8)°
>
Most v és a egymasra merdleges: valasszuk az elsot a z tengelynek, a masodikat

az x tengelynek, vagyis

B = Se., B = gex, = [Bx = fcosh, Bx = 2 sin 6 cos e.  (11.37)
c c

[x % ((x = B) x B))* = (B)*(1 — %B)* —

Ezzel

Zoq*a? 1 sin? f cos? o
1672¢2 (1 — BeosO)® |© ~2(1—fBeosh)?|”
Az eloszlas kiilonbozé nézetei a 11.1/b-d. 4brékon lathatok. A sugdrzas itt is a
sebesség iranyaba tolddik. Kis szogek esetén ha cos p = 1:

p D= (0P
222 1 (14 (70)?)°
6

A maximum itt is 0,4, ~ % szognél talalhatd Pq. ~ 7°.

P = (11.38)

(11.39)
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A teljes kibocsatott teljesitményhez ki kell integrélni a teljes térszogre a (11.33) kife-
jezést. Az integral elég bonyolult, de elvégezhet6. Az eredmény:

Zoq® ¢
= 2%5%a@* ~ (B x a)), (11.40)

ahol v = (1 — $%)71/2. Osszehasonlitva a (11.20) képlettel, lathaté, hogy 5% = v?/c*-es
korrekcidkat kapunk, ahogyan vartuk is. Az integral bonyolultsiaga ellenére a végképlet
igen egyszerii — valdjaban megkaphatjuk a Maxwell-egyenletek szimmetriatulajdonsagait
hasznalva, 1. késobb.

Specialis esetként vizsgaljuk meg a korpalyan mozgé test esetét. Ekkor v 1 a. A test
akkor is gyorsul, ha egyenletes sebességgel mozog a korpélyan, ez a szinkrotronsugdrzds.
Legyen a gorbiileti sugar r, ekkor

1 4,2 4.4
vXxa=va = a2—(ﬁxa)2:—2a2:w§ :5202 (11.41)
8 8 ver
Ezzel Py
0q°C 4
= . 11.42
ooz (1P) ( )
Ezt 6sszehasonlitva (11.21) képlettel, a kiilonbség a v* faktor megjelenése. Ezt az egyen-
letet felirhatjuk a részecske impulzusdval is, hiszen & = mgyc® és 8 = pc/E miatt
59 = b/ (mac): 4 4
ZQ(]2C2 p VRIC Zoq202 5
pP— L I , 11.43
6mr2 \ mgc 672 \ moc? ( )

ahol az utolso alak az ultrarelativisztikus sebességekre vonatkozik. Egy fordulat alatt
elszenvedett veszteség energidban az ultrarelativisztikus tartomanyban (t,., ~ 27r/c):

2 4
5g = 2oLc ( £ ) . (11.44)

3r moc?

Ez igen nagy lehet, kiilonosen, ha my kicsi. A CERN LEP2 gyorsitojaban & ~ 60GeV
energids elektronnyaldbndl £/moc? = 1.2 - 10°, ezzel fordulatonként 300MeV veszteség
volt — valdjaban ez a legfontosabb ok, hogy miért nem lehet nagyobb energias elektron-
pozitron gyorsitot épiteni.

0& csokkentéséhez adott energia mellett vagy nagyobb sugar kell, vagy nagyobb my.
Emiatt a mai gyorsitok mar hatalmas méretiiek (CERN: 27 km-es (kb 4.3 km sugari)
gylirli), és elektron helyett protonokat vagy nehézionokat gyorsitanak (LHC). Ekkor a
sugdrzési veszteség (m./m,)* ~ 6 - 107 faktorral kisebb, dltaldban elhanyagolhato.

Lehet, hogy a sugarzast akarjuk hasznalni, pl. anyagvizsgédlatra, ekkor a sugarzasi
veszteség novelése a cél. Ehhez az elektronnyalabot hullamzé pélyara kényszeritik (un-
dulator).
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11.5. Sugarzas spektruma

A sugarzo test altal kibocsatott sugarzast annak alapjéan is vizsgalhatjuk, milyen frekven-
cidju osszetevoi vannak, vagyis ha egy spektrométert helyezek a sugarzas utjaba, akkor
az valamely frekvenciatartoményban mekkora kimend intenzitast észlel.

Gondoljuk eldszor végig, mit is mér a spektrométer. Ha a sugarzas teljes idofiiggését
Fourier-transzformaljuk, akkor id6fiiggés helyett frekvenciafiiggést kapunk. Azonban a
spektrométer csak véges ideig mér, vagyis nem a Fourier-spektrumot dolgozza fel telje-
sen. Ugyanakkor azokra a modusokra, amelyekre érzékeny, nagyon hosszi, végtelennek
tekintheté a mérési ideje. Mindezek alapjan gy gondolhatunk a spektrumra, hogy a su-
garzas intenzitasanak idofiiggését két részre osztjuk, egy lassu és egy gyors részre, aztan
a gyors részen Fourier-transzforméciét végziink el. Ezek utan kaphatunk egy idofiiggo
spektrumot.

Most tehat a spektrométer altal észlelt sugarzas teljesitményét kell figyelembe ven-
niink. A bejovo intenzitast ugy irjuk fel, hogy

dpP 1 1 _qZOﬁx[(R—B)xB]

& - Z)R2E2(t) _ Z)C?(t) = C(t) = RE,(t) = I (1- RB)?
(11.45)

(itt tehat hidnyzik az extra 1 — BR faktor a (11.33) egyenlethez képest). A spektromé-
terbe beérkez6 Gsszenergia, végtelennek tekintve a mérési idot:

aw o1l
m_Z)/dtc (®). (11.46)

Fourier-transzformélva a fenti kifejezést, és felhasznalva, hogy C(t) valdssidga miatt

C(—w) = C*(w), kapjuk

AW 1 [ dw , 1 )

o - = . 11.4

=7 | ple@r = [awicw) (11.47)
—00 0

Innen beazonosithatjuk az adott frekvenciatartomanyban észlelheté teljesitményt (inten-
zitést):

dgiu = %ZO C(w)|% (11.48)
Felirhatjuk E-t illetve C-t polarizaciés irdnyok szerint:
C=eCi+e(Cy = Cia=e,C, (11.49)
ezzel 2p )
o = = (GLP +[Ci@)P). (11,50
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a két tag a két polarizaciés irdny fiiggetlen jaruléka.
A konkrét alakbdl

20 [y BXR=P) % _
Clw) =4 _4 e (1-RBP | nwse
Zoqg [ R x[(R
= 2 /dt’ il +R()/0) ><<[1(_RZ)> x B (1151)

ahol alkalmaztuk a ¢’ = ¢ 1j valtozdra valé 4ttérést.
Ha elég messze van a megfigyelési pont, akkor a dipdl kozelitésnél latott atalakitasok
alkalmazhatdk:

=|x—v|~r—xvy, méashol R~ x. (11.52)
Ekkor: -
ZOCI/ / Tx7(>§<><[(§<—5)><18]
C dt'e™ ) . 11.
(W)=~ (120 (11.53)
Hasznalhatjuk a kovetkez6 azonossagot
(1—-x3)2 dt 1—-x0 ’
Mivel az exp(iwr/c) fazisfaktor kiesik |C(w)|*-b6l, ezért a lényeges részre {rhatjuk
Zoq r d | % x (% x3)
C =2 | dtetF 0O 2 s Z 11.55
W= dii | 1-x8 (11.55)

Ez az alak jol mutatja, hogy csak onnan jon sugarzas, ahol gyorsul a részecske.
Egy polarizacidra valé vetiilet ex = 0 miatt

Z_(;q il (0/0) (eﬂ)(XB()l _(Xm)?(l —xB) (11.56)

—00

eC(w) =—

11.5.1. Szinkrotronsugarzas spektruma

Kormozgas esetén a korpalya sikja legyen az zy sik, a sugara o, a korfrekvencia w = v/

sin wt cos wt sin wt
v =p | coswt B=0|—sinwt |, B=-pBw| coswt |,
0 0 0
cos 6 0 sin @
X = 0 , €| = 1 , €1 =¢ X X = 0 . (11.57)
sin 6 0 —cosf
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Ekkor

X~ = o cos @ sinwt, X3 = [ cos b cos wt, %3 = — B cos fsin it

e|3 = —fBsinwt, eHB = —[w cos wt, e 3= [sinfcoswt,

e, 3 = —fwsinfsinwt, (11.58)
vagyis

Zoq B | N e
€||C(a)):_ OQBW /dtem(ticos€smwt) COS W BCOS

A (1 — BcosBcoswt)?’
Zoqfw sin 6 ]o e o sin wt
C _ _ZUHF e dt iw(t— ¢ cos 0 sin wt) ) 11.59
e CWw) 47 ‘ (1 — B cosfcoswt)? ( )

[ =~ 1 esetén a sugdrzas csak vékony, ~ 1/v szogben érkezik, vagyis idében felbontva
rovid ideji sugarzast kapunk. Ekkor van értelme a spektralis felbontasnak. Ha wt < 1
a relevans tartomdnyban, akkor sinz &~ z és cosx ~ 1 — 2%/2 vezetd rendjének helyette-
sitéssel cos @ = 1-nél kapjuk (vegyiik észre, hogy wo/c = B):

7 0 R iwt(1=5)
€HC<(,U) ~ — 0d (1—ﬁ> /dt =

A7 5242 2
= (1-0+5)

ZoguwP(1 — B)* % gt
— - du
w3 _4 (2w2(1 - pB)? N u2>2

@2

7 3 % U 7
— Lo /du( 2i T ‘f”(aﬂ)e*“, (11.60)
a u

ahol bevezettik az a® = %2(;—2_5)3 jelolést, és felhasznaltuk a korabban latott 1 — 3 ~
1/(27?%) kozelitést a 8 =~ 1 kozelében. A fenti alak mutatja, hogy az integrdl anndl az w,
frekvencianal fog levagni, ahol a ~ 1, azaz
2 1— 3 _
wc( B) ~ 1 = We ~ —w Nf}/3f
(1—p)3/2 0

Ezt heurisztikusan is megérthetjiik: a sugarzas szoge ~ 1/, a sebesség ¢, vagyis az az
id6, amig a sugarzast latom: Aty = 0/w ~ o/(c7y). Mivel azonban a forrds a megfigyeld
felé mozog, a jel elso és hatso éle kozott levo tavolsdg cAtg — vAty, vagyis a koztiik eltelt
id6 At = Ato(1 — B) ~ Atog/v?* ~ o/(cy?). Fourier-térben az ennek megfelels frekvencia

we ~ 3¢/ 0.

(11.61)

@2

130



12. fejezet

Elektromagneses hullamok szoérasa

A sugarzas eddigi vizsgdlatat leirhatjuk ugy, hogy el6szor a forrasmentes sugarzast néz-
tiik, aztan megértettiik, hogy a sugéarzas forrasa a gyorsuld toltés. Itt tovabb mehetiink,
és megkérdezhetjiik, miért gyorsul a toltés? Ennek egy lehetséges oka az, hogy elekt-
romagneses hullam tere gyorsitja. Vagyis ekkor egy beérkezé elektromagneses hullam
toltéseket gyorsit, azok viszont sugaroznak. Ez a folyamat az elektroméagneses hullamok
szérasa. Ezzel foglalkozunk most.

Legyen a bemeno hullam monokromatikus sikhullam:

) ) 1 -
Ey. = egEpe” > H, = KX B, (12.1)
0

Ez elér egy kisméretii anyagdarabot, annak toltéseit gyorsitja, ezek sugdroznak, kiala-
kitva a szdért teret. Miutan az anyagdarab kis méretii, feltehetjiik, hogy a sugarzasa

gombhullam. Ennek megfelelden a teljes elektromos, illetve magneses tér

eik'r 1 .
E = Ebe + Eszc’)rt7 Eszért = Aszért_a H = 7k x E. (122)
r 0

Hogyan jellemezhetd a széras? Lehetne szort teljesitmény/bemend teljesitmény, azon-

ban a szért teljesitmény fiigg a tévolsagtdl (gombhullam). Ezért a tévolsdgfiiggetlen

jellemzo
egységnyi térszogbe szort teljesitmény  [r?dQSgen |

do = (12.3)

egységnyi feliileten bemend teljesitmény | Ste|

Ennek a mennyiségnek feliilet (m?) dimenzidja van, a neve szdrdsi hatdskeresztmetszet. A
szort hullamnal megtehetjiik, hogy csak egy, e vektorral jellemzett polarizaciét vesziink
figyelembe. Beirva a térerosségeket azt kapjuk, hogy

d_U _ |e*Aszc')rt ‘2

12.4
dQ B2 (12.4)
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A teljes hatdskeresztmetszet a teljes 4w térszogbe szort teljesitmény nagysdga egységnyi
feliileten bemeno teljesitmény aranyaban:

do
o= /dﬂm. (12.5)

12.1. Széras az anyag egyenlotlenségein

A szérécentrumot tobbféleképpen kezelhetjiik. Most tegyiik fel, hogy folytonos anyag-
modelliink van, ahol a dielektromos allandé és a permeabilitds helyfiiggs: e(x), pu(x),
és az anyag atlagat jellemz6 eg, po (most nem feltétleniil a vdkuum érték!) értékekhez
képest kicsi az eltérés. A szuszceptibilitasokkal felirva

e(x) —e ) -

€o Ho

A Maxwell-egyenleteket ekkor forrdstag nélkil irhatjuk fel
VD =0, VB =0, V x E =—-0,B, V x H = 0;D. (12.7)

A probléma megoldasanak kulcsa, hogy egy olyan mennyiséget tekintiink, amely ho-
mogén anyagban nulla lenne. Ahogy kés6bb lathato lesz, az optimélis vélasztas:

V x (VX (D —¢kFE)) =V(divD)— AD +¢y0,V x B =
= —AD +¢00,V x (B — ioH) + 6—1203D. (12.8)
Atrendezve:
OD =¢y0,V x (B — ugH) — V x (V x (D — gyE)), (12.9)
vagy a szuszceptibilitasokkal kifejezve:
OD = gopo0V X (xpsr H) — 0V X (V X (xpE)). (12.10)

Ha a jobb oldal nulla lenne (homogén anyag), megkapnank a szabad hullaimegyenletet.
Most a jobb oldal tekinthet6é a hullamok forrasanak.

Ha a bees6 hulldm monokromatikus sikhulldm, akkor az idéfiiggése ~ e~™*, ez lesz
minden tér idofiiggése is. Ekkor az idéderivalt —iw-val helyettesitheto:
(A + ]{72)D = —i80uowv X (XMH) — EOV X (V X (XE'E)) (1211)

Ezt formalisan meg tudjuk oldani a Helmholtz operdtor Green fiiggvénye (10.6) segitsé-
gével:

I

1 tk|x—x
D:D0+—/d3X/€

Z'E()[Lowv X (XMH) + 50V X (V X (XEE)) . (1212)
A7 |x — x|
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A masodik tag felel meg a szort hullamnak. Téavoli megfigyel6 esetén a szokasos kozeli-
téssel élve |x — x/| = r — xx’ kapjuk

eikr

1 .
D = DO + €0 E/dgxl €7lkxx |:ZCL)/,LUV X (XMH) +V x (V X (XEE)>:| (1213)

,
Ezt leosztva eq-lal beazonosithatjuk a kifuté gémbhullamokat (D /ey ugyan nem teljesen
E, de az eltérésiik csak lokalis, nem képvisel sugarzast):

1 -y
Asiore = - d’x’ e~ [iwro x (xmuH) +V x (V x (XEE))], (12.14)

Parcidlis integraldssal a derivdldsokat dthérithatjuk az e~*** alakra egy negativ eléjel
fellépése mellett: emiatt V — kX helyettesitéssel élhetiink. Mivel w = kc és Zy = pqc,

18y
2

k .

Aot = y d3x’ e RX [XMZOH XX+ xpX X (E x fc)] . (12.15)
0

Ez az egyenlet val6jaban egy implicit egyenlet, nem explicit megoldas, hiszen a jobb

oldalon fellépé térerosségek tartalmazzak Ag,si-at. Azonban megoldhatjuk szukcessziv

approximacioval:

-~ E,H = AY

szort

Eb€7 Hbe = A(l)

sz0rt

= FE, H, = ...,

(12.16)
a folyamat vége az egzakt megoldas. Ha kicsik a szérécentrumok, akkor a masodik,
harmadik stb. térerésségekhez tartozd korrekciok — a tobbszoros szérasok jarulékai —
egyre kisebbek. Sokszor megelégedhetiink az els6 korrekciéval (Born-kozelités). Ekkor a
fenti képletbe a beesd sikhullam (12.1) képlete irhaté be:

k*E

Aszc’)rt = Ar

/ dPx’ etk k) [XM(R X €g) X X + xpX X (€y x ﬁ)} . (12.17)

Vezessiik be a

q=k —kx (12.18)
vektort, ezzel az exponens e’ alakban frhaté. Vegyiik észre azt is, hogy itt valéjaban
X és xg Fourier transzformaltjat szamoljuk ki! Azaz

k*Eq

Aszért - An

[fcM(q)(R X €9) X X+ Xp(q)X x (€g x fc)} : (12.19)
Adott e kimend polarizaciéra vetitéshez e*-gal kell szoroznunk; felhasznalva, hogy a(b x
c) =b(ecxa):

k2E,
47

e* Ay = {)}M(q)(f{ X ep)(k x e) + XE(q)e*eo}. (12.20)
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Emiatt aztdn a differencidlis hatdskeresztmetszet (12.4) alapjan:
2

do E* . R . N . R
€€ — Xu(a)(k x eg)(X x ) + xe(q)e’eq| , q=k-—kx. (12.21)

dQ 1672
Jellegzetessége a ~ k* fiiggés. X
A polarizaciés vektorokat érdemes a kivetkezé médon valasztani: ey = et = ak x X
ésel =el xk el =ef xx A normaldshoz o = 1/sin 6, ahol Xk = cosf. Valasztva
egy olyan koordindtarendszert, ahol k||z, azaz k = (0,0, 1), kapjuk
sin ¢ 0 1 cos 6
X = 0 , et=er =11, eg =10], el = 0 ,(12.22)
cos 0 0 —siné
A megfelel6 polarizacios vektor szorzatok
eget =1, egel =0, elcl)el =0, e|(|)e” = cos ¥,
’ 1\/3 Ly — Sl — 7 1\ /3 I — L
(k x ey)(x x e7) = eye' = cosb, (k x ey)(x x e eye 0,
(k x el)(x x et) = —elet =0, (kxexxel)=eter =1. (12.23)
Ilyen médon végiil is
doy, _ K 2
0 162 Ixm(a) + x&(q) cos ],
dO’LL k’4
o = T3 (@) cosf + xp(a)l” (12.24)

Vagyis a széras soran a fenti modon valasztott polarizaciok nem keverednek.
Ha a bemeno6 hulldm polarizélatlan, vagyis azonos mennyiségben tartalmazza a kiilon-

boz6 polarizaciok jarulékat, akkor atlagolnunk kell a kiilonb6z6 polarizécidk jarulékara:

dUH /{34 2
m - 39772 |XM(q) + XE(q) COS 0| )
dO'J_ kﬁ4 2
A kimeno polarizaltsag jellemzésére vezessiik be:
doi _ doy
_ dQ  dQ)
I1(0) = dodoy’ (12.26)

dQy  dQ)

Nyilvan II(#) € [—1,1], ha II(f) = 1 akkor teljesen merdleges, ha II(f) = —1, akkor

teljesen parhuzamos a polarizaltsag.
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Alkalmazas:
Kis r sugara fémgomb szérasi hataskeresztmetszete?
Megoldas

Kis méreti fémgombnél vehetjiik a beesd hullam terét homogénnak. Ek-
kor a beesé elektromos tér dipélmomentumot hoz létre, melynek eréssége (1.
(3.33)) p = 4meor®E. Ez jellemezhetd stirliséggel is: P = 4regri Ed(x). Az

elektromos eltolas ezért

D =c¢E+ P =c¢cy(1+4r1eer’ES(x))E = xgp(z) = 4mr*0(x). (12.27)

A fémgombot tokéletes diamagnesnek tekintve homogén mégneses térben
szintén egy dipdl alakul ki m = —27r3H (1. (5.72) a p, = 0 limeszben).

Ez megfelel
B=pu(H+M) = xu(r)=-2rr).

Ezzel az integralok elvégezhetdk, és

do A6 2

L S *
q= e“ey — §(k X €)(x x e¥)

A kiilonbozé polarizaciok jaruléka

2 2

1

@— cosf — —
2

— lkATG

dUJ_ 146
=—k
" ’ a2

doy 1_c089
g 2

2

A polarizaciokra osszegzett differencialis hatdskeresztmetszet
do )
— = k%" (é(l + cos® ) — cos 9> :

a kimeno polarizaltsag

3sin 6
(14 cos?6) —8cosh’

(o) =

Ezeket a 12.1 dbran lathatjuk. Két jellegzetessége:

(12.28)

(12.29)

(12.30)

(12.31)

(12.32)

e erls visszaszéras: a szért hullam intenzitdasa hatrafelé a legnagyobb. A

fémgombok pora ,,tiikrozodik”.

e a polarizaltsag cosf = 1/2-nél 1, ekkor csak L polarizaltsag marad.
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dT/dQ
[T

-1 1.5 0 0.5 1
C0s(0)

12.1. abra. Differencialis hataskeresztmetszet és polarizaltsag fémgombon vald széras
esetén

12.2. Széras gazon és szabalyos kristalyon

Tegyiik fel, hogy a szorécentrumok igen kicsik az elektromagneses hullam hulldmhossza-
hoz képest. Ekkor molekularis szinten irhatjuk le a polarizalhatésagot. Itt feltessziik,
hogy a méagneses polarizalhatosag elhanyagolhatd, a molekularis elektron polarizalhaté-

sdg pedig Vmor:

XE = Z’Ymol5(x —X;), Xar = 0. (12.33)
J
Ezzel (12.25) alapjan
do, k! 2 2 _ —igx; doy 5 ,doy
Tq = o mal IF@F, Fla) = > et Jq —cosT 0o (1234)

J

Az irdnyfiiggd F(q) faktor valéjadban az anyageloszlas Fourier-transzformaltja. |F(q)|*-t
két szummaként felirva:
F(q)? =) eiaba), (12.35)
j
Géaz esetén a szérocentrumok véletlenszertien helyezkednek el, vagyis az ¢ # j jarulékok
kidtlagoljdk egymast, ezért marad |F(q)|*> = N, ahol N a szér6centrumok széma. A
térfogategységre szamolt szorasi hataskeresztmetszet ezért

1 dO—J_ ]{4/\[

= |’7mol|27

1 do

vao O 'viaa

ahol N' = N/V a szérécentrumok sfirfisége. Sfirtibb anyagban és nagyobb frekvencidknal
tehéat erésebben szérédast latunk.
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A teljes differencialis hataskeresztmetszet illetve a polarizaltsag

B sin? 6
14 cos26’

1 do E*N
10 = g mal (4 cos?), TI(O) (12.37)

l. a 12.2 dbran. Léathatéan cosf = 0, azaz a bejévo iranyra merdlegesen a legkisebb a

dy/do

8I{:)}
0.8
0.6
0.4
0.2
0

-1 4.5 0 0.5 1
cos( @)

12.2. édbra. Differencidlis hataskeresztmetszet és polarizaltsag szogfiiggése gazon vald
széréas esetén.

szort fény intenzitasa, és ott teljes a polarizaltsag.
A teljes hataskeresztmetszet (12.5) az Osszes irdnyra Osszegzett differencialis hatés-
keresztmetszet, vagyis a szort teljes intenzitas:

1

1 do KN 9 5, 8
a=—0= /de = 6—7r|7mol| : mert /dm (14 2°) = 3 (12.38)

-1

Ezt kifejezhetjiik a torésmutatdval is, hiszen ritka gézra , = 1 + Ny, és n = VEr &
L4+ NYmo/2 (1. Clausius-Mosotti egyenlet, (4.38)), ezzel

B 2k4
3N

«

(n — 1), (12.39)

ez a Rayleigh-szords formulaja.

A térfogattal normalt teljes szorasi hataskeresztmetszet leirja a beesd fény inten-
zitasveszteségét: egy dAdx térfogatu térelemre felirva az ott levé anyag altal kiszort
osszteljesitményre felirhato

dP.ys
o — o, (12.40)

Sbe
ahol Sy, a bemené teljesitményaram. A kiszért osszteljesitmény az eredeti hullam in-
tenzitdasvesztesége: dPysy = —dPy.. Masrészt a térfogatelembe belépo teljesitmény
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Pbe = dASbe. Emiatt

deedA — o = —dAdra N dln Pbe

=—a = P.~PYeom, 12.41
Pbe dr o b be e ( )

Légkoron vald szoérasra alkalmazva a fentieket

e a sz6rds erdssége ~ k. ezért ha a szért fényt figyeljiik, ott a nagyobb frekvencidk
domindlnak, vagyis kék az ég

e ha a fényforrast figyeljiik, ott a nagyobb frekvencidk egy része mar kiszérddott,
vagyis a lemen6 Nap fénye voroses

e 0 = 7/2-nél, vagyis a Napra meréleges irdnyban legkisebb a differenciélis szérési
hataskeresztmetszet, vagyis ott a legsotétebb (legmélyebb) az ég

e itt teljesen polarizalt a fény, ebbdl a Nap irdanyat még akkor is meg lehet hatarozni,
ha nem latszik a Nap.

e ha a szorocentrumok striisége végtelenhez tartana, de a térésmutatoé nem lenne 1,
akkor a — 0, vagyis nem lenne szoras. Az ég kék szine tehat az atomok 1étezésének
kozvetett bizonyitéka.

A fenti gondolatmenet alkalmazhaté akkor is, ha a szérécentrum nem molekula, ha-
nem homogén anyag stirtiségingadozasai. A Clausius-Mosotti egyenlet kis stirtiségeknél
érvényes alakjabdl az atlagos e, = 1 + Nyno, azaz az atlagos xg = NYmo. A szorés
ennek valtozasdn torténik ami N véltozasa miatt lesz. Tehat

N N SN

J
xE ING = Oxp= XESF = 2(n — 1)W’ (12.42)

XE

ahol az utolsé képletben a torésmutatot hasznaltuk fel. Feltéve ismét, hogy nincs mag-
neses szuszceptibilitds, a (12.25) képlet szerint

4 400 1)2
don _ k 6xe(q@)]” = % / PxdPye VSN (x)SN (y). (12.43)

A9 3272

Ha feltessziik, hogy egy V| tartomanyon til a stirtiség fluktuaciok korrelalatlanok, akkor
a (ON(x)ON (y)) statisztikus dtlagra nulldt kapunk, ha x —y ¢ Vy. Emiatt a kettds
integrél kifejezésében az egyik koordinata V|-t, a masik a teljes V' térfogatot futja be.
Legyen N = VN, ekkor

idO’J_ B k4(n — 1)2
V dQ)  8w2N?2

(ON?) Vs (12.44)
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Statisztikus fizikabdl lehet tudni, hogy (§N?) = kgTON/dpu, ahol u a kémiai potencidl.
Termodinamikai 0sszefiiggésekbdl pedig a derivalt atirhato. Végiil is azt kapjuk, hogy

(6N?) 10V
= NkgT hol = ——— 12.45
N N B ﬁTa ano ﬁT vV ap Ta ( )
az izoterm kompresszibilitds. Ezzel
ldo, Kk'(n—1)? 2k*(n — 1)2
— = T = ———kgTpr. 12.4
V dQ 812 kel Br, “ 3m kT b ( 6)

Ez a képlet igen hasonlit a Reyleigh-szérasbdl kapott (12.39) képlethez. Mésodrendii
fazisatalakulasnal S — oo, ekkor tehat az anyag szorasi képessége jelentosen felerosodik.
Ez a kritikus opaleszcencia jelensége.

Ha a szérécentrumok nem véletlenszertien helyezkednek el, akkor F(q) bonyolultabb
struktirat mutat. Pl. kobos racsot véve:

3
X;=a Z n;€;, n; € N, (12.47)
i=1
emiatt
. 2N;+1
' 3 ' 3 sin 5 q;a
f(q) = Z elaXj — H Z eldiani — H —qa , (1248)
j i=1 n; i=1 S ——
2
mivel
2N +1
N o sin qa
Yoo —— 2. (12.49)
n=—N Sin ?
Innen
. 9 2N; +1
3 sin 2 q;a
2
F@lP =] ——%a— (12.50)
i=1 S 7

| F(q)|?> majdnem mindeniitt O(1), vagyis térfogattal osztva eltiinik a végtelen térfogati
limeszben. Kivételt képeznek azok a helyek, ahol

o 271'&

i , ahol /; € N. (12.51)

a
Ez a (Bragg-feltétel), ezeken a helyeken ¢'%*" = 1, emiatt F(q) = N?. Ha a hulldm
beesési és visszaverodési szoge ugyanaz, azaz k = —x, akkor q = 2k, és a k;a = 7{;

feltételt kapjuk.

Az ersités helyeit figyelve az anyag szerkezetére kovetkeztethetiink, ez adja a ront-
gendiffrakcid, illetve az elektronmikroszkop miikodési alapjat. Mésrészt a szorasi maxi-
mumok frekvenciafiiggése miatt megfeleld optikai racs alkalmazasaval hasznalhatjuk ezt
az elvet spektrométer szerkesztésére is.
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13. fejezet

Cherenkov-sugarzas és atmeneti
sugarzas

Az elektromagneses hullamok vizsgalataban a kovetkezo logikat kovettiik

e szabad elektromdgneses hullamok: el. magn. hullamok téreréssége, Poynting-
vektora, jelenségek: abszorpcié, torés, hullamvezetok

e mozgo téltés = el. mdgn. hullamok: Liénard-Wiechert potencidlok, térerds-
ségek, szogfiiggés, spektrum

e cl. mdgn. hullam = anyag = el. mdgn. hullam: szérasi jelenségek,
szoras gazon, szabalyos kristalyon

e mozgo toltés = el. mdgn. térerésség = anyag =  el. mdgn. hullam:
logikusan a kévetkezo 1épés.

13.1. Cherenkov-sugarzas

Most azzal a specidlis esettel foglalkozunk, amikor a bemend részecske egyenesvonali
egyenletes mozgdst végez (részlegesen) homogén, e(w) dielektromos allanddju anyagban

(feltessziik, hogy p = po).
Teljesen homogén kozegben, azonban frekvenciafiiggd dielektromos allandé mellett

kissé megvaltozik a Maxwell-egyenletek megoldédsa a Liénard-Wiechert potencidlokhoz
képest. A toltés- illetve dramstiiriiség egyenesvonali egyenletes mozgds esetén: o = ¢d(x—
vt) illetve J = qud(x — vt). Lorenz-mértékben a potencidlokra vonatkozé egyenletek,
egyelore allando € mellett:

(A — p1ged?)® = _g, (A — 1920 A = —poJ. (13.1)
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Mivel pod = pocv, ezért A = ppev®, azaz a vektorpotencial kifejezhetd a skaldrpoten-
ciallal.
Fourier-transzformécié utan V. — 1k, 0; — —iw. A toltésstiriiség Fourier-transzformaéltja

/dxdt e (1 x) = /dxdt Wi gs(x — wt) = ¢ / dt 'KV — 975 (w — ko).
: (13.2)
Emiatt a skalarpotencial egyenlete:
2
(k* — poew?)® = iqé(w — kv), (13.3)
£
ahonnan ora & N 5 N
(w k) = 10w —kv) Ao, k) = 2mgpup 22 —Kv) (13.4)

e k2 — poew?’ k2 — poew?
Ebben az alakban mar figyelembe vehetjiik, hogy a permittivitas fiigg a frekvenciatol:
g(w).

Az elektromos térerésség E = —V® — 0; A, innen

27i d(w—k
E(w,k) = —ik® + iwA = i(wuev — k)& = ”Tzq(wuosv - k>k2(w——/m;;)2‘ (13.5)
A magneses indukcié B = rotA, azaz
B =V xA=iuecdk x v=ppev x E. (13.6)

A valés térbeli eredmény kiszamitasa inverz Fourier-transzformalttal torténik. Valasszunk
specidlis koordindtarendszert (mint korabban a Liénard-Wiechert potencidlok kiértéke-
1ésénél), ahol v = (0,0,v), és x = (x,0,0). A térerdsség:

. k
2 Pk, O(w—k, v
B(wx)= 224 [ 4K e Ow—kv) ky (13.7)
£ (27) ki + ki + k2 — poew k. — wiiney
A k. integral konnyen elvégezheto:
i eikzac km
E(w,x) = ——1 /d/cxdky ~ k, (13.8)
4m2ev 22 Y 2\ w /v — wpgev
- + y + F — HoEW Ho
Vezessiik be
,  w? o W2 v?
A= ﬁ(l — HpEV ) = F 1-— Cibzeg . (139)
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Ha v <kozegbeli fénysebesség, akkor A valds, ellenkezd esetben tisztan képzetes. Ezzel

i pikew ks iq ekt b
(w,x) 47r25v/ YR2 R4 N2 2 dmev VEZEX | w2
E (13.10)

A z komponensben fellép6 integral:

T ¢ikz® k.x =z } 7 CoS 2z
P I —— v — [ dr—C —2K,(\), 13.11
NEESE {dkw =dz/x 2+ (\a)? olX) (13.11)

az x komponensben fellépd integral

o0

T kethe® i zsin 2z
dk, ——=— | d2 ——
VEZ+A V22 + (Ar)?

Itt K,, a masodfaju mddositott Bessel-fiiggvény, amely a Bessel-fiiggvények analitikus
elfolytatasaval kaphaté [3]. Vagyis

= 2K, (\). (13.12)

. K (\x)
A [
E(w,x) = —;q (13.13)
T\ 2 Ko (Ax)
A miégneses indukeié (13.6) alapjén
qroA K (A\x) 0
B = ppev x E = 022120 1 (13.14)
2T
0
A Poynting-vektor:
1 [ Bk
S=—ExB=—[ 0 |. (13.15)
Ho Ho ByEx

Szamoljuk ki a toltés utegységenkénti energiaveszteségét. Ehhez el6szor integraljuk
ki a Poynting-vektort a toltés koriili z sugard hengerre, amivel megkapjuk az idéegység

alatti energiaveszteséget:

d& 2

- | 4:B,E.. (13.16)
dt Ho
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Ebbdl a sebességgel szorozva térhetiink at az tthossz alatti veszteségre, azzal viszont az
integralban tériink at id6 szerinti integralra:

& orz [ [ .
5 = —E_ dtB,(t)E.(t) = —%_ dwB;(w)E.(w) =
= —zv / dwe* (W) E(w)E,(w) = —2xv§R/dw5*(w)E;(w)Ez(w). (13.17)

Helyettesitsiik be a kordbban kapott képleteket, végiil is kapjuk (Fermi képlete):

i€ ¢ [ w1 -
. / doy ( - 1) i K () Ko(Ax). (13.18)

Ha v < ckegeg, akkor az i fellépte miatt csak akkor kaphatunk jarulékot, ha e, imaginérius.
Ez megfelel annak a képnek, hogy a kozeg ekkor elnyeli az energiat.

Ha azonban v > Cysseq, akkor A* < 0, azaz i\* tisztdn valés. Emiatt akkor kapunk
jarulékot, ha e, valés! Ilyenkor nem a kornyezetben lev6é anyag veszi fel az energiat,
hanem az energia kisugarzédik. Valoban, ha nagy x — oo értékeket néziink, akkor a

Bessel-fiiggvények kozelitése:
Ko(\1) ~ 4| e, (13.19)
20z

Ha A imagindrius, akkor a térerésségek egyes frekvencidi valodi id6ben ~ exp(—i(wt —
|A|z) médon véltoznak, azaz kifuté hulldmot {rnak le, amelyek 1/4/2 szerint csengenek le.
Az energiadgramlds iranyara kiszamithatjuk a Poynting-vektor komponenseinek aranyat:

S E ZU)\ ?}2 Ckisz
tanf = —=——=—=,/1— = = cosf = e

S == (13.20)

Ckézeg v

A kifuté hullam irdnya tehat mindig ugyanazt a szoget zarja be. Emiatt valéjaban

a mozgo toltés feldl kipszertien kiindulé hullamot figyelhetiink meg, a fénysebességnél

gyorsabb mozgés ,lokéshulldmfront™jit. Ez a Cherenkov-sugdrzds (Cherenkov 1934).
Az energiaveszteség képletét erre az esetre ugy frhatjuk (Frank, Tamm, 1937), hogy

€ q° [ w 1

_— = dw—|1— . 13.21

dz 47?50/ Y ( B%T) ( )
0

Prébaljuk megérteni a Cherenkov-sugarzas fizikai okat. Egy abszorpcié nélkiili anyag-
ban egyenletesen mozgd ponttoltés megmozgatja az anyag részecskéit akar gyorsabban
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megy a kozegbeli fénysebességnél, akar lassabban. Ezek a gyorsulas hatasara sugdrozni
fognak. Ha azonban a ponttoltés sebessége kisebb cis,ee-nél, akkor az egyes részek altal
kibocsatott jarulékok kioltjak egymast, igy makroszkopikusan nem latunk sugarzast. A
U > Crageg €5etben ugyanakkor az anyag részecskéi altal kibocsatott sugdrzas nem éri utol
mozgd ponttoltést, ezért elmarad a destruktiv interferencia.

13.2. Atmeneti sugarzas

Most tegyiik fel, hogy a tér nem homogén, hanem a z > 0 térrészt €, a z < 0 térrészt ¢
permittivitdsi anyag tolti ki. Legyen a megoldds a két térrészben E™ illetve E~. A fenti
targyalds megfelel6 a forras altal 1étrehozott tér kezeléséhez, azonban a teljes megoldas
tartalmazza a homogén egyenlet megoldasat is, ami itt sziikséges, hogy figyelembe tudjuk
venni a hatarfeltételeket a két anyagrész taldlkozasanal:

E;y(t,m,y,z =0)=E,,(tz,y,2=0), eEf(t,x,y,2=0) =¢coE, (t,7,y,2 =0),
H"(t,z,y,2=0)=H (t,z,y,2 = 0), (13.22)

ahol E = Enom + Ehom, és az inhomogén rész megolddsat Fourier-térben (13.5) és
(13.6) adja. Mivel u = po-t vettiink, ezért H folytonos.

Most tekintsiink el az ¢ frekvenciafiiggésétol. Fourier transzformalva ¢, x és y szerint
ugyanezek a feltételek fenndlnak. Ez azt jelenti, hogy a z = 0 feltétel kielégitéséhez csak
z-ben kell az inverz Fourier-transzformaciot elvégezniink:

27q §(w — ko) 2nrq  O(w — ko)

E(w,k) =i —k = —k
(0.) = ilopew )= 3" T = dfonew 1= e T

(13.23)

és B(w, kr, 2) = [%= E(w, k) ™%, ahol a transzverzalis tér T = (z,y). A k. integrél a
Dirac-delta miatt konnyen elvégezheto:

. wz /v - \2 iwz /v

—igky e —ig\° €
E ky Ky, 2) = , L= , 13.24
T, 2 ev kA 4+ N\ cw k2 4+ N2 ( )

osszefoglalva '
Bk 2) = =2 (1 + 20 e (13.25)
w z)=— —ey | ——. .
o v T w ) RN

A homogén egyenlet megoldasat is hozzuk ilyen alakra. A sikhullam megoldas

2
Epom(w,kr, 2) = eBoe*™=*, ahol e(kp + k.e.) =0, K +k2—=ec—. (13.26)
C
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A polarizaciés iranyokndl az egyik e, iranyt valasszuk merdlegesnek mind e,-re, mind
kp-re. A masikra érvényes:

k.
e=e,Faky = elkrtke)==dk Faki=0 = a= 53 (13.27)
T
vagyis

2

k. ik w
Epom(w,kr, 2) = {EHi (ez F EkT) + Efq} e ko= \Je g —kp. (13.28)

Fizikai hatarfeltételek: nincs bees6 hulldm, azaz z < 0-ban csak ~ e*:# illetve z > 0-ban
csak e*:* hulldm maradhat. A két térfélen ezek szerint a teljes térerésség

kz ] ; 22 wz /v
E~(w kr, 2) = {EH— (ez + —kT) + Em] ekt - L (kT - f}vez) .

k2 EoV ki + A8
L ' Zq A\2v ez’wz/v
+ o + z + tkrz "4 R
ET(w,kr,z) = {E” (ez - _k%kT) + ELell e - (kT + " ez) K2
(13.29)

A z = 0-nél kirétt hatarfeltételekb6l meghatérozhaté Eﬁf, ET, és ezzel a sugdrzés. Az
e, komponensre nincs forrds, azaz ilyen polarizacidju sugarzas nincsen (részletesebben:
teljesiilnie kell ET = E|, és a H folytonossdga miatt ET/c = E| /¢y egyenleteknek egy-
szerre). A parhuzamos polarizéciéra az altalanos képlet bonyolult, ezért az egyszeriiség
kedvéért nézziik azt az esetet, mikor a z > 0 tartomanyban tokéletes vezetot vesziink,
azaz ET = 0. Ekkor a hatdron B} = 0, ebbdl:

o agkrd 1
= — = 13.30
" eok,v k2 + N3 ( )
Polarkoordinatakban k., = kcos@, kr = ksin 0, ahol k = we. Itt
2 2 2 2
2 2 _ W .2 o ol o 2 .2
kT+)\ ZESIH 9+¥—§:ﬁ(1—ﬁ COS 6) (1331)
Ezzel: _ 2
Er=Y S (13.32)

I egcw cos (1 — 32 cos? )

Hogy a sugarzas spektrumardl is tudjunk valamit mondani, kiszamoljuk a teljes ki-
meno energiat. Mivel a sugdrzasban az elektromos és mégneses szektor ugyanakkora
energiat ad le, ezért

W= / d*xe0E? = / dadzeoE*. (13.33)
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Ebben a képletben a térerosségeknek nem a Fourier, hanem a valds téridobeli értékére
van sziikségiink. Ezért inverz Fourier transzformaciot kell elvégezniink a transzverzalis
iranyokban, valamint az idében. A térer6sség négyzetére ezek szerint kapjuk:

dwdw' dk2 dkh? . i(w—wy—i(kr—kl)x
B = [ G e B 0, 2B o e )1 K 13,3

Az integral hosszadalmas, tobb 1épésbdl all. Végiil

wdk? YW
w :Eo/d( ) |EH(w kT)l . (1335)

Beirva ide E| alakjat kapjuk

e} . 9
q*v? sin® 0
dwd(2 13.
W= / dmdegcd (1 — B2 cos?6)?’ (13.36)
0
ahonnan , - 2
d-w _qv sin . (13.37)
dwd)  Am3eped (1 — 2 cos? )2
Bevezetve
a = ¢*/(4meohc) = 1/137 (13.38)

értékit dimenziétlan mennyiséget (finomszerkezeti dllandd), ahol A = 1.055 - 10734 Js
értéki Planck-allandé, kapjuk az alternativ alakot:
W Bra sin? 4
dhwdQ 72 (1 — B2cos?6)?’

(13.39)

A sugarzas ultrarelativisztikus esetben a cos 6 & 1 értékeinél erds csiicsot mutat, csakugy,
mint a gyorsuld toltések sugarzasanal lattuk; 6 ~ 1/v a sugarzas kiterjedése.
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14. fejezet

Relativisztikus elektrodinamika

Az elektrodinamika nem kovariansan transzformalddik a Galilei-transzformacio alatt,
vagyis a szokasos, klasszikus mozgd vonatkoztatdsi rendszerre vald attérés esetén meg-
valtoznak az egyeneleteink. Ennek két magyardzata lehet: vagy csak egy adott koordi-
natarendszerben (éter) érvényes az elektrodinamika, vagy méds médon kell dttérni mozgéd
vonatkoztatéasi rendszerre.

A Michelson-Morley kisérlet azt bizonyitotta, hogy ha létezik az éter, akkor a foldi
megfigyeld az éterhez képest nem mozog, hiszen a fény sebessége fiiggetlen volt a mé-
rés iranyatol. Ez az éterképet kizarja, vagy legalabbis annyira elbonyolitja, hogy nem
valészini ez a hipotézis.

Nézziik a masodik lehetOséget, és dllapitsuk meg azt a transzformaciot, amelyre ko-
variansak a Maxwell-egyenletek. Ehhez mindenekel6tt 1) jeloléseket vezetiink be. Hang-
stilyozni kell, hogy ezek csupan definiciok, melyek értelme késobb lesz vilagos.

14.1. Relativisztikus koordinatak

Vezessiik be a nulladik térkoordinatat 2° = ct médon, vagyis az idét azzal a tavolsaggal
mérjiik, amit a fény egységnyi ido alatt megtesz. Ekkor egy eseményt egy négyesvektorral

jellemezhetiink
at = (ct, x). (14.1)

Az indexet feliilre tessziik, és — ahogy mar korabban targyaltuk — kontravarians koordi-
nataknak nevezziik. A négyesvektor szerinti parcidlis derivalas

10 0
O = <E§’ %> ; (14.2)

a derivalas indexe alul van, ezek a kovarians vektorok. Az integralas

/d4x = c/dtdgx. (14.3)
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Vektorok skalaris szorzatdahoz egy metrikus tenzort vezetiink be. A motivacié az, hogy
az elektrodinamikéban a hulldmegyenletben a [0 = A — 9?2 /c? differencidloperdtor jelenik
meg;:

Juv = diag(1,-1,-1,-1) = a-b= a’gub”,  ay = guwa”,
g = (g7 ") = diag(1,-1,-1,-1), a" = g"a,. (14.4)

Komponensekben kiirva tehat
a-b=ad"—ab = 9,0'=0}/*—A=-0, 1 =P — X2 (14.5)

Ez azt jelenti, hogy nem csak a nullvektor hossza nulla, hanem minden r = ¢t pontra
igaz ez, azaz a fénykidp elemeire. Az origobdl fénysebességnél kisebb atlagsebességgel
elérhetd eseményeknél r = vt, azaz 2 = (¢ —v?)t? > 0, ezek az iddszeri események. Ha
x? < 0, akkor térszerii eseményekrdl beszéliink.

A térkoordindtaknak megfeleléen az elektrodinamika mennyiségeit is négyesvekto-
rokba rendezhetjitk. Egy tomegpont esetén a toltésslirtiség 0 = ¢o(x — y(t)), mig az
aramstiriség J = qui(x — ~(t)). Mivel v; = &;, ez azt sugallja, hogy érdemes

T = (co, J) (14.6)

modon definidlni a négyes aramstirtiséget. Ekkor a kontinuitasi egyenlet
1 .

a négyesdivergencia eltlinését jelenti.

A skalar- és vektorpotencidl sztatikus ponttoltés esetén a toltésbol és arambol ugyan-
olyan médon all el6, de az egyiket 1/egg, a mésikat p szorozza, emiatt ®/c és A azonos
dimenzidjua:

)
®_ @ _pac 4 Hov (143)
c 4meger 4rr drr
Emiatt a négyespotencidl definiciéja
1
At = (D, A). (14.9)
c
Hogy a Maxwell-egyenleteket le tudjuk irni, bevezetjiik a térerdsségtenzort:
Fr =0t A" — 0" A*, Fr = —F"k, (14.10)

Mivel
Ei = —QCI) — @Al = —82-0.,40 — CaoAi = —C(aoAi — 82440) = —CFOi
A 1 A ) 1 A
B,’ = EijkajAk = —eijkéfAk = —§€ijk(aju4k — 8kAj) = _§5iij]ka (14.11)
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ezért 1
c

Vagyis a fels6 indexes térerdsségtenzor komponenseinek jelentése
0 —El/C —EQ/C —Eg/C
El/C 0 —B3 B2

EQ/C B3 0 _Bl
E3/C —Bg Bl 0

P = (14.13)

A Maxwell-egyenletek egy része a térerésségtenzor derivaltjaival van kapcsolatban:

o1 1
0, F" = 0,F"° = ~0,E; = -2 10 J°
C C&p
. . y 1 ;
O F" = 0gF" + 0, F7" = — 50 Ei + €ir0; By = o J", (14.14)
vagyis Osszefoglalva
B = 10" (14.15)

A tobbi Maxwell-egyenlet valdjadban azonossag: vezessiik be a dudlis térerésségtenzort:
~ 1
v = 5(e“”WFQ(,, ahol %% =1, (14.16)

és teljesen antiszimmetrikus, azaz minden indexpér cseréjére jelet valt. Emiatt e#7¢7 =
—eo#e A hirom dimenziés Levi-Civita szimbélummal valé kapcsolata 9% = Eijk- A
dualis kapcsolat

o1 1 1~

FOZ = §€OZ]/€ij = §€ijk(_€jk€Bf) = _Bz = —zEl = Ez = CBi

o 1 . . 1 ~ ~

FY = 5 (5”k0Fk0 + €ZJOkF0k) = EgijkEk = _5ijkBk = cB,=—-F. (1417)
A dudlis térerdsségtenzor négyesderivaltja automatikusan nulla, hiszen:

- 1
0, F" = Esﬂ”@“au(a@Ag — 0,A,) =0, (14.18)

ami egy szimmetrikus és egy antiszimmetrikus matrix szorzata. Ezen egyenletek jelentése

~ 1 L 1
8“F“0 = §@i€zojkﬂk = §ai(—6ijk)(—6jkng) = le B,

~ o o 1 - 1 . .
auFl” = 80F0’ + @-Fﬂ = §ao€OZ]ijk + 5@ (EﬂOkFOk + SﬂkOFko) =
1 1 1
= ?Catéijk(—Sjkng) + EﬁjsjikEk = _E [8tBZ + (rot E)Z] . (14.19)
Vagyis ez a két egyenlet a térerdsségtenzor szintjén nem egyenlet, hanem azonosséag.
Visszafelé gondolkodva pont ez a két egyenlet tette lehetové a skalar- illetve vektorpo-
tencial bevezetését.
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14.2. Lorentz-transzformacio

A Maxwell-egyenleteket tehat sikeriilt atfogalmazni olyan alakba, amely kizardlag né-
gyes skalarszorzatokat tartalmaz. Emiatt a Maxwell-egyenletek alakja valtozatlan marad
akkor, ha olyan transzformaciét hajtunk végre a négyesvektorokon illetve -tenzorokon,
amelyek a négyes skalarszorzatot invaridansan hagyjédk. Emlékeztetoiil: a harmas skalar
szorzatot invariansan hagyo transzformaciok a forgatasok. Lehet tehéat ezeket a transz-
formacidkat altalanositott forgatasokként felfogni, ahol az id6 komponenst is ,,forgatjuk”.
A kiilonbség a skalar szorzat tér és id6 komponensei kozott az eléjelben van.
Keressiik tehat a négyesvektorok olyan linedris transzformaciéit

at=Aa", Va* (14.20)

amelyre a négyes skalaris szorzat invarians marad:
Va, b -V =a-b = MNa’gu N0 =a’b g, (14.21)
Ha ez minden a, b-re teljesiil, akkor
NN, Gt = G- (14.22)

Ezeket hivjuk Lorentz-transzformdcioknak. A pont azért kell, mert nem mindegy, hogy
melyik az elsé és melyik a masodik index. Néhany formula:

a,=AMNa,,  AYA =67, (A, =AY (14.23)
A helyvektor négyesvektor, igy ennek transzformécidja

g 0 0¥
ox'™ Oz O™
vagyis a derivalas valéban kovarians vektorként transzformalédik.

A mezok transzformacidja: a transzformalt mez6 a transzformalt helyen az eredeti
mezo elforgatottja, amelyet a régi helyen kell venni — 1. forgatas példdja. Pl:

A()=AAz) = A(x)=AAN"2). (14.25)

ot =AY = GL:

=0,(A™)", = AYD,, (14.24)

Ha talalunk ilyen matrixot, akkor minden négyes skaléris szorzattal megfogalmazhato
egyenlet ugyanolyan alaku lesz a transzformacié utan is. Hogy ezt jobban lassuk, nézziik
meg a Maxwell-egyenletek transzformacidjat. A térerésségtenzor transzformacioja

F™ () = 9" A" (2)) — 9 A" (a') = A, A PP (). (14.26)
Ha az aramstirtiséget is négyesvektorként transzformaljuk, akkor

O F" () = A O NyAY, FO () = A%, 00 F* () = A% o T () = Mojw(f’), |
14.27
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vagyis a transzformalt térerésségtenzor transzformalt koordinatak szerinti derivéltja a
transzformalt aramsiriséget adja meg. Az elektrodinamika tehat kovarians a Lorentz-
transzformaciokkal szemben.
A Lorentz-transzformacié matrixa 4 x 4-es valés matrix. Ennek eredetileg 16 egymas-
tél fiiggetleniil megadhaté komponense, paramétere van. A definidlé egyenlete (14.22)
4 x 4-es szimmetrikus métrixot nulla voltat koveteli meg, ami 10 megkdtést jelent. A
Lorentz transzforméciok tehat végiilis 6 fliiggetlen paramétertol fiiggnek.
Jeloljiik
IR
no_ 0431 422433 T _
A%, AZ A2 AZ A2 = gAgA=1. (14.28)
A A% A A

Ennek specidlis példdja, ha AG =1, A% = Ay =0, és Afj = 0;j, azaz

10 10 /10 10 10
wo_ T _ _ —
Ay = <o 0) = A= (o 0T> (o 0) = <o 0T0> = (o 1)' (14.29)

Innen OTO = 1, azaz O ortogonélis métrix, azaz forgatast ir le. 3D-s forgatdsnak 3
paramétere van, ez a Lorentz-transzforméciék 6 paraméterébol 3.
Masik specidlis Lorentz transzformacio:

A A% 00
AYAL OO
Mo 0441
A ool (14.30)
0 001

Elég a fels6 almatrixra koncentralni, erre (14.22) megkotés:

o= (% T00) (A5 5) - (RS Sy (1),

—AY A} Ajp A} —AQAY +ALAL (M) = (AY)? 01
(14.31)
azaz
(AD)? = (Ay)*=1 = A =coshp, Al=sinhy
(AL)?=(A)?=1 = A} =coshq, A =sinhj
AGAY% — ALAYL = tanhp=tanhp = n=7. (14.32)
Emiatt .
u _ [ coshnsinhn
A = (sinhn cosh77> ' (14.33)
Hogy ennek fizikai jelentését megtalaljuk, alkalmazzuk a helyvektorra:
2'° = coshnz® + sinh 2, 2’ = coshnz' + sinhn 2°. (14.34)
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A vesszés rendszer origéjanak egyenlete az eredeti rendszerben: z'* = 0, azaz
v

' =0=coshnz +sinhnet = z=—ctanhnt = tanhn=—-. (14.35)
c

Emiatt az n paraméter a mozgd vonatkoztatasi rendszerre valé attérésnél a mozgd rend-
szer sebességével van kapcsolatban — emiatt neve rapiditds. A fenti példa az x iranyban
mozgo rendszerre vald attérést jelentette, hasonlé médon az y illetve z iranyba vald at-
térést is meg lehet tenni: ez a Lorentz transzformaciok tjabb 3 paraméterét adjak. A
Lorentz transzforméaciok 6 paramétere tehat: 3 forgatas és 3 ,,boost”.

Mivel

1 1 tanhn

= =7, sinhnp=————m—— = -3, (14.36)
V1—tanh’n /1 —02/c? /1 —tanh?7
a Lorentz-transzformaéacié matrixa:

coshn =

v =By
A° = . 14.37
= () (1137
Nézziik meg kiilonb6z6 négyesvektorok transzformaciojat: a helyvektor esetén
t— 2 — ot
e R S e R ek | S (VR N)

Y
V1—v?/c? 1 —v?/c?
Az dramsiiriség esetén

o—vJ/c? J—vp
TV = (co.)) = g=22YC o p__J7ve 14.39
(co,J) 0 e e (14.39)

A négyespotencidlok esetén

1 d—vA A—0vd/c?
A= (20, 4) = o=y 2TV 14.40
(C ) V1—v?/c? V1—v?/c? ( )

A térerésségtenzor tenzorként transzformalddik
FM = Ak A PR (14.41)
A kiilonb6z6 komponensek transzformacidja:
F = NS AL P = AQAL PO + AG AL F™ = (cosh? 5 — sinh? n) P = F!
P = A5 N PP = A%, P = coshnF” + sinhnF™
F*Y = AL A P = AL PP = sinhpF” 4 coshpFY

>

F™? = A2, A3, P = B, (14.42)
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Az elektromagneses térrel megfogalmazva

EQ—UBg E3+UB2
E —E, E,—-2"Y78 p_ 23707
! ' ? V1—=v?/c? ’ 1 —v?/c?
B Es/c? B3 —vEy/c?
B, =B,, B,= By +vBs/c B = LQ/C (14.43)

1—v2/c2’ 1 —v?/c?

14.3. Tomegpont relativisztikus dinamikaja

Einstein arra mutatott ra, hogy ha egy tomegpont kolcsonhat az elektromagneses térrel,
akkor ott is a Lorentz-transzformaciokat kell hasznéalni a mozgd vonatkoztatasi rendszerre
vald attérésnél. A mozgasegyenleteknek relativisztikusan kovariansnak kell lenniiik.

Eloszor azt allapitsuk meg, hogy egy részecske palydja mentén milyen invariansok il-
letve négyesvektorok definidlhatok, hiszen ezek hasznélhatok egy kovarians mozgédsegyen-
let felirdsdhoz. A pélya a négyes térben ~*(s) = (ct(s),x(s)) alakd, ahol s a paraméter.
A palya ivhossza, illetve az ebbdl definialt sajatidé

52
dy* dry
= [ dsy/ ——£ 14.44
“r /s ds ds ( )
s1

egy skaldrszorzatot tartalmaz, vagyis relativisztikusan invarians. Az idovel paraméte-
rezve a palyat v*(t) = (ct,x(t)), azaz
to
02
T = /dt l—— = n~dr=dt (14.45)
c
t1
Kovarians mennyiség a négyessebesség — szokasosan normalni szoktak c-vel
_ ldy v

- =y(1,=) = wu, =1 (14.46)
C

I
U
c dr

Az impulzus p = mgv, ahol most mg-lal jeldljiik a részecske tomegét. Ennek relati-
visztikusan invaridns négyesvektor megfeleloje tehat:
P* = mgcu®. (14.47)

Ez szintén négyesvektor, a nulladik komponensének jelentését a v < ¢ limeszbdl lehet
leolvasni:

1 2 E
P’ = _/71771_002/_2_ ~ e (moc2 et ) = Pl== E=myc=me,
— V°/C

(14.48)
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ahol & a részecske energidja, és a relativisztikus, sebességfiiggé tomegnek

m= 0 (14.49)

V1—v?/c?
mennyiséget definialtuk. Az energia és impulzus négyesvektort képez tehat

£ £2
Pt =(=,p) = (mc,mv), PP=mi® == -p° = & =p'@+mic’ (14.50)
C C

A mozgasegyenlet tiszta elektromos térben az volt, hogy 0;p = ¢FE. Ennek relativisz-
tikus kiterjesztéséhez vegyiik figyelembe, hogy E; = cF© = cFOuqy/v, és a 0; = 0./,
vagyis:

0
5, (mou”) = qF"u,. (14.51)
-
A térszert indexekre
or <m°7€> = qF""uy, = qF"ug + qFu; = T Q(—&jkBk:)(—V?j) =
= % q (E; + €ijiv;B) , (14.52)
atrendezve
Oi(mv) = q(E +v x B). (14.53)

Vagyis a jobb oldalon megkapjuk a Lorentz erét, mint a Coulomb-erd relativisztikus
kiterjesztését. A bal oldalon az egyetlen moédosulds, hogy a tomeg sebességfiiggo lett,
mg — m. Ez azt jelenti, hogy a toltott részecske tomege v — ¢ esetén egyre nagyobb
lesz, igy egyre nehezebb a sebességét novelni. Dinamikailag tehat a fénysebesség nem
lépheto at.
Az idGszert indexre
om E; v;

5 = qF"u; = q(——)(~

g
; C) = ngU = 0y(mc?) = 0, = qEw, (14.54)

ami az energia valtozasat irja le.
A mozgasegyenletet energia-impulzus mérlegegyenlet formajaban is irhatjuk. Témeg-
pontra ugyanis vJ* = y(qc, qv) = cu*, ezért

Oy (mocu) = F*™ J, = iFﬂ”agF_g = —iag —FMWFe 4 lg’“’F””'Fw/ . (14.55)
Ho Ho 4
Ez utébbi formula bizonyitasahoz
F,,0°F" = (0,A, — 0,A,)(0°0"A” — 0°0" AF) =
= (0°0"A")(0,Ay) — (9°0"A”) (0, A,) — (0°0" A*)(0,A,) + (9°0" A*) (0, A,) =
= (0°0"A")(0,A,) — (0°0*A")(0,A,), (14.56)

154



hiszen a p — v indexcserére a kozépso sor utolsé két tagja egymasba megy at. Masrészt

M(F™'F,) = o"(0"A” — 9" AV)(D,A, — D, A,) =
= 20" [(9"A")(0,Ap) — (8" A) (0, A,)] =
= 4[(0"9" A) (0, Ap) — (010 A”) (0, A)]. (14.57)

Emiatt 4F,,0°F* = 9*(F"'F,,,), azaz

1 / 1 /
Oy | ~F"FS + 19" F" Fop| = —FM0,F% — F 0°F" 4 J0M(F" F,,)) = ~F"0,F?,
(14.58)
A (14.55) egyenletet atirva
1 1 /
OP* +9,T% =0,  ahol T = |-FWFf I F,,|, (14.59)
Ho

vagy komponensekben kiirva

) 1 . .
O(E+T") +0,(cT™) =0,  Oup:i + ETZO) +0,TY = 0. (14.60)
A térerosségekkel kifejezve:
L g, - L [2F" Fy + FYFy] = N + B? (14.61)
4po A " Y 2u | ’ '

ezért

1 , 1 1 1
7700 :_[_FOZF% L {——E2+BZ} :@Ez—i——BZ

Lo O 2u0 | 2 2410
: , 1 i 1 1
T% =T" = ——FYF, = —FE;e;u By = —(E x H);
Mo Cllo c
ij 1 i0 ik 1j 1 1 2 2
T = — [-FFy = F'Fy] = o | -5 B+ B?| =
Ho o C
1

megegyeznek a korabban (7.5), (7.6), (7.17) és (7.18) egyenletekben megfogalmazott
képletekkel. Mivel T = T"* emiatt S = c?g most természetes médon teljesiil.

14.4. Alkalmazasok

A relativisztikus invariancia illetve kovariancia elve sok esetben jelentésen leegyszertisiti
a szamolasokat. Erre nézziink néhany példat
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Ha egy rendszerben B = (, akkor egy masik rendszerben

Ej(x) = Ey(A '), E| (v)=vE, (A '2). (14.63)
Pl. z irdnyu egyenesvonali egyenletes mozgés esetén az allé rendszerben
q 1 y

E—
drteg (22 + y? + 22)3/2

(14.64)

A mozg6 rendszerben x’' = (ct, x,0,0) pontban keressiik a térersségeket. Az ennek
megfelel6 pont az 4llé koordinatarendszerben

1 7r

— ALy [
Tz =A = (eyt, 2,0, —yvt) = E' = Areq (22 —1—721;2152)3/2

—yut
(14.65)
ami megegyezik a kozvetlen szamolas eredményével.
A d’Alambert operator
1
O=A- gaf = —9,0", (14.66)

relativisztikusan invarians. Emiatt mozgd vonatkoztatasi rendszerbdl nézve is u-
gyanaz lesz a fénysebesség.

Ha egy elektromagneses sikhullamot nézek mozgd vonatkoztatasi rendszerbol, akkor
mit latok? Az egyszeriiség kedvéért legyen a hulldm terjedési irdnya ugyanaz, mint
a mozgd koordinatarendszer sebességének irdnya. Az allé rendszerben legyen

E = Eye e =2/9) B = %em x E = %ezei”(t:‘/c). (14.67)
A mozg6 vonatkoztatasi rendszer sebessége v = (v,0,0) legyen. Ekkor

E,=E =0, B,=B,=0, Ejz)=y(E(Z) —vB.(z)),

Bl(z) = 7(B.(z) — ”Egz(j) ), z=Alz (14.68)

Befrva E, és B, alakjét

B 1—v/c EO (-3
E /C iw(t—z/c) B’ ww(t I/C) 14.69
y(@) = 1—|—v/c ’ () = l+v/e ¢ ( )
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Az exponensben szerepl¢ kifejezés

t‘:w{—f), Z=q(z+ovt) = w<z—§)_,/;zxw(t—%>. (14.70)

Vagyis a mozg6 rendszerben is sikhullamot latunk, azonban az amplitudé és a
frekvencia kiilonbozik az allé6 rendszerbeli értékektdl, a sebesség azonban marad
fénysebesség:

—iw' (t—x/c l—wv/c L —v/c
E'(z) = Eje e ' (t-2/¢), E(’]:,/HJCEO, w/:’/1+v§cw' (14.71)

A frekvencia valtozasa a Doppler-effektus. Ha v = ¢ rendszerbe tudnank atmenni,
akkor w’' = 0 és £ = 0 lenne, azaz eltinne a hulldm!

A fenti megoldast gy is megkaphattuk volna, hogy észrevessziik, hogy

wt — kx = k2", ahol k' = (=, k). (14.72)
c

Emiatt

emthe! — gmthATle _ =ik apol R = AR (14.73)
vagyis

/
1—
Y2l o = _L-vje (14.74)

c c c \/TW

Ha egy egyenletesen mozgé tomegpontot néziink: =’ = v't’ az egyenlete valamely
rendszerbdl nézve. Egy hozzd képest mozgo rendszerbdl, beirva az x’ és t’ kifejezését
kapjuk

r — vt , t—vz/c? v+
. L S T SO T (14.75)
V1—=v?/c? V1—=v?/c? 1+%
¢

Vagyis most is egyenesvonalu egyenletes mozgast latunk, amely ered6 sebessége

/
T +U'“U, . (14.76)
Tt
Ha barmely sebesség ¢, akkor V' = ¢ is igaz. Ha rapiditdasban nézziik: v =
—ctanhn, v/ = —ctanhn és V = —ctanh# jeloléssel
tanh tanh 7’
tanh 7 = anti -+ tanhn =tanh(n+7n) = 7g=n+7, (14.77)

1+ tanhntanhy

vagyis a rapiditasban additivek a sebességek.
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14.5. Sugarzasok relativisztikus targyalasa

Mivel a d’Alambert operator invarians, igy a sugdrzasok képletei is relativisztikusan
atirhatok.

El6szor nézziik a Green-fiiggvények relativisztikus invariancigjét: amint lattuk (10.8)-
ben

_ 1 x|
Ez is relativisztikusan invarians? Ehhez felhasznaljuk, hogy
Sz — xp)
0(f(x)) = _ 14.79
) X (14.79)
vagyis
1 x| x|
2 2,2
= — = — — o(t
0(a) = 8(e3? — ) = 5oy (3(et =[x + et + [x)) = o (3(t = ) (¢ + ).
(14.80)
Emiatt o) o(—1)
_ O s 2 _ Oz 2
Gr(x) = o d(z%), Ga(x) o d(z?). (14.81)

A fenti kifejezés Lorentz invaridans, ha nem hasznalunk idétiikrozést is.
Mozgé ponttoltés sugarzasat a Liénard-Wiechert potencidlok irjak le. A (11.7) és
(11.8) képletek osszefoglalhatok mint

b tog (60) R=x—~(t t—t)=R 14.82
s R x—y(t), clt—t)=R (1482
Mivel a bal oldal négyesvektor, prébéaljuk meg a jobb oldalt is ilyen formaban atfogal-
mazni. A részecske palyajanak négyesvektora, valamint a négyessebesség:
1
) = (cty(1), = 2D (14.83)

N

Ekkor a R vektor altalanositasa:
RF =at — (") = (c(t = "),z — (") = (c(t — '), R). (14.84)

Ezzel )
R'u, = ———= (R - BR), (14.85)

NI

hiszen R = ¢(t — t') a retarddlds egyenlete. Emiatt

w_ Hoge _ut

b
4m  Rru, "

(14.86)
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mar expliciten invarians képlet.
Nemrelativisztikus kozelitésben gyorsuld toltés altal kisugarzott teljesitmény a dipdl
kozelitéssel irhaté le: a Larmor-képletet a (11.20) egyenletben irtuk le:

o dF o Z0q2 2

= T2 ha  v<e (14.87)

A bal oldal itt relativisztikusan invaridns, hiszen allé rendszerben cP* = (E,0) és =t =
(ct,0), vagyis mozgé rendszerben

dE'  dE
dr dt’

E' =~E, t' =9t (14.88)
a teljesitmény minden mozgd megfigyel6 szamara ugyanaz, mint az allé rendszerben. A
jobb oldal a Larmor-képletben azonban nem relativisztikusan invarians. Viszont a v — 0
limeszt ismerve invaridanssa tehetjiik. Ehhez el6szor a négyesgyorsulds képletét vezetjiik
le:

at = CZ;_C: = d%_(fyc, ) = ”y(c,v)cjl—z +7%(0,a), (14.89)
ahol a = dv/dt hdrmasgyorsulas. Mivel dvy/dt = yva/c?, ezért
a* = (v'Ba,¥'B(Ba) +7*a) . (14.90)
All6 koordinétarendszerben a* — (0, a), azaz
a'a, — —a?, (14.91)

vagyis megtalaltuk a a? relativisztikus kiterjesztését. Ezzel a relativisztikus Larmor-
képlet:
2
_ _Zoq m

ez @ e (14.92)
Sebességekkel és gyorsuldsokkal kifejezve:
—d"a, =~'a® +1°(Ba)’ = 7%(a® — (B x a)?). (14.93)
Ezzel tehét P
_ 672_2276(“’2 — (B x a)). (14.94)

Ez a képlet megegyezik a kozvetlen szamolassal kapott (11.40) képlettel.
Kifejezhetjiik az impulzussal is a kisugarzott teljesitményt: mivel p* = mgcu*, ezért

d v 72 1
a' = C? = m—oatp“ = —aua“ = Ea (th)Q — 0—2(3,55)2 . (1495)
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Figyelembe véve, hogy p* = p,p" = mic?, azaz £ = p*c® + mic?, azaz
0,
E0,E = pop = OE =" pgtp . (14.96)
ezt visszairva
2 2 2 2 2 2
Apop)*] _ 7 [(0wp)* v 2 ¢ (pop)
—a,at = =L . PP (14,
L L e B e
Tovabba vec = _p tehat
v (Pop)*] _ 7 o (p x Op)°
gl {—2(8,519) 5 } =5 [p*(0p)* — (POp)*] = R (14.98)
Vagyis végiil (14.92) alapjan
Zoq? » , (P atp)2
P= 0, _ 14.99
6rméc? {< p)” + m3c? ( )

Ha v||a, azaz p||0;p, vagyis egy dimenzids mozgasrdl van szé. Ekkor v X a = 0, azaz
= (9,p)>. (14.100)

Mekkora a kisugarzott teljesitmény a részecske energidjanak egységnyi idobeli novekedé-
séhez képest? Felhasznalva, hogy a kiils6 er6 munkéja oyp = F = d€ /dx = 0,.&:

P Zoq®> (0,€)* B Zoq? 1 d& d€ ahol i E . 6TMoU
8t5 67rmoc2 0,€ 67Tm002 vdr dz’ m002  Zog?
(14.101)
Definialva a részecske toltéssugarat olyan médon, hogy
¢ 2
= 14.102
471'807"0 ot ( )
akkor lathatéo médon z = 237“; Felhasznédlva még azt, hogy az energia névekedése a

gyorsito térerdsség miatt van, beirhatjuk

d&€ d€ 2roq
2 JE ac _
dr ¢ = dz  30moc?

(14.103)

Nagy gyorsito tereknél f hamarosan 1 koriili lesz. Vagyis a kisugarzott teljesitmény akkor
Osszemérhetd a gyorsitd teljesitménnyel, ha dx ~ rg tavolsdgon a részecske energidja a
nyugalmi energiajaval novekszik, ami térerosséggel kifejezve

m002

7”0(]'

E ~ (14.104)
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Elektronra kiszdmolva (¢ = 1.6 - 107°C, mg = 9.1 - 1073'%kg, ¢ = 2.99 - 10®m/s): 1y ~
1.88 - 107*"m. A proton mérete R, = 0.88 - 107'°, vagyis a jobb oldal ro ~ 2.14 R,, ez
megfelel az atommagok jellemzé méretének is. Az elektron sajat tomegének megfelel6
energia 5.11 - 10° V gyorsité fesziiltség soran keletkezik, vagyis ekkora fesziiltségesés
lenne sziikséges atommagnyi méreteken — ez rendkiviil nagy! A megfelel6 térerésség E ~
5-10°V/2.14R, =~ 2.7-10*°V/m. A ma elérhetd legnagyobb térerésségek rovid impulzusi
lézerekben ~ 10' V/m nagysdgrendiiek, ez még messze a kivant nagysdgrend alatt
marad. Emiatt a sugdrzasi veszteség linearis gyorsitas esetén mindig elhanyagolhato.

Masrészt ekkora térerosségek esetén mas érdekes jelenségek bekovetkezésére is sza-
mithatunk. A kvantummechanika elvei szerint a vakuumban révid idére részecske-
antirészecske parok keletkeznek, az ilyen allapotok élettartamanak becslésére AET ~ h
relaciot lehet hasznalni, ahol i a Planck-allandé, és AE = 2myc? egy részecskepar ener-
gidja. FEzen Osszefiiggés értelmezése az, hogy rovid idore a vakuumtol ,koleson lehet
venni” energiat, de azt 7 idé utan vissza kell adni. A visszaadds normal esetben a
részecske-antirészecske par annihilaciéjaval, megsemmisiilésével torténik. Azonban nagy
elektromos terek esetén a rendelkezésre allé 7 1d6 alatt a részecskék gyorsulnak, energiat
nyernek. Ha ez az energia elegendo a koleson fedezésére, a részecske és antirészecske nem
kell megsemmisiiljon, hanem tavozik, és megfigyelheto lesz. Nagy térercsségeknél tehat
a vakuum nem stabil, hanem elbomlik parkeltés segitségével: ez a Schwinger-effektus.

Becsiiljiik meg a sziikséges térerosséget elektronra! Ehhez vegyiik figyelembe, hogy F
térerdsség 7 ido alatt, relativisztikus sebességekkel szamolva eFEer energiat képes adni,
most e az elemi toltés, az elektron toltése. A sziikséges feltétel tehat

ech

_E.
mocC

2moc? = eEer =

A megjelené ch helyett érdemes behozni a kordbban definidlt finomszerkezeti allandot
(13.38), ezzel
e? 1 .
= —TeMoC,
dregae «

ch =

tehat a vakuumbdl torténd parkeltéshez sziikséges térerdsség nagyjabol

2
E ~ a2 (14.105)
Toq

% faktorral kisebb, mint a linearis gyorsitas sugarzasi veszteségének jelentossé

valdsahoz. Vagyis a vakuum hamarabb lesz instabil, miel6tt ez bekovetkezne.

€Z 0 =
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15. fejezet

Matematikai alapfogalmak

A matematikai megfogalmazashoz sziikséges definiciok a kovetkezok:

15.1. Definicié A mez6 egy U : R" — R™ leképezés.

A mez6 valéjaban a fiiggvény fogalmanak kiterjesztése, hiszen ha n = m = 1, akkor
U : R — R, egy dimenziés fiiggvény. Az elektrodinamikédban az alaptér R = {(x)}
fizikai tér (az id6 csak egy paraméter; kés6bb atfogalmazunk majd mindent téridore).
Az m értéke lehet

e m = 1: skaldrtér, a tér minden pontjdhoz egy valds szdmot rendeliink, x — ®(x)
(pl. hémérsékleteloszlds, elektromos potenciél)

e m = 3: vektormezd, minden ponthoz egy 3D vektort rendeliink x — E(x) (pl.
sebességeloszlas aramldsnal, elektromos tér).

Komponensek: R"-ben a Descartes bazist jeloljiik e;-vel. Ebben a bazisban kifejtheto
minden x € R” vektor: igy pl. x = >  z;€;. A szummat ezentul el fogjuk hagyni,
ismétléd6 indexek automatikusan Gsszegzést jelentenek (Einstein konvenci6). Ne felejt-
sitk azonban el, hogy a komponenseknek 6nmagukban nincs jelentésiik, csupan a bazis
megadésaval egyiitt értelmesek.

R™ben mindig adott egy skaldrszorzat R" x R" — R. A Descartes-bézis erre a
skaldrszorzatra nézve ortonormalt: e;e; = 0;;. Emiatt a Descartes komponensekkel
kifejezve u,v € R™re w-v =Y " wv;. A vektor hossza (abszolit értéke) |u| = /u-u =

D i Ui

Tenzorszorzat: u € R" és v € R™ diadikus (tenzor) szorzata u ® v € R™, amely
linedris mindkét komponensében. Emiatt R"™-en bazist alkot {e; ® e;||i =1...n, j =
1...m}; ebben a bazisban a diadikus szorzat komponensei w,;v;.

Az egy dimenziés fiiggvényeknél megszokott fogalmakat kiterjeszthetjiikk a mezdkre
is, megfelel6 atfogalmazassal. Mezok Osszege, szammal vald szorzata magatol értetodik.
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15.1. Mezok derivaltja

15.2. Definicié U : R" — R™ mezd derivaltja VU : R™ — R™ mezd, egy adott
oU;
8:@-

,aholt =1,...n,5 =

X

pontban komponensekben kifejezve VU(x) — 0;U;(x) =

1...m,

ahol 0/0x; jelentése: csak az i. komponens valtozik, a tébbi allandé marad, valamint
bevezettiik a 9; = 0/0x; roviditet jelolést. A parciélis derivélt jelentése: U megvéltozdsa,
ha x — x + a pontba megyiink:

5Uj = Uj(X —+ a) — Uj(X) = aiain7 (151)
Példak:

d
e n=m=1esetén Vf = d—f kozonséges derivalt.
x

0P

n = 3, m = 1 skalartér esetén V& — 09,;® = . = grad @, neve: ¢ gradiense.
Ty

® megvaltozdsa a iranyban 0® = a grad ®. Emiatt grad ®-re merdleges iranyban

vannak az ekvipotencidlis feliiletek, maga grad ® a legnagyobb valtozas irdnyaba

mutat.
e n =m = 3, ekkor a derivalt egy kétindexes mennyiség VU — 0,U;. Ennek specidlis
valtozatai:

— divU = 9;U; skalarmez6, U divergencidja

— rot U =V x U = £;,0;Uy, vektormezd, U rotécidja.’

divgrad ® = A®, Laplace operator. Komponensekben kifejezve AP = 0,0;P.

[rot rot U]Z = EijkEkgmajagUm = GZGJUJ — 8]8](]1 = grad divU — AU.

divrot U = 0,6;j40;Uy, = 0, valamint [rot grad @]; = ,;,0;0,P = 0.

15.2. Mezok integralja

Az egy dimenzids fiiggvények integréljat is kiterjeszthetjiikk mezdkre. Ehhez definidljuk

e gorbe: R D I — R3 fiiggvény, komponensekben s;(7). Ertelmezése: a gorbét

S.
paraméterezziik valds szammal. Gorbe érintGje egy adott pontban d—l
T

L Ttt €ijk teljesen antiszimmetrikus mennyiség és €123 = 1; vagyis nem nulla elemei csak 1 = €193 =
€931 = €312 = —€213 = —€132 = —€321. £-0K szorzata: €;jkEkem = 0i0im — OimJje.
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o felillet: R? D A — RS3 fiiggvény, komponensekben f;(u,v). Egy feliiletnek két

df;
érintovektora van, ezeket a d—fz és d_ vektorok feszitik ki. A feliilet normaélisa
u v
1 . . i df] dfk . ’q.
merodleges a feliilet Osszes érintévektorara: N; = e;,———, a feliillet normaélis

egységvektora n = N/N. A feliiletelem df; = N;dudv = n;da. Ennek da nagysiga
az f, = f(u+du,v) —f(u,v) és a f, = f(u, v+ dv) —f(u,v) vektorok altal kifeszitett
paralelogramma teriilete; valoban, ez a feliilet f, f,sin¢ = |f, x f,|. Ez, du-ban és
dv-ben elsé rendben megegyezik a fenti kifejezéssel.

Gorbén vett integral

T

ds;
/dsiU(s) = /dT ds U(s(T)). (15.2)
s 1
Mads paraméterezést vélasztva 7(t) attéréssel:
ds; dr ds; dt ds;
— — 15.
/deT U(s(r)) = /dt i U(s(T(t))) = /I, dt 7 U(s(t)), (15.3)

azaz paraméterezésfiiggetlen.
Feliiletre vett integral

df; df,
/fdfiU(f) /Adudv e L)) (15.4)

Errol szintén konnyen beldthato, hogy paraméterezésinvarians.
Végiil térfogatra vett integral

/ 22U (z). (15.5)

1%
Elvileg ezt is lehetne paraméterezni x(a, b, c), ekkor a térfogatelem
dx; dz; dzy,
Pr = ¢gjip— —2L—= 15.
TR G db de (15.6)

amely szintén paraméterezéstiiggetlen.
Egy dimenzidéban az integrilds és differencidlds kozott osszefiiggés van (Newton-
Leibniz-formula):

df
/dt == ) = fla). (15.7)

a
Ez szintén altalanosithato magasabb dimenzids mezdkre, a forma mindig ez marad: egy
magasabb dimenzids feliiletre vett integralja egy derivaltnak a feliilet hatarara vett ala-
csonyabb dimenzids integrallal egyezik meg:

/dV divU :j{ df;U; (Gauss)

v av

/dfi [rot U]; :7{ ds;U; (Stokes). (15.8)
A 2A
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Derékszogli tartomanyokra mindkettoé bizonyitasa egyszerti:

bl bg b3 b2 b3

/dwl/de/dealUl(xbeaxZS) :/d$2/d$3 [Ul(bl,l’zal’s)—U1(01,$2,$3)] =
a1 a2 as az as

/ df1U1+/ df1Uy, (15.9)
Bl Al

mivel az irdnyitds ott ellentétes. Minden oldalra felosszegezve kapjuk a Gauss-tételt.
Masrészt

by bo b2 b1
/di’l/d@ [0y Uy— 05U | Z/dZUQ [Uz(bhxz)—UQ(a1,$2)]—/d$1 [Ur(z1, be)—Ui (21, a0)];

(15.10)
az iranyitasokat figyelembe véve ismét megkapjuk a helyes eredményt. A teljes feliiletet
beosztva téglalapokra tetszoleges feliiletre bizonyithaté.

15.3. Linearis algebra

A linedris algebrabdl felhasznélt ismeretek koziil néhany bizonyitast idéziink fel. Legyen
A egy N x N-es 6nadjungalt (valds esetben szimmetrikus) métrix, ahol az adjungélas
definicidja

u'Mv = (MTU)*V = (MY, = M. (15.11)

Ekkor a

sajatérték egyenletet megoldasardl a kovetkezoket tudjuk

e )\, valOs, mert

FoaFo =2FaFa L _pe AF ;) — F AFf,) = (A — \)F[,F(,
F(i)AF(i) = )‘iF(i)F(i) () () iP5 (4)

e F(;-k ortogonalisak, mert

FOAFG =MEGEG L g e AR, B AF =\ — \)FF
F)AF},) = \F)Fy, TEOSTO T RO T VT AT )T 6)

o {Fli=1,..., N} teljes rendszert alkot, azaz minden b vektorra 3 {¢;|i = 1,..., N}
egyiitthatok, hogy b = Zf\il c;F ;). Az ortogonalitds miatt ¢; = bF ;).
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Komponensekben a vektorokra igaz:

WE

N
Z Fé),aF(i),b — 6ab, éS F(t),aF(]),(l - 5” (1513)
=1

—_

a=

15.4. Legendre-polinomok

A Legendre-féle differencidlegyenlet

d

dP
- — ) — +v(v+1)P =0 (15.14)
xXr

dx

15.4.1. Megoldas hatvanysor alakban

Mivel az egyenlet masodrendii, két linearisan fiiggetlen megoldasa 1étezik.
Keressiik a [—1, 1] intervallumon reguldris megoldasokat a kovetkezd alakban:

P(zx) =z° f: Cpx”

n=0

Behelyettesitve:

Z {la+n)(a+n—1)c,z*™"? = [(a+n)(a+n+1) —v(v+1)]}cz*™ =0

n=0

Egyiitthatok:

% afa—1)cg =0
7 ala+1)e =0
i (a+i+2) (a4 i+ e =[(a+i)a+j+1)—v(v+1)]g j€EN
Ezért
(a+j)a+j+1)—v(v+1)
a+j+2a+itD
és vagy csak paros, vagy csak paratlan hatvanyok fordulnak el6. Két eset van:

Cjt2 =

co#0: a=0 vagy a=1
1 #0: a=0 vagy a=-—1

A masodik lehetéség mind a két esetben paritast valt, a fiiggetlen esetek tehat az o = 0

valasztassal eldallnak: o
J+1) —v(v+1)

G+2G+1)

(15.15)

Cjt2 =
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Mivel '
G2y ha j— 00
CGj
mindkét sor divergal x = —1-ben, kivéve, ha véges sok tag utan terminalnak. Ez akkor
lehetséges, ha v = [ € N és ekkor [ paritasatdl fiiggden a paros vagy a paratlan sor

terminal. Ezt a megoldast a kovetkezoképpen normaljuk:
P(1)=1
és l-edfoku Legendre-polinomnak nevezziik, jele
Fy(x)

Megjegyzés: az (r,0, ¢) gombi koordinatakban felirt Laplace-egyenlet megoldasakor az
x jelentése
x = cosf

Az r = 41 pontokbeli regularitds megkovetelése azt jelenti, hogy a megoldasi tarto-
many a 6 polarszogben a teljes [0, 7| intervallum. Amennyiben ez nem kovetelmény (pl.
a csucshatds targyaldsanal), megengedhetd, hogy [ tetszéleges valés szam legyen, vala-
mint ha egyik pontban sem sziikséges a regularitds, akkor mindkét linearisan fiiggetlen
megoldas széba johet (ilyenkor a megolddsok nem polinomok).

Az [ paraméter analitikusan akar a komplex sikra is kiterjesztheté. Mivel az egyen-
letnek

[ ——-1-1

szimmetridja, ezért az [ paraméter fundamentdlis tartoménya

1
Re > ——
€=y

15.4.2. Ortogonalitas

A Legendre-polinomok ortogonalisak:

0= /_1 dz Py (z) (iu (O 1)3(@)

1 dx dx
_ /_1 d (_d%@u ) gy 1)131/(95)13,(96))

és

0= / e <_dp”(m> (1= 22D gy 1)&@)3(@)

_ /_1 da (—d]jéf) (1- x2)d%@ Iy 1)3,(93)131(95))
1) — I+ 1)) /1 dzPy P

167



azaz

/ dePy(x)P(x) =0 1 #1

1
Mivel minden x™ hatvany el6all a Legendre-polinomok linedris kombinécidjaként, ezért
egyben teljes fiiggvényrendszert is alkotnak. Rdéadasul mivel az x™ hatvanyt néla nem
nagyobb foki Legendre-polinomokkal lehet kifejezni, ezért

1
/ drz"P(z) =0 [>n

1

azaz a Legendre-polinomok pont az elemi hatvanyokboél Gram-Schmidt ortogonalizéci-
6val képzett bézis a [—1, 1] intervallumon négyzetesen integralhaté figgvények terében.
Normaljuk ezeket a fliggvényeket a

P(1)=1
feltétellel.

15.4.3. Rodrigues formula

A fentiekbol kovetkezik a Rodrigues formula:

1 d
P(z) = ﬁ@(ﬁ —1)

Bizonyités: elOszor is [-szeres parcialis integralassal

+1 dl ) .
/1 dxx@(m—l)zo [>n
tehat mindenképpen igaz, hogy

dl
P(z) x @(ﬁ —1)

mivel utébbi egy l-edfoki polinom, ami minden nala kisebb fokszamu polinomra ortogo-
nélis a [—1, 1] intervallumon. Explicit szdmitassal ellenérizhetd, hogy

dign @ "V =l
Bizonyitas:
14, 1 d
- o 1 ! - = _1 l 1 l
Mg @ V| T apgg o Vet

l
1 I\ d— ,dn .
= 2 2 <n) @ U gmE )



Ebbdl csak az n = 0 tag ad jarulékot x = 1-nél, azaz

1 d 1 d'

il - 1 oy
g™ V| =gt D e -1
1

= —(z+ 1)1
1] -
~1

15.4.4. Generatorfiiggvény

A Laplace-egyenlet altalanos megoldasa azimutalis szimmetria esetén

O(r,0) = Z(Aﬂ’l + Bir Y Py(cos 0)
1=0

A 1
G ") =
is megoldja a Laplace egyenletet ha z # a':
1
Ap— =0
|z — 2|

Legyen 2’ = ¢, és |z| = r < 1, ekkor az r = 0-ban vett regularitas miatt B; = 0 és

= Z AlmlPZ(cos 0)

r—e| =

azaz t = cos 0 jeloléssel

1—2t7°—i—r2 ZAZTPZ

és a t = 1 pontban
1 o0
= E Aﬂ’l = Al =1

Atjelélve a valtozokat, ezzel belattuk, hogy a Legendre-polinomok generatorfiiggvénye

l
1Pz
\/1—2:Bt+t2 Z d
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15.4.5. Normalas

Most mar csak

1
Nl:/ dxPy(r)?

1

kell. Induljunk ki a generatorfiiggvénybol:

(\/1 2xt—|—t2) o

Mindkét oldalt integralva

1 [e’¢)
dx
——— = Ng*
/_11—2xt—|—t2 >N

Elemi integréalassal

/1 dzx 1. 1+t
— = Zlog——
L l—2xt4t2 t C1—t
Felhasznélva. hogy
log(1 —t) —
og( Z ;
log(1+t) = i(—nn—lﬁ
n=1 n
adddik, hogy
oo o 2
DNt =) o
k=0 k=0

azaz a Legendre-polinomok teljes ortogonalitési relacidja

1
2
/ 42 Py(2) () = —— G

. 20+ 1

15.4.6. Fiiggvények kifejtése
Legyen f egy a [—1,1] intervallumon négyzetesen integralhaté fiiggvény. Ekkor

o0

f(z) =) ab(z)
ahol

2 +1
-~ | 4P
o=5 | wR@I@
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15.5. Asszocialt Legendre-fiiggvények

Az asszocialt Legendre-egyenlet

d dP m?
— (1 == 1) —
dx( I)dx + v +1) 1 —22

ahol kihasznalva az egyenlet szimmetridjat a

P=0 (15.16)

v— —v—1

1

transzformaciora, legyen v > —3

15.5.1. Szingularis pontok

Ennek az egyenletnek = = +1 szinguldris pontjai. Atirva a valtozot
r=1-¢

£ @d%az - 5)% v+ DER - €) — m?] P =0

és a megoldast
P(x) =¢* Z cn€"
n=0

alakban keresve
m
o =+—

2
addédik. Ebbdl csak a pozitiv elojel elfogadhatd a regularitas miatt. Ezek szerint
P(z) o (1 —z)™/?
ha x ~ 1. Ugyanez a gondolatmenet

r=—-14¢

helyettesitéssel azt adja, hogy
P(z) o (14 z)™/?

ha x ~ —1.
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15.5.2. Ansatz és rekurzid

Ezért keressiik a megoldast a kovetkezo alakban:
P(z) = (1 — 22)™?p(x) (15.17)

Legyen m > 0 és fejtsiik ki a p fliggvényt:

p(z) = Z cnx”

n

Ekkor azt kapjuk, hogy

Z [n(n—1)2"2 = (m(m+ 1)+ (n+m)* —v(v+1))a"] ¢, =0

n

azaz (m(m+1)+ (n + m)2 —v(r+1))

(n+1)(n+2)

Ez a rekurzi6 m = 0-ra visszaadja (15.15)-t, ahogy ez el is varhaté. Megint van egy
paros és egy paratlan megoldas, amelyek egymastél fiiggetlenek.

A regularitdashoz r = +1-ben megint az kell, hogy a sor terminalédjon; ez akkor
torténik meg, ha a fenti rekurziéban a szamlal6 0, ami két esetben lehetséges:

Cnt2 = n

n=—-1-m-v

n=v-—m
Ekkor a masodik lehetoség vezethet terminaldshoz, amihez az kell, hogy
v=1[leN és m <

Ekkor a megfelel6 paritasi hatvanyokbdl &ll6 p(z) egy | — m-ed fokd polinom.

15.5.3. Megoldas eloallitasa a Legendre-polinomokkal
Explicit behelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy a

9 pa)

PP @) = (1 - )

megoldja az asszocialt Legendre-egyenletet.
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Bizonyitas: differencialjuk le a Legendre-egyenletet m-szer

a (iu - x2)£ + (1 + 1)P)

dz™ \ dx dx
= Cilm ((1 - xQ)% — Qx% + (1 + 1)P)
—2:16(21;—25 — mecflmT]; + I+ 1)%
azaz pl(m) (z) = £ (ami egy | — m-edfoki polinom) megoldja az
(1- x2)—d2pl(m)(x) —2(m + mM 1) = mlm+ D)™ (@) =0

dx?

dx

egyenletet.
Masfeldl a (15.17) Ansatzot az asszocidlt Legendre-egyenletbe helyettesitve az adddik,
hogy az ott szerepl6 p(x) fliggvény megoldja az

d*p(z) dp(z)
dx? dx

(1 -2

egyenletet. Ebbol kovetkezik, hogy (a normalast egynek valasztva)

—2(m+ 1)z +[(l+1)—m(m+1)]p(x)=0 (15.18)

m d™P,
p(x) :pz( )(I) = dr

hiszen a rekurzié szerint a (15.18) egyenletnek normélds erejéig egyetlen olyan megoldasa
van, ami [ — m~edfoki polinom.

15.5.4. Kiterjesztés negativ indexre
m < O-ra a fenti formuldk a kovetkez6é moédon terjeszthetok ki:

/2 1 dl+m

m m dm
Pr(r) = (1= 2" Pi(a) = (1 — 2™ (a2 — 1)

dxz™

Ez kiterjeszthet6 arra az esetre, ha —l < m < [. Azonban mivel (15.16) csak m2-
et tartalmazza, P"(z) és P, ™ (z) ugyanazt az asszocialt Legendre-egyenletet oldja meg,
aminek tudjuk, hogy normalas erejéig csak egy véges foku polinom megoldasa van. Ezért
ez a két fliggvény nem lehet fiiggetlen egymastol; koztiik fennall a

(I —m)!

P (x) = (—1)mm

B (x)
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relacio.
Bizonyitas: mivel nem lehetnek fiiggetlenek, ezért

B (@) = e P (a)

és csak ¢, értéke a kérdéses. Ez az egyenlet kiirva

(1 o xZ)*m/Qi d— ($2 . 1)l —c (1 . zZ)m/QL = ($2 o 1)[
21 dal=m s 21 dattm
azaz dl—m ) . ) dl+m ) .
d:]jl_m (.T — 1) = Clm(l — X )mm<l‘ — 1)

A két oldalon a legmagasabb foku tag egyiitthatdja meg kell egyezzen:

dl—m . dl+m
- (1’2)1 = Clm(—l’z) m(fﬁ2)l

és itt mar explicite el tudjuk végezni a derivalast:
2120 —1)...(I+m+ D" = ¢ (=1)™20(20 = 1) ... (I = m + 1)zF™

azaz

amibdl az allitds kovetkezik.

15.5.5. Az asszocialt Legendre-fiiggvények alapvet6 tulajdon-
sagai
1. F"(z) = P(a)
2. P™(xz) =0, m > . Ez egyszeriien kovetkezik abbdl, hogy

1 dl+m
m/2_ 2
2L dgttm (@

P(a) = (L= 2™ Pa) = (1 - ) 1)
dz™
és egy 2l-edfoku polinom 2/-nél magasabb derivaltja nulla.

3. Ortogonalités
+1
| R @rr =0

1

ha [ #1’. A bizonyitas ugyanigy megy, ahogy a P, Legendre polinomoknal lattuk.
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4. Normalas

Bizonyités:
RPa) = (1) [ P
Ezt beirjuk az integral ala
+1
| arr@er)
1 —m m
- (_1)m% /+ dm% dcil—m (= = 1)1% dci;m (z* ~1)

Most m-szer parcidlisan integralunk, a kiintegralt rész a hataron mindig 0:

(l—l—m)/ Ld o, 1 d
(I —m) dlezvdl Vamaga@ =Y
(l—l—m)'/ 1

dzP,(z
(1—m)! s
2 (I+m
2l—l—1(l m)

Ennek kovetkezménye

o pm 2 (I+m)!
/_1 deB @) B = S =

15.6. Gombfiiggvények

Definicio:
V(0. 0) = \/ s cost)e®
Ortonormaltsag:
[ i (6,0 Vi (6,6) = G
Bizonyitas:

dQ = sin0dfd¢p = d(cos 0)d¢p
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azaz

/ dQYZm(a ¢)*Y/m/(97 ¢)

20+ 1 (1 —m)! w+1w—mﬂ/1 , /27r i
—~ dx P () Py dge =)
\/ At (l+m)'\/ A7 (l’+m’)! . Tl (x) l (1') o ¢€

Felhasznélva, hogy

2m
/ d(ﬁefi(mfm/)@5 — 27T6mm’
0

azt kapjuk, hogy
/dQS/Zm(ea (ﬁ)*}/l’m’ (97 QZ5)

204+1(1—m)! 2 +1 (I —m)! /1
= mm/ " B
\/ dn (z+m)!\/ i (I + )'W deF"(2) B ()
2041 (1 —m)! 20+ 1(1—m)! 2 (I+m)
= 27T5mm’ 5ll’
A7 (I4+m)! A (I +m)! 204+ 1 (1 —m)!
= 5ll’5mm’

Teljesség: ha adott a gombfeliileten egy f(6, ¢) négyzetesen integralhaté fiiggvény, azaz

/Mﬂﬂ&@F<w

akkor kifejtheto gombfiiggvények szerint

=0 l=—m
m:/mmwmv@@

Ez mit is jelent?

ZZ/WM i #, 6)° 1 (¢, &)
=0 lI=—m

m

:/ d(cos0') /dcb <Z > V(0. 6)Yim (¢ cb)*) JACY
=0 I=—m
AZAZ

Z Z Y (0, 0)Yin (0, ¢')* = 6(cos 8 — cos0")d(¢p — ¢')

=0 l=—m
Ez fejezi ki azt, hogy a gombfiiggvények rendszere teljes.

176



15.7. Bessel-fiiggvények

A Bessel-féle differencialegyenlet
1 1 !/
J (:Jc)—k;J(x)—l— (1——) J(x)=0

15.7.1. Hatvanysor megoldas

x) =z° Z Cpa™
n

4

1
= j: = - _
« v Co 4k(/€+a)02k 2
Cop—1 =0
A megoldést felirhatjuk a gamma-fiiggvény
[(x) = dt t" et
[z+1)= xF( )
s
r
()01 =) = sin Tx
[(n)=(n-1)! n e Zy

segitségével. A standard indulé normalas

1
907 %l (a+ 1)
ekkor
(="

92 = SakrokID(k +a + 1)
Ha v ¢ N, akkor a két fiiggetlen megoldés

Tolw) = ( ) < 1T k:+12/+1)<2>2k

o) = (g) B ;,; k!F(k_— v+1) <§)%

ezek a sorok minden x € C-re abszoliut konvergensek.
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Azonban, ha v =m e N
To(2) = (=1)" T (2)

Ezt tgy oldjuk meg, hogy definidljuk a Neumann-fiiggvényt
Jy(x)cosmv — J_,(x)

sin v

N,(x) =

J, és N, mindig bazist alkot; N,-nek akkor is van limesze, ha v — m € Z.
A Bessel-egyenlet megoldasanak egy masik bazisat adjak az un. Hankel-fiiggvények

HY () = J,(x) £iN,(z)

v

Az Gsszes ilyen fiiggvényre igaz, hogy

0, 1(2) + Q) = 20, (2)

do, ()

Ql,_l(l') — Qy+1($) =2 d

ahol Q lehet J, N vagy H("?),
Bizonyitéds: a (15.19) sorbdl explicit szamitassal lathaté, hogy

d v v
o (" J,(x)) = 2" J,—1(x)

d —v _ —v
. (7, (x)) = =27 Jysa ()

Elvégezve a derivalast a fenti formuldkban kapjuk, hogy
YT @)+ T(x) = J,_ (@)

_EJV('T) + J;(Z‘) = - V+].(x)

I8

azazZ
Jor(@) = 20, (2) + T, («)

Joni(@) = =, (2) = J, ()

A két egyenletet Osszeadva és kivonva

2v
J,,_l(x) + J,/_H(.CE) = ?J,/(.T

dJ,(x)
dx

~—

J,,_l(ZL') — Jy+1($) =2
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innen pedig N, és H, 1.2) definicidjat hasznalva ez utébbiakra is kovetkezik az allitas.
A Bessel-fliggvények el6allithatdk a kovetkezo integrallal:

1 z\v [T 2\v—1/2 izt
Jy$=—<—> / 1—t%)" /e dt v>-—1/2
Bizonyitas: fejtsiik sorba az exponencialist

ey &) [ e

n—

> (Z:L')n 1 ((L‘)V /+1 2\v—1/2
= - 11—t t"dt
" TL' ﬁr (V + %) 2 1 ( )

+1
/ (1 . t2)y—1/2tndt

-1
integrédl 0, ha n paratlan. Ha pedig n = 2s, akkor

+1 +1
/ (1 _ t2)1/—1/2t28dt — 2/ (1 _ t2)l/—1/2t28dt

1 0
+1
— / (1 . U)V_1/2US_1/2dt
0

T +1/2)(s+1/2)
B I'(s+v+1)

Ugyanakkor
I(s+1/2)=(s+1/2)(s—1/2)...(1/2)['(1/2)

és T'(1/2) = /7, ezért

P(s+1/2) = Nz

T 92sg)

Ezt beirva, az integralunk

NG (11/+%) () /_ Q=T = <g>yzs!r<i_+1;)j+ 0 (5)

s=0
= Ju(z)
Explicit szamolassal lathato tovabba, hogy
1 T\Y
Jolw) = T(v+1) (5)
2 (log 2 + ) V=
N”(‘”)_){_M (22)” v#0
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ahol

- (x-1
Vznlglgo (Zz—logn> =0.5772. ..

k=1

az Euler-Mascheroni allandé. Nagy z-re pedig

2 [ Z
J,(r) — I (l'————)
( ) 7T.CI?COS 2 4

2 vm T
N, — 4/ —si < - — = —>
(=) L ST 4

Ez utébbit a médositott Bessel-fliiggvények segitségével igazoljuk.

15.7.2. Modbdositott Bessel-egyenlet

2

1 v
Y (x) + EY’(x) — (1 + ﬁ) Y(z)=0
Ennek megoldédsai a médositott Bessel-fiiggvények I, (x), ahol

L(z) = (%)V ; NG +1 v 1) (g)%
=1"J,(iz)

ahol, ha v nem egész, akkor a kévetkezoképpen kell érteni a komplex hatvanyt:

Ha v = m egész, akkor I, = I_,, és a masik fiiggetlen megoldés

Kp(z) = lim K, (z)

v—m
nl,(x)—1_,(z)
K, = —
(x) 2 sin v

Explicit szamoldssal (N, és HS" definiciéjat haszndlva) léthat6, hogy
T (1)
K,(z) = 5t HV(ix)

itt a komplex hatvany értéke

iu—i—l _ 615(11—1—1)

180



Ezekre a fliggvényekre a rekurziés relaciok

— (2"I,(x)) = 2" 1,1 (x)

I _y(x) = I, (x) = ?I,,(:z:)
s (2) + L (@) = 2227
illetve
d v _ v
@K (2)) = ~a" Ky (o)
% (x_”KV(x)) =—2 "K,1(7)
K, () + K, (v) = =K, _1(z)
L) + Kifa) = —Koa (@)
Koa(e) = Ko@) = 22 o)
dK, ()

(bizonyitds mint J-re).
Az I, médositott Bessel-fiiggvényekre atvihet6 a .J, Bessel-fiiggvények integral el6al-
litasa:
I(z) =1"J,(ix)
1 T\ v +1
= m (5) / (1 — 2~ Y2e oty r>0,v>-1/2
3 -1
Masrészt igazolhatd, hogy
v o0
K, (z) = F(—\/—Tl) (g) / (t2 — 1)V~ Y2e oty x>0, v>-1/2
1% 5 1

Ez utébbit tgy tudjuk beldtni, hogy megmutatjuk, hogy

P,(z) = .:1:”/ (t2 — 1)V~ Y2etqt
1
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kielégiti a modositott Bessel-egyenletet:

2’ P)(z) + 2 P)(z) — (2* + v*) P, (2)
> 1
— :c”“/ { — )2 (n + §> 2t (1* — 1)”—1/2} e "dt
1

x(t?
— —[EV+1/ i [(tQ o 1)V+1/2€—:Etj| dt = 0

ezért

P,(x) = A, I,(z) + B,K,(x)

Nagy és pozitiv z-re helyettesitsiink

t=14—
x
ekkor
00 2 2\ v—1/2
P,(z) = x”“/ <_u + u_2> e " du
0 r x
2 V—1/2 o0 v—1
= g/t (_u) ex/ (1 + i) w2t du
x 0 2z
2 l/—l/2 o0
~ xl/+1 (_) ex/ uufl/Zefudu
Z 0
9 v—1/2
=T(v+1/2)2""! (—) e " oc T 2e®
x
Tehat

P,(x) —0 T — 00

Mivel I,,(z) hatvanysoraban az Osszes egyiitthatd pozitiv, ezért I,,(x) a végtelenhez tart,
ha x — co. Ebbdl kovetkezik, hogy A, = 0, azaz

P,(z) = B,K,(x)
B, onnan szamithato ki, hogy megnézziik a két oldal viselkedését x = 0 koriil. Ekkor

ismét a
U
t=14+ —
T
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helyettesitést hasznalva

P,(z) = m”/ (12 — 1)V~ YV2e2tqt
1

o /9 2\ v—1/2
=" /0 (?u - %) e “"du
= :v_”e_x/ <1 + _x) u® e " du
0 u

o
x v / u? e dy
0

=I2v)z™

Q

Masrészt I, hatvanysorat és K, definicigjat hasznalva

I'(v)2v—1
K, (z) ~ L{)2"™
:L»V
ezért tehat (o
5 _ TG
[(v)2v—1
De
221/—1
['(2v) = NG F(wv)l'(v+1/2)
ezért o
B, = r 1/2
S+ 172)
Tehat
1
Kola) = 5 P
_ VT . (f)”/ (12 — 1)~ Y2e oty
F (I/ + 5) 2 1

15.7.3. A Bessel-fiiggvények aszimptotikus viselkedése

Felhasznélva, hogy nagy z-re

P, (z) ~T(v+1/2)at? (E)H/z e

Xz

T s
K, (z) ~ ,/%e

azt kapjuk, hogy



Viszont -
K, (2) = S HD (ir)
ezért nagy z-re

HO (z) ~ |2 eita=41/27/2

T
Viszont

ezért nagy z-re

15.7.4. Integralformuldk modédositott Bessel-fiiggvényekkel

1. A Cserenkov-sugarzas kiszamitasanal hasznaljuk, hogy

/ ds—— = 2K l]

52+

és a fentiekben kiszamolt aszimptotikus viselkedést:

Kola) = \/2E (1+0(1/x)

2. A szinkrotron sugarzas kiszamitasakor felhasznaltuk az
<2 1 4 1
rsin |z |2+ - dr = —=Ky3(x
[ s (52 o= prent
o 2 14 1
cos |z x+ - de = —Ky/3(z
[l (32 o= Gginte

Osszefiiggéseket.

3. A szinkrotron sugarzas spektrumanak frekvencia szerinti kiintegralasahoz pedig a

kovetkez6 formula jon jol:
00 Ita\ [ (Lte _ 1ta
[aesesap - VRT3 T (052 )
0 Ar (1+2)

ahol Re(a+2v) > -1
és  Re(a—2v) > -1
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pontosabban ennek a = 2 esete:

w2 (1 — 4v?)
déE°K, e
/0 CERL(O) = 32 cos TV
ahol |Rev| < g
amibdl a frekvenciaintegralashoz sziikséges formuldk a kovetkezok:
oo 571'2
2K 2 _
| e Ruater =T
o0 77T2
d 2K 2 —
| s raner =1

15.7.5. A Bessel-fiiggvények gydkei

A
J,(x) =0

egyenletnek végtelen sok megoldasa van:
Tyn n=12 ...

J, aszimptotikajat felhasznélva, az origdtdl tavol fekvd gyokok értéke

n 1\ m
Typ ~ NT vV——| =
2/ 2

15.7.6. Egy fontos integral

Amennyiben
J,(€a) =0
akkor

a a2
| el de =5 (6
0
Eloszor is J, megoldja a Bessel-egyenletet, ezért

d2
P T(ER) + o L) + (€ — 1) u(Ex) = 0
igy

0= 23}(60) (o gz M) + i (E) + (€07 - ) e0))

_ % <x (d%Jy(faf)) + (&2 - zﬂ)JV(sgf) - 262, (€x)?
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azZaz )
%%L@@%1%<ﬁ(£¢@w)ueﬁ—w%L@wﬂ

ahonnan

a 2
252/0 vJ,(Ex)?dr = a® (%Ju(fﬁ))

+ 12, (0)?
Na most egyfel6l nemnegativ v-re
vJ,(0)=0
masfelol
Jy(€a) =0
igy
/axJ (éx)dw = La2 iJ (Ex) 2
o 7 262 dz ™" -
Viszont y
Joai() = —Jy(2) = J, ()
ahonnan
Edr(€n) = L) — L, gx)
v+1 - T v d(L’ v
azaz
Len)| = L) - en(a)
dl‘yxm:a_a,ya v+1(Sa
= _fju—&-l (5(1)
Innen

2

[ et de = 5 e

15.7.7. A Bessel-fiiggvények ortogonalitasa

d? d P
0= 2_J1/ vn —J vn 2= = Jl/ vn
] + e im0 + (52,55 =07) Lm0

d d 2 P 2
pd_p pd_pj(xl/np/a) + xun? — v | J(wunp/a)
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Szorozzuk ezt be p~'J(x,.p/a)-val, integraljuk ki és integraljunk parcidlisan az elsé
tagban:

0=— /0 ' dpp L%J (x,mp/a)} L%J (xmfp/a)}
[ o) (22,5 7)ol

Cseréljiik meg n-et és n'-t:

0=— /O ' dpp [d%J (%nfp/a)} [dipJ (:cynp/a)}

+/ dpp~ ' J,(Tynp/a) (xin,% — V2> I (xyp/a)
0

A két egyenletet egymésbdl kivonva

a? (‘r?/n’ - x?xn) / dppJy(xunp/a)y(zuwp/a) =0
0

amibdl az elobb igazolt formulat felhasznalva kapjuk, hogy
a a2 9
dppJ(Tunp/a) (T p/a) = b} [ 1 (Tun)]” Onr
0

15.7.8. Bessel-Fourier sor és teljesség

Barmely v-re, a

J(Tunp/a) neN

fiiggvények teljes ortogondlis rendszert alkotnak a [0, a] intervallumon. Ha egy f fiiggvény
négyzetesen integralhatd az

/adpp|f(p)\2<oo

0
értelemben, akkor f felirhato

F(p) = faduo(wump/a)

alakban, ahol az ortogonalitasi relaciot felhasznalva
2 a
fo= Ton@naF dppJy(zunp/a) f(p)
0

[Jqul (xuna
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Tehat
1) = [ 00 Y g o) ki [0)16)

[ v+1 xvn)]2

azaz

2 1
———— L (@ump/a) S (Ton "1a) = —8(p — o
g en [ 0) = 010 = )

15.7.9. Hankel transzformacio

Ha végtelen félegyenest vesziink, azaz
a— 00

akkor a
‘TI/TL

a

"hullamszamok” bestirisodnek és folytonossa valnak a 0 és oo kozott; legyen az ennek
megfelelo valtozé jele k. Ekkor az ortogonalitasi relacié hataresete a kovetkezd alaku
lesz:

o 1
| depdutko) k) = otk = 1)
0
Ha f-re igaz, hogy

/0 dpp'* | f(p)|

véges, akkor a kovetkezo alakba frhato:

o= | " kR E, (k)T (kp)

ahol az F, (k) Hankel-transzformalt

Fy(k) = / " dopf(0) . (kp)

Ez a Fourier transzformdacié megfelelgje a félegyenesen, és minden v > —1/2 esetére
definidlt.
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16. fejezet

A Liénard-Wiechert potencialokbdl
szarmazo térerosségek

Az elektromos térerdsség
E=-Vd-0A, (16.1)

ahol a potencidlokat (11.7) és (11.8) képletek adjak meg. Felhasznalva (11.10) képleteket

8 o = a (47?50 R — BR) 47?80 (R BR>2 (azR Bjasz Rjai/BJ) =

6] Rja; -\
zM%AR ﬁR (R BR (%%7R16R)_ CHM)_
(it

R,aR
4m0R ﬁRP ~ OR = BR)+ c2>’

A —= Moq Uj 0 V4 _
5 4r R — ﬂR M@éR ﬂR& R—BR

V; a_R B Rjaj ﬂ 8R
(R—BR)? \ Ot c 7ot

a;( R BR) Ru Rv  Rja, 2\ |
{ c? < R c b B
{Raz R BR) RaRﬁl

47?5002 R — ,BR

471'60 R — BR
+ BiBR +

2
47r50 R— BR — RGBS } : (16.2)

189



Azt kapjuk Osszesitve, hogy:

. q 1 ‘ _ o _ RZGR _ RCLZ<R — ,BR) _
E, = Inzo (R — BRY <Rz(1 B*) — Bi(R— BR) + Z =
6,pR - U RW) -
1 1
- 47350 (R — BR)? ((Ri — BiR)(1—5°) + = [(R; — BiR)aR — Ra;(R — ﬂR)]) =
1 1
= 47?60 (R — ,QR)?’ ((Rz - BiR>(1 — 52) + g [R X [(R — RIB) X aHZ) (16.3)

A magneses térerdsségre:

qg U q ot 1 1
H, = e,;.0: L -4 (. g [ ——— ) ) =
6J’”(@ﬂ—ﬁ}{) 4w(?”mf%R—QR+E”WJ(R—ﬁR))
Rjak 5iijkRj

T an {_g”de—ﬁR)? " (R—PBR)® (“ —A+ ac_RH -

—%% N > T A2 i _ aR) — Ra B
= (R_ﬂR>3ekaj { BrR(1 — (%) + 02( BrR(aR) — Ray(R ﬁR))} .
(16.4)

Osszehasonlitva az elektromos térerdsség (utolsé el6tti) kifejezésével, latjuk, hogy

1 -
H=_RxE. (16.5)
Zo
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