7. MOZGAS ELEKTROMAGNESES TERBEN

Ebben a fejezetben elektromagneses tér jelenléte esetén vizsgaljuk a részecske mozgdasat. Foglalkozunk
mind az id6ében valtozé, mind az id6ben allandé elektromos és magneses tér elektronra gyakorolt
hatasaval. Latni fogjuk, hogy a klasszikus elektrodinamikaban csupdan segédmennyiségnek tekintett
®(r,t) elektromos és A(r,t) mdagneses vektorpotencidl mérésekkel kimutathaté (nemlokalis) hatdst

gyakorol az elektronra.
7.1. IDOFUGGO PERTURBACIOSZAMITAS.

Amennyiben egy atomot fénnyel besugarzunk, a foton elektromégneses tere eréhatast gyakorol a —e
toltésii elektronra. A maégneses erdhatds az alapédllapotban 1év6 elektronra sokkal kisebb, mint az

elektromos, ezért j6 kozelitésben a fénysugarzas hatasat az elektromagneses tér
= 50 sinwt

elektromos komponense okozza. Az elektronra gyakorolt eré és az ennek kovetkeztében keletkezd
potencialis energia egy r tavolsag megtétele utan a kévetkezéképpen irhaté:

—

—VV=F=—¢£, — V(r,t) = / Fds = Fr = e(EOxac + Eoyy + EOZZ) sin wt.
0

Az elektron energidjdnak operdtora

H = Hy(r) + V(r,1),

ahol Hy meghatdrozza az elektron ¢;(r) staciondrius dllapotait,
Ho(r)pi(r) = Eipi(r),

amelyeket ismertnek tételeziink fel. Az elektromégneses tér okozta V() potenciélis energia iddfiiggd,
ezért az

L 00 (r, 1)
ih BT

allapotegyenlet nem szepardlhaté az r és t koordindtdkban. (A tovdbbiakban az r—fiiggés

= [Ho(e) + Vo] 0.0

explicit feltiintetésétol altalaban eltekintiink, mert r jelolést fogunk hasznalni a futé allapotindex

kvantumszamra.) Bz azt is jelenti, hogy egy W,(t) allapot nem irhaté fel a ;e #F* staciondrius
alakban, energidja nem lesz 6rokké E;. A W,(t) dllapot idébeli véltozdsdnak ismeretére azonban mégis

sziikséglink van az atomszinképek és az intenzitasviszonyok megértéséhez.

A megoldast az id6fiiggd (Dirac-féle) perturbéciészamitds segitségével kapjuk meg.



Mivel a e~ #Ert

U, (t) allapotokat:

staciondrius megoldasok teljes rendszert képeznek, kifejthetjiik szerintiik a keresett

)= cri(t)pre 75, (88)
ahol az allapot nem trivialis id6fliggését a kifejtTéSi egyutthatokra haritottuk at. A megoldast a
¥;i(0) = i
kezdeti feltétellel rogzitjik, ami a kifejtési egyttthatékra a
cri(0) =0psy, T=1,2,...

feltételt szolgaltatja.

A (88) alatti ansatz-ot behelyettesitve az
allapotegyenletbe, nyerjiik: E X

Z i (acrz %Ercrz(t)) O e +E ZCTI E +V ))(pre*%Emt.

Egyszeriisitve, valamint mindkét oldalt balrél

or exp(iExt/h) staciondrius allapotfiiggvénnyel

beszorozva és a térkoordindtakra kiintegralva E

>
E .

kapjuk a kovetkezo Osszefiiggést:
Zih%(gkre%wrbﬁ.)t _ Zcri<¢k|v¢r>e%(Ek7E7.)t'
T at T

Bevezetve a Vip = (ou|Vepr) & wir = ltal  torténd jeszté
sbra. Fén alta orténé  gerjesztés
(Ex — E,)/h jeloléseket és elvégezve a baloldali abra y

osszegzést, kapjuk a kifejtési egyiitthatokat szemléltetése.

meghatdrozé
dcki

dt

1 .
= E Z Vkr (t)cm_ezw;wt (89)

egyenletrendszert, amely ekvivalens az allapotegyenlettel. Az id6éfliged perturbédcidészamitas alapjat
képez6 (89) alatti egyenletet integrdlds utédn szukszcessziv approximdciéval oldhatjuk meg abban az

esetben, ha a perturbélé V (¢) potencidl gyenge (azaz a Vi, (t) matrix-elemek kicsik):
1 K :
i ) =P O+ 537 / Vi (r)e™ 7 el (r)dr. (90)
T

Amennyiben a V(t) perturbécié gyenge (azaz Vi,t/h << 1), a rendszer egy ideig a kiindulé &llapot
kozelében marad. Ezért nulladik kozelitésben az atmeneti valoszinliséget megadé kifejtési egytlitthatét a
kovetkezoképpen vehetjiik fel:
S (t) =01,
Ezt behelyettesitve a (90)-ik egyenlet jobb oldalédba, az dtmeneti amplitiddra elsé rendben a kovetkezd
kifejezést kapjuk: .
CE)( t) = ki + zlh/o Vi (T)e“riTdr.



Tehdt annak valészinfisége (els6 rendben), hogy a t = 0 iddpillanatban E; energidval rendelkezd
allapotban levé rendszer ¢ ideig tarté V(t) perturbacié hatdsdra dtkeriil az Ej energidju allapotba, a
kovetkezd (i # k):
1) ¢, (1) 2 1 ‘ Wk T 2
W (i — k) =g,/ ()| = ﬁ‘ ; Vii(T)e dr| . (91)

Amennyiben Vi; = 0, az atmenet elsérendben tiltott. Ilyenkor az atmenet valészinliségérél a masodrendii

amplitudé ad felvilagositast:

1

t . ) 1 t T i L
D) =i+ /0 Via(r)ettdr + o 3 /O /O Vi () Vs (7)o 7,

amely els6 és masodik tagja i # k esetén zérus, a harmadik tag pedig igen kicsi a kolcsénhatési

matrixelem négyzetének megjelenése miatt.

7.2. INDUKALT ABSZORPCIO ES EMISSZIO.

Alkalmazdsi példaként kiszdmitjuk a fény dltal okozott (indukélt) abszorpcié és emisszié valdsziniiségét
az (1 — k) atmenet esetén, els6 rendben. Az elektron-fény kolcsénhatds révén az elektron z—irdnyd
elmozduldsakor V(z,t) = efyzaxsinwt (perturbacids) potencidlis energidra tesz szert. (Hasonld

meggondoldsok tehetdk az y— és z—irdnyd elmozduldsok esetén.) Ezt beirva a (91) egyenletbe, kapjuk

e2£2 t . 2
WG — k)= ﬁQO”” |zgi | / sinwre*“*7dr
0
2¢2 tq . 4 . 2
_ € hQOm |Iki|2 / Z (ezwr _ e—sz) ezwkdeT
0
8, 1 , 1 , 2
— g2~ (ilwtwr)t 1) . ( i(wgi—w)t 1) . 92
h2 |Zkz| 2(w —i—wki) (6 Q(Wki —w) € ( )

Az indukélt emisszié és abszorpcié valdszinlisége tehat fligg az xp =< ¢rlzp; >= [ drei(r)ze;(r)
matrixelemtol. Minthogy az elektron y és z irdnyban is mozoghat, atmenet az ¢ — k allapotok kozott
csak akkor johet létre, ha valamelyik az x;r, ik, zix koordindta atmeneti matrixelemek kozill nem

zérus. Ez kivdlasztdsi szabdlyok megallapitasat teszi lehetévé, amellyel késébb foglalkozunk.

Konnyen beldthatd, hogy a (92) alatti dtmeneti valdsziniiség id6t6l fiiggd része akkor vesz fel nagy
értéket, ha a mnevez6k zérushoz kozelitenek. Ebbdl a ténybdl kapjuk a Bohr altal heurisztikusan

bevezetet frekvencia feltételeket,
W —w=0 — E+hw=E;

a fény abszorpcio, és
writwx=0 — FE;~FE,+h
az indukadlt fény emisszid jelenségére.

7.2.1. KIVALASZTASI SZABALYOK.



Mint az imént emlitettiik, els6 rendben megengedett atmeneteket az jellemez, hogy legaldbb az egyik

alabbi egyenl6tlenség teljesiil:
Tki 7& 0, Yki 7é 0, Zki 7& 0.

El6szor a harmonikus oszcillator, majd a hidrogénatom esetét vizsgajuk.

a) A harmonikus oszcilldtor kivdlasztdsi szabdlyai.

Elegendd csak az x koordinata matrixelemét vizsgalni:

Tpin = (P | 0n) # 0,

ahol
$n = Cn 6762/2’“71(5)

a harmonikus oszcillator sajétfilggvényeit jelenti a kordbban (1d. 3. fejezet) bevezetett jelolésekkel:

¢ = mw _|D _(mW>(1/4) 1
=4/ hx, w—\/m, Cp = — oIk

Az u, = H, Hermite-polinomra (a Schrodinger egyenlet megoldds sordn) megismertiink egy rekurzids

Osszefiiggést,
U (€) = 281, (€) + 2nun (§) = 0.

Célszerl ezt atirni a kovetkez6 forméba:
Upt1 = 28Up — 2NUp 1,

amelybol az elsé két tag, ug = 1 és u; = 2¢, ismeretében az 6sszes Hermite-polinom leszarmaztathato.

Ezen el6készités utdn a matrixelemet konnyi kiszamolni:

Tn'n = ;%C/r;i/ Unp! (g)gun(g)e*gdg =

In+1 n
2 5n’,n+1 + \/;6n’,n—1] .

1 h ¢, (o] )+ [ h ¢y (o] > | h
— e ’ n _— / _ = e
2V mw cpt Pt |Pnt1 MW Cp—1 P’ |Pn—1 mw

A harmonius oszcillatorra vonatkozé kivélasztasi szabaly, mivel az vy, és zn, matrixelemekre is

ugyanez az eredmény adodik,

n—nzxl. (93)

A harmonikus oszcillator abszorpcidos és emisszids szinképe tehat egyetlen vonalat tartalmaz olyan v

frekvencian, amely pontosan megegyezik az oszcilldtor klasszikus vy = w/2m = 4/ % /27 frekvencigjdval:

:En+1_En:En_ n—1 W

h h T o

.

A valdsagban az idedlis harmonikus oszcillator eset csak kozelitOleg valésul meg, ezért az oszcillator

(vibraciés) szinkép mindig tartalmaz vy mellett halvanyabb vonalakat is (anharmonikus oszcillator).

b) A hidrogénatom kivdlasztdsi szabdlyai.



Az x,y,z operdtorok dtmeneti matrixelemeit most a

Pntm =

=Rt (1)Y?(0,)

hidrogénatom sajatfiiggvények segitségével kell kiszamolni. Az x = rsin cos ¢ irdnyu dtmenet esetén

példaul:

Tn't'm! ,nbm = <<pn’€’m’ |$ @n€m> =

o 2 T
/ drr Ryer (1) Rpe (1) / do / sin ¥dd sin®d cos ¢ Y, * (9, 0) Y, (9, @),
0 0 0

és hasonléan a tobbi, az y = rsinsin ¢, illetve
a z = rcost operdator atmeneti matrixelemeire

vonatkozdan.

Marmost legkénnyebben a ¢—szerinti integralas
végezhet6 el, mivel a ¢ valtozé egyediil az Y,;”
gombfiiggvény exponensében fordul elé. Ezért a
¢—szerinti integralds az egyes matrixelemekhez
vonatkozé kivalasztasi

a kovetkezd, m—re

szabdlyokat rendeli:

27
Tn/t'm’ ,nbm ™~ / ei(m—m/)qb COS¢d¢ 7é 0,
0
(94a)

2
Yt b / 6 sin b dg £0, ha
0

27
Zn/l'm’ mbm "~ / ez(m—m )¢d¢ 75 0, ha m' =m.
0

(94b)

A Y —szerinti
integraldas eredménye a mellékkvantumszamok

kozotti kivalasztasi szabdlyhoz ad jarulékot:
l—1+1, (95)

amely kiszdmitdsdhoz fel kell haszndlni a

m’ = m=l,

£ 4
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L
i
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ibra. A harmonikus oszcilldtor kivalasztasi

ha m = m=*l,

szabalya.
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abra. A hidrogénatom kivalasztasi szabalyai.

gombfiiggvények explicit alakjat. Megjegyzendd, hogy ezen kivalasztasi szabdly elfogadasa vezetett

korabban a rotacids spektrum ”null-vonal hidny” jelenségének megértéséhez, amely direkt kisérleti

bizonyitékat szolgaltatta az |L|?

= h20(f + 1) képlet helyességének a Bohr féle |L|? = h2¢?

posztuldtummal szemben. A fenti kivdlasztdsi szabdly tehat dnmagédban a rotdcids spektrum kivdlasztdsi

szabdlydt is jelenti egyuttal.



Végiil konnyen beldthaté az is, hogy az r—szerinti integralas a f6kvantumszdmok valtozasdban semmiféle

korlatozashoz nem vezet, azaz tetszéleges
n—-n=0,1,... (96)

atmenet lehetséges a fékvantumszamokat tekintve.

7.3. ATMENETI VALOSZINUSEG IDOBEN ALLANDO PERTURBACIO ESETEN.
FERMI ARANYSZABALYA.

Az eddigiekben a periédikus potencidlok esetét tdrgyaltuk. Lattuk, hogy egy V(¢) & sinwt potencidl (a
fény elektromos potencidlja) altal okozott indukdlt abszorpcié és emisszié jelenségét miként érthetjiik

meg az elsérendil perturbaciészamitas segitségével.

Most az elsérendii, idofiiggé perturbéaciészamitas egy masik alkalmazéasdval fogunk foglalkozni,
nevezetesen avval az esettel, amikor a potencidl (id6ben) dllandd egy bizonyos to = 0 idépillanattol
kezdve. Ilyen esettel taldlkozunk példaul az elektron-atommag szorédasndl, vagy a radioaktiv
bomlasoknal, pl. egy alfa-részecske atommagbdl valé kilokédése esetén. Ilyenkor az esemény
bekovetkezte el6tt egy (id6ben) dllandé potencidld dllapot uralkodik, majd az esemény lezajldsa utdn,
az 4llapotviltozds miatt, egy mésik, (idében) dllandé potencidli dllapotba keriil a végallapoti rendszer.

A spontén emisszi6 is egy ilyen, egy idépontban bekapcsolt, id6fiiggetlen potencial esetével targyalhato.

Tekintsiik az elsérendii id6fiiggd perturbacidészamitas valészintiségi alapképletét:

2
WG — ) = D OF = 55

¢
=12 /Vki(T)ei‘”’”TdT
0

Y

ahol wy; = (Ex, — E;)/h (i # k) a kezdeti és végallapoti energidk kozti kiillonbséggel kapcsolatos.

Amennyiben V (¢)—t egy lépcséfiiggvénnyel irhatjuk le,

- 0, ha t<0
V() = Vo), @<t>={1 A

ahol V = V(r), azaz a potencidl csak idOben &llandd, de hellyel még valtozhat, akkor az atmeneti
valdszintiségre elsé rendben a kovetkezo Osszefiiggést kapjuk:

1 eiwnt _ 1| sin?(wpi/2)t Tt
”,(1) £ = Vii 2 2 i
()= gz Vi I P Ep

1
(i—k = ﬁ |Vki

iwki

Tt 2
= 2o Vial™ felwri/2),
ahol bevezettiik a kovetkez6 jeloléseket:

.2
- sin® at
Vki =< @klv(r)@l >, ft(a) = )

Tolt



és
o= wgi/2.

Mérmost konnyen bizonyithatd, hogy
lim fi(a) = (),
t—oo

azaz
o'}

Jim [ dafi(@)F(a) = F(O)

t — 0o esetén tehdt (azaz, ha a hatds oo ideig tart) az id8egységre es§ dtmeneti valsziniiség

1
. W((Zlk)( : ’ ,?(u.) . sin®«xt
lim - |Vm‘| 0(wki/2) = |V1ﬂ| M Ey—E;) = T ETAN

t—o0
(a d—fliggvény megjelenése az energiamegmaraddst
fejezi ki.)

Az fi(wki/2) figgvény vizsgdlatabdl felvildgositast
kaphatunk arrdl, hogy egy wvéges ideig tartd

kolesonhatds mekkora valtozast okozhat a rendszer

energidjaban. Tartson a perturbacié ¢t = §t ideig.
A 45. &brabdl leolvashatjuk, hogy az f; fliggvény
wri/2 =~ 0 helyen veszi fel legnagyobb értékét, ezért
wir ~ 0, azaz els6 rendben, véges ideig tartd '
allandé perturbacié hatdsara csak kézelitdleg érzédik dora. s fewonif2) figgviny vieliedlee

az energia: FE; =~ Ei. Az energia megvdltozéasa

dwii/2 ~ w/t = 7/0t lehet, ami az &tmeneti valdszinliségfiiggvény maximuma és els§ minumuma
(zérushelye) kozti tdvolsdg. Azaz dwy; ~ 2m/0t, ami azt mutatja, hogy az E; kezdeti energidtél nem

valészinli nagyobb eltérés, mint

0E ~ —,
5t -’

amely 6sszhangban van a Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacié

AE >
= 2At

képletével.

Ha nem egy élesen meghatarozott ”k” végallapot érdekel benniinket, hanem egy ”k” koriili tartomany,

akkor a valdszintliségeket Ossze kell adnunk (folytonos dllapoteloszlds esetén pedig integralnunk):
2w
Py =) Th= /dEkp(Ek)Fki = W|Vki|2/dEk5(Ek — E)p(Ey),
k
ami kiintegralas utan adja Fermi aranyszabalyéat:

2
Piﬁz k= 7|Vki|20(Ei)- (98)
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Fermi aranyszabalya folytonos eloszlas esetén.

7.4. TOLTOTT RESZECSKE HAMILTON OPERATORA ELEKTROMAGNESES TER
JELENLETE ESETEN

Megalkotjuk az energia operatorat & elektromos és B mégneses tér esetén, amelyek a ®(r,t) skaldr és

A(r,t) vektor potencidlbdl az ismert médon szarmaztathatdk le:
E=-2-_V®, B=VxA.
Egy g = te toltésti és m tomegii részecske mozgasegyenlete elektromagneses térben
mi =F = q(€ +v x B),

amely az elektrodinamikabdl ismeretes

H = 5 (b~ gA(r,0)? +40(r,1)

Hamilton fliggvénybdl szarmaztathaté le. Ebbol akkor kapunk Hamilton operdtort, ha p-t és r-t a
megfelel6 operatorokkal helyettesitjiik:
1 (he 2
H= - (;V - qA(r,t)) + q®(r,t). (99)
Az els6 tag, azaz a kinetikus energiaoperdtor kiértékelésénél a négyzetre emeléskor el6fordul a kovetkezo

két tag,
VA + AV = (VA) + 2AV = 2AV = 2(A, V),



amelynek tovabbalakitasakor kihasznaltuk, hogy Coulomb mértékben fogunk dolgozni a tovabbiakban:

(VA) =0.

fgy a részecske mozgasat a kovetkez6 Schrodinger egyenlet fogja leirni:
o (r,t h? ki - 2
m% = - VAU ) + %A(r,t)V\Il(r,t) + Qq—mAQ(r,t)\I/(r,t) +q®(r, ) U(r,t).  (100)

7.4.1. ALLANDO MAGNESES TER ESETE.

Vizsgéaljuk most meg a részecske mozgasat térben és id6ben éllandd,
B # B(r,t), B = all.
magneses tér esetén. Mindenek el6tt bizonyitjuk, hogy a
B=VxA =dll
Osszefliggés kielégiil, ha a vektorpotencial eléallithatd az

1
A=-Bxr
2

forméaban.
Bizonyitds:
1 = 1
Bi = (V X A)z = §(V X (B X I'))Z = §€ijkaj(B X I‘)k =

1
= §€ijk5j€kstBs7“t = §€ijk€kstBs5jt = §€ijk€ksst =

1

5(1 1-B; + (-1)(-1)B;) = B;, (QED).

(A fenti bizonyitdsndl az Einstein konvenciét haszndltuk: Osszegzés volt értendé minden kétszer
el6fordulé indexre; az utols6 atalakitdsnal az s,j és k—ra vonatkozo Osszegzést végeztiik el, amelynél s

nyilvan csak i lehet, mig j felveheti k értékét, de ekkor k kotelezéen j kell legyen az

1 4,5,k = ciklikusanparos,
€ijk = —1 4,5,k = ciklikusanpdaratlan,
0 egyébkeént.

antiszimmetrikus tenzor definiciés tulajdonsdga miatt.)

A (100) alatti Schrodinger egyenlet jobboldaldnak mdasodik tagjdban szereplé operatort ezért allandé
B = (0,0, B,) migneses tér esetén a kiovetkezOképpen {rhatjuk (¢ = —e):

gy gy Lihg o Likg

= . —q
— (A, V) = 5 Bxr,V)= 5 (rxV,B) = —2m(L,B)
__a _ enl _ 1 ML R — UL
= 2m(LZBZ) = +2mh(LZBZ) = +NBh(Lsz) = (M ,B) = Vmagn.



Tehdt ez a mdsodik tag (a Zeeman effektusndl mdr kordbban mesterségesen bevezetett, a
Schrodinger energiaoperdtorhoz egyszertien hozzairt) mdgneses potencidlis energidrél ad szdmot. Pauli-

féle paramdgneses tagnak hivjuk a tovabbiakban.

A harmadik tag operatoranak kiértékeléséhez a kovetkezd atalakitasokat végezziik el:
2 2 2 232
q° A2 _ 4 2_(1(22 2)_qu 2 2
— A= — B)"=— B*—(r,B)")=—= .
2m 8m (r X ) 8m r (r7 ) 8m (x + y )

Ezt a harmadik tagot Landau-féle diamdgneses tagnak hivjuk.

10



A tovabbiakban belatjuk, hogy a diamégneses tag elhanyagolhaté a paramégneses tag jelenléte esetén

(g =—e):

dia _|<3.tag>|_%<x2+y2>B§_
para | <2tag>| = & <L.>B.

e<z’+y?> ead 6
-—— B, =—B,=11x10"B,/Tesl
4 <L,> 4h x 10 [Tesla

1e? ¢B, 1 magnesestér

" 4hcefa? 137 elektromos tér
Mérmost, mivel f5ldi koériilmények kozott még laboratériumban is B, < 10°G = 10Tesla, ezért az
A%—es 3. tag elhagyhaté abban az esetben, ha a 2. tag nem zérus(< L, ># 0). A diamdgnességet lefrd
3. tag pl. csak egyes fémekben és szabad elektrongiz esetén, vagy a neutron csillagok feliiletén valik

Osszemérhet6vé a paramagnesességet leird 2. taggal.

Vizsgéljuk most meg a paramégneses (2.) tag viszonydt az utolsd, az elektromos potencidl taghoz

képest (¢ = —e).

param.  (—q/2m)<L.> B, _(e/2m)hB. aohB _
elektromos < qd > - e?/ay T 2me
2 2 2 2
agh 1 agh me* he ago _6
=Dt S p o W X, = D% B, = 2% 107°B, (Tesla),
2me ag ome B2 2 2 © % (Tesla)

ami azt jelenti, hogy laboratériumi magneses térerésségek mellett a nivok energidja csak kicsit véltozik.

7.4.2. A HIDROGENATOM ENERGIANIVOINAK ELTOLODASA HOMOGEN
ALLANDO MAGNESES TER HATASARA.

Csak a 2. tagot megtartva a (100) alatti Schrodinger egyenlet szepardlds utédn a kovetkez6 alaki lesz

Hwnlml = (HO - %BZLZ) wnlml = Enlmlwnlmlv
e
ahol ) )
h
Hy=———A— k<,
2m r
s igy az energiasajatérték:
E h E
Enlml = —_ - q—Bz mp = — + h/WLml;
n?2  2m, n2
ahol bevezettik az
qh eh
= — =——8B
wi o2m. © 2m.
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mennyiséget a Larmour korfrekvencia jelolésére. Az m; kvantumszdm megjelenése miatt minden [

mellékkvantumszdmu allapot (2] + 1)—szeresen felhasad (47. dbra). A felhasadds mértéke fliggetlen az

[—t6l, viszont ardanyos a B, méagneses térerdsséggel, s az aranyossagi tényez6 éppen egy Bohr magneton:

up = eh/2m.. B,—t Tesla-ban mérve wy, = 2= B, = 13.6 eV (4x 107 B, [T]). A jelenséget kézinséges

2m

Zeemann-effektusnak hivjuk és kordbban a spin térgyaldsakor taldlkoztunk vele (4. fejezet).

Tovdbbi megjegyzések. A (100) alatti Schrodinger
egyenlet energiaoperatora &allandé B esetén a

kovetkezd alaku:

h2 q q232
— V2 LB+ 222?24+ ¢*)+q®(r, ¢t
T 2me( ,B)+ S (= +y7) +q®(r,1),
(101)

ahol a 2. tag a paramdagneses, a 3. tag
a diamagneses energidhoz ad jarulékot. A
magneses momentum az a vektormennyiség,
amely az energiaoperator B szerinti parcialis
derivaltjaként all eld,

-_ _OH
=B

fgy a paramagneses 2. tag jaruléka allandé mégneses tér esetén a

OH

i

operator varhato értéke:

q

OB 2me

47.

szemléltetése.

L=—up

Abra.

<pg>=-pup<L>/h

1
—-L
h

==

ehB/2me
3

A kozonséges

Zeemann

effektus

ahol a Bohr magneton=pup = eh/2m, = 9.27 x 10724 J/T. (A spint most elhanyagoljuk.) Ha ez a tag

zérus (gémbszimmetrikus allapotok esete), akkor vehetd észre a diamdgneses energiat jelentd 3. tag,

amely atlagosan
. ¢’B

<,u>=——<x2+y2>%—6

4dme,

a
€

mégneses momentumot képvisel, amely az indukdlé B mégneses térrel ardnyos (és azzal ellentétes

irdny).
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7.5. KINETIKUS ES KANONIKUS IMPULZUS FELCSERELESI RELACIOI

A tovabbiakban kanonikus impulzusnak nevezziik az eddig megismert p impulzus operatort, amely a

koordinata operatorral a jol ismert felcserélési relaciokat elégiti ki:

[ps, z;] = %52-]-, mikézben [z;,2;] =0, [pi,p;] =0.

Tehat a kanonikus impulzus komponensei egymassal felcserélhetdk, azok egyidejiileg elvben mérhetdk.

Kinetikus impulzusnak nevezziik a tovabbiakban a
K=p-¢A

mennyiséget. Vektorpotencial nélkiili térrészben tehat a kinetikus impulzus megegyezik a kanonikus

impulzussal.

A kinetikus impulzus felcserélési szabdlyai a kovetkezok:

(Ko aj] = %o 6 [Ki, Kj] = —RaeipBr.

Tehat a kinetikus impulzus komponensei magneses tér jelenléte esetén nem cserélheték fel egymaéssal.

Ennek messzehaté kovetkezményei lesznek (1d. Landau-nivék).

7.6. A HULLAMFUGGVENY VALTOZASA MERTEKTRANSZFORMACIO HATASA-
RA

Az elektromégneses térben mozgé ¢ toltésii, m tomegli részecskére haté (Lorentz) erd,
mi =F = q(i x B +§),

B-t8l és E-t8l fiigg, a Schrodinger egyenlet viszont a mértéktranszformacié erejéig meghatarozott
A vektorpotencidltél és & skalarpotencialtél. Minthogy ezek a klasszikus elektrodinamikaban csak
segédmennyiségként szerepelnek, felmertil a kérdés, vajon maga a hulldmfiiggvény, U(r,t), fligg-e a
mértéktranszformaciéktol? Tovabba: vajon a toltott részecskék mozgasa csupan csak B-re és g—re, vagy

A-ra és &—re is érzékeny-e?

Mint ismeretes, az

13



Maxwell egyenleteket invariansan hagyd

A A=A+ VA@DD, <I>—>(I>’:(I)—%A(r,t)

potencial-transzformacidkat mértéktanszformdcionak nevezzik, ahol A(r,t) egy tetszOleges skaldr

fliggvényt jelol.

Megmutatjuk, hogy a baloldali (vessz6tlen) potencidlokhoz tartozd

Z_ha\ll(r,t) _ l 1 (ZVqA(r,t))Q +q®(r,t)

= (3 U(r,t) (102)

Schrodinger egyenlet W(r,t) megolddsa és a jobboldali (vesszds, mérték-transzformélt) potencidlokhoz

tartozo
L OV (r,t)
h— — U'(r, t 102’
BT om \ i (x,1) (102)

_ [ 1 <7_iqu’(r,t))2+q<I)/(r,t)

Schrodinger egyenlet W' (r, ) megoldédsa kozotti osszefiiggés a kovetkezo:

U (r,t) = eF 1200 W(r 1),

Bizonyitds: Felhaszndljuk a kovetkezd azonossdgot, amely egy tetszbleges f(r,t) differencidlhaté
fliggvényre vontakozik:

F DY = (V = (Vf))ed )

és
0 o of af 0 of
ren @ _ 9 OF pewy (L g0f | 4O OF ¢
e = G w e < T (6t)e)’

és beszorozzuk a (102) alatti Schrodinger egyenletet balrél e 94t —vel:

[ie%q’\(r’w (EV —qA(r, t)> (EV — qA(r, t)) + en AT g (r, t)} U(r,t)
i i

2m

) 6\11(1', t)
o’

ami, felhasznélva az el6bbi azonossagot, a kovetkezoképpen irhaté tovabb:

— iRl

eR MmO (1)

2 (he - Plasn) +gaen
om \7 Y TR =

(9 i oA
"\ n%oe

)ebsienuces)

azaz
o' (r,t)

U'(r,t) =ih 2

lim (?6 - qA’(r,t))2 + q®'(r,t)

Q.ED
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7.7. AHARONOV-BOHM (AB) EFFEKTUS (1959)

Tekintsiik az elektron (¢ = —e) mozgdsit egy
id6ben allandé mégneses tér [B # B(t)] jelenléte

esetén.

Elképzelhet6 olyan térrész, amelyben B = V x
A =rotA = 0. Egy ilyen térrészben vettiik fel a
48. abra G gorbéjét. Ebben a térrészben B = 0,
amib6l A = 6A(r) kovetkezik, ebbél pedig

A(r) =[] dsA(s). Azaz A #A(t), & = . B =0
Abban a térrészben, ahol B = 0, maga az A Té,k orcg

vektorpotencidl nem szitkségképpen zérus, s igy

a hulldmfiggvényt vagy a (V = ¢2) 48. abra. A G gorbe a B = 0 térrészben.

1 (ho 2 9
%<IV—QA> \I/—I—V‘I/—Zhaqf (103)

A # 0 esetre vonatkoz6 Schrodinger egyenletbol, vagy a mértéktranszformélt s igy vektorpotencial

nélkiili Schrodinger egyenletbdl (V' = ¢®’ = ¢P)

1 (h=\? B
— | = o’ U = ih=—0' 103’
2m<iv) +V ihe (103")

kaphatjuk meg, ahol A’ = A+ V(—A) = 0. Ez utébbi egyenlet nyilvan akkor is érvényes, amikor B = 0
mindeniitt, ezért a (103’) egyenletbdl nyert ¥/—t a magneses tér nélkiili hulldmfiiggvénynek fogjuk hivni
és Wy—lal jeloljiik. Ugyanakkor a (103)-as egyenletbdl ad6dé ¥—t a B # 0 mindeniitt miatt ¥p—vel

fogjuk jelolni. A két hullamfiiggvény kozti Osszefiiggés az el6zdek szerint:
Uy = en NP,

azaz

Up = \Ifoeﬁqf"o dsi(s)

Annak eldontésére, hogy az elektron vajon az A vektorpotencialt, vagy az eréhatassal kapcsolatos B

magneses teret ”érzékeli-e”, Aharonov és Bohm a kovetkez6 kisérlet elvégzését javasolta (49. dbra).

15



Forrds

49. abra. Az Aharonov-Bohm interferenciakisérlet szemléltetése felulnézeti metszetben.

Egy elektronforrasbdl szarmazoé koherens elektronsugéar-nyalabot két résen vezetnek keresztiil. A réseken
az elektronok diffraktdlédnak, és interferencia képet hoznak létre a felfogéernyé kiillonb6z6 részein (1d.
1. fejezet). A két rés kozotti, elektronok szédmdra dthatolhatatlan részen egy szolenoidot helyeznek
el, amelyben tetszés szerint tudjdk véltoztatni a mégneses teret. Jollehet az elektronok mindvégig
B= 0 (erémentes) térrészben mozognak, az ernyén észlelt interferenciakép B vdtoztatdsdval véltozik. A

jelenséget a kovetkezOképpen értelmezhetjiik.

Tegylik fel, hogy a 2. rés zarva van. Ekkor az elektron hullamfiiggvénye
Uyp(r) = \plo(r)e%qh dsA(s)

ahol Wip(r) jelenti a B = 0 esetén érvényes hulldmfiiggvényt, az exponensben szereplé vonalintegral

dtja pedig az 1. résen athalad. Amikor az 1. rés van zarva, a hullamfiiggvény
Wop(r) = Wao(r) end /2 dsAE),

alakban {rhat6. Amennyiben mindkét rés nyitva van, a megoldds az el6z6 két hullamfiiggvény

szuperpozicidja:
Up(r) = Uip+ Uop = Wyo(r) en /i 5AE) 4 o (r) e7?)2dsAE) =

(‘1’10(1‘)6“ q[[, dsA(s)— [, dsA(s)] + Wy (r )) er /s dsA(s)

Az exponens szogletes zardjelében allo kifejezés viszont a mégneses fluxus, ugyanis

/ldsA() /dsA fdsA /dexA /de:@B.

Joéllehet az elektron mindvégig a B = 0, azaz magneses tér nélkiili térben mozog, mégis, a kisérlet

szerint, ®p valtoztatdsa interferenciakép véltozdst okoz. Ezt a jelenséget nevezziik AB effektusnak.
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Fizikai magyardzata az, hogy az & és B lokélis hatdsn kiviil létezik még az A (és @) potencidl(ok)nak
is egy kvantummechanikai, nemlokélis hatdsa, ami akkor 1ép fel, ha ®p # n27rg. Ijgy is fogalmazhatunk,
hogy nem az £ és B klasszikus fizikai mennyiségek az els6dlegesek, hanem az A és ®(r,t) potencidlok.
(Geometriai magyardzata az, hogy az elektron szdmdra megengedett tértartomédny nem egyszeresen

Osszefliggd.)

Hatéarozzuk meg az interferencia maximumok és minimumok helyét. Az AB kisérlet elrendezése
hengerszimmetrikus. Hengerszimmetrikus térben a szimmetriatengelyre meréleges szabad mozgést
U ~ exp(ikr)/y/r hullimfiiggvény irja le. Szdmunkra az exponensben &ll6 (ismerds) ikr kifejezés a

fontos most. A teljes relativ fazis (a két hulldm faziskiilonbsége) az erny6nél
Up(ry,re — 00) ~ eilthritf®a—kra) o x

ahol X egy ry — ro—t6l nem fiiggd, egységnyi abszolutértékii fazisfaktort jelol, és r; jelenti az i—dik rés
és az ernyén vald becsapddas kozti tdvolsdgot (r; = |r; — r|). Konstruktiv interferenciit kapunk, ha a

faziskiillonbség n x 27:
4q
h

)\ qq)B (I)B
= (2mn— L) = 5.
"o T2 =g ( ™ A ) A (n—|— h/e)

(Az utolsé dtalakitdsndl a ¢ = —e és h = 27h helyettesitést alkalmaztuk.)

kri 4+ =®p — kry = 27n, n=123,..,

azaz, ha az utkiilonbség

Latjuk tehét, hogy létezik egy karakterisztikus elemi magneses fluxus ®po = h/e = 4.135 x 10711 [T

cm?], amely kapcsolatban 4ll az interferenciakép maximumainak kialakuldsaval.

7.8. FLUXUSKVANTALAS SZUPRAVEZETOKBEN

T, kritikus hémérséklet alatt fémek, félvezeté oxidok,
keramidk szupravezetové valnak, azaz az elektronok
Cooper-parokba rendezédve
ellendlldsmentesen haladnak benniik. A Meissner-
effektus szerint az elsofaju szupravezet6kbol kiszorul

a B magneses tér. A Cooper-parok tehat mégneses

tér mentes térrészben mozognak, dllapotukat a 1o (r)
hullamfiiggvény irja le.

Jelolje tehdt egy tetszéleges r pontban 1g(r)
50. dbra. Fluxuskvantdlés szupravezets gyiiriiben az elektronok kiils6 magneses tér nélkil kapott
hulldmfiiggvényét, ¥p(r) pedig a B mdgneses tér
jelenléte esetén érvényes hullamfliggvényt. A két hullamfiiggvény kozott az el6zbek szerint csak egy,
az A vektorpotencidllal kapcsolatos, egységnyi abszolutértékil fazisfaktor a kiilonbség (¢ = —2e a
Cooper-pérok miatt):

‘I/B (I’) _ \Ifo(r) 6_%26 f:o dsA(S)7
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ahol ro—at a szupravezeté gylirli belsejében vettiikk fel. Ezen ry pontbdl kiindulva, mindvégig a

gylriiben haladva, kérbevihetjlik zart gérbe mentén az r végpontot, hogy tjra a kiindulasi ro ponthoz

érjlink. fgy a szupravezetd gylirtiben (1d. 50. dbra): érvényesnek kell lennie a kovetkez6 egyenléségnek:

Up(ry) = Uo(ry) 67%2@# dsA(s) _ Wo(ro) e*%;?e@B’

amelybdl, az egyértékiiség miatt

2e

2nm = —@B

h

h
— CIDB:n—EnCI)O.

2e

Itt bevezettiik a szuprevaezeté altal bezart magneses fluxus elemi kvantumat, amely szamértéke cgs-

egységben:
h

®g = - =207 x 1077 (G em?) = 2.07 x 1071 (T cm?).
(&

A miégneses fluxus szupravezetd gytiriik okozta kvantaltsigat 1961-ben figyelték meg eldszor. Az effektus

azota nagypreciziés mérési eljarasok részévé valt.

7.9. SZABAD ELEKTRONOK MOZGASA HOMOGEN MAGNESES TERBEN

(LANDAU-NiVOK)

Vegyiik fel koordinata rendszeriink z—tengelyét
a homogén magneses tér altal kijelolt iranyban
(51. 4bra). Ekkor B = V x A miatt az A

vektropotencidl meréleges a z— tengelyre, azaz

irhato:
B = (0,0, B), A= (A;,4,,0).

A kinetikus impulzus

K=mr=p-qA

18
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képlete miatt z—irdanyban tovabbra is szabad mozgas jellemz6, a maéagneses potencial csak az
x — y—sikbeli mozgédsra van befolydssal. Az energiaoperator tehat

2
H=H, +2=
2m

A z—irdnyu mozgés sajatfliggvénye a folytonos energiaspektrumba es6 exp(%pzz) sikhulldim. A z—re

merdleges mozgas Hamilton operatora

Hi =+ (@)?+®)?) =

m 1 . . . . h

B - ((m@)® + (mg)?), amely az [md, my]= ;eBz

felcserélési szabaly miatt formalis analdgia fennallasat sejteti a harmonikus oszcillatorral.

Az egydimenziés harmonikus oszcilldtor energiaoperdtorat a koévetkezdképpen is felirhatjuk (v6. 2.

fejezet):

P2 1 1 h
HPO = — 4+ —mw?X? = — (P? + (mwX)?), amelyre a [P,mwX]= —mw
2m 2 2m 1

felcserélési torvény érvényes.

Ha tehat az

e
mw=eB — w=—B=w,
m

megfeleltetést alkalmazzuk (ahol bevezettiik az w, in. ciklotron frekvencidt), akkor az analégia alapjén a
homogén magneses térre meréleges iranyu elektronmozgas energia sajatértékproblémajat megoldottnak

tekinthetjiik, mivel tudjuk, hogy
HO 1
E zhw(n+§), n=0,1,2...,

s ezért

1 eh 1

Tehat z— irdnyu homogén magneses tér esetén az x — y sikbeli mozgas energidja kvantdlt. Ez
annak kovetkezménye, hogy a kinetikus impulzusok nem felcserélheté volta miatt Av,Av, # 0, s
igy nem létezhet egyidejiileg hatarozott v, és v, sebességek altal kijelolt folytonos palyaeloszlds az

elektronmozgas szamara az x — y sikban.

7.10. HOMOGEN ELEKTROMOS TER HATASA AZ ATOMI NiVOKRA (STARK
EFFEKTUS)

Tekintstink egy homogén elektromos térbe helyezett hidrogénatomot. Az elektron mozgdasat leir6 teljes
energiaoperator

H=Hy+V,
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ahol ) )
1
HO p_ - c )
2m  4dmweg 1

a hidrogénatom bels6 allapotat leir6 Hamilton operator és
V=- /(fe)gds —efr=cEz

a z—irdnyultsagu kiils6 E = (0,0,&) elektromos tér hatdsét figyelembevevd (perturbdcids) potencidl.
(F = —VV = qg) E potencidlis energia tényleg kis perturbaciénak tekinthetd, mivel az atomi

elektromos terek nagysagrendje a laboratériumban el6allithatd Eqpor tereknél joval nagyobb, azaz

1 e?
—— >> glabm
4meg aO

Ezért az atomi szintek eltolédasdnak meghatarozasdhoz alkalmazhatjuk az  elsérendii

perturbaciészamitast. Ehhez, mint lattuk a
Znlmn/U'm’ =< wnlm|zwn’m’l’ >

matrixelemet kell kiszdmitani és azt is megallapitottuk kordbban, hogy az m = m/,l = I’ &+ 1,

kivalasztasi szabalyok érvényesek hidrogénatom palyak esetén.

Alkalmazzuk az elsérendii perturbaciészamitas energiaképletét a k = 1—es alapallapot esetén.
E, = (O) + E(l) E1+ < 100|Vb100 > -

Alapallapotban tehdt az elsérendli korrekcié zérus. Ahhoz, hogy a homogén elektromos tér hatdsit az

alapallapoti szintre meghatdrozhassuk, a masodrendii energiakorrekcié dltalanos képletét alkalmazzuk:

(2) Z | < 1/1n|V1/)k > |? Z 252| < Pp1olz¢100 > |2 2&852
1 )

n#k By — n=2 By — En

(E képlet nagysdgrendjét minden szdmolds nélkiil is megérthetjiik: a szdmldlébeli z—matrixelem ~ ag,

mig a nevezdbeli energiatag ~ e2/aq értéket vesz fel.)

Az alapédllapoti szintek eltoléddsét (negativ irdnyba) mdsodrend{i Stark-effektusnak nevezziik.

Osszehasonlitva a dielektrumok polarizalhatésagi képletével

1 9 .
750@52 — ap:§a8
adodik a H-atom polarizalhatésagara.
Amennyiben az n = 2—es f6kvantumszammal jellemzett gerjesztett nivé energiavaltozasa irant

érdeklodiink, az elsérendli perturbacidészamitast kell alkalmaznunk a négy azonos energiaval rendelkezé
|200 >,|210 >,|211 >, |21 — 1 > é&llapotra. Ezen dllapotokat rendre az 1-es, 2-es, 3-as és 4-es indexszel

jelolve, az energiafelhasadds F(1) elsérendii korrekcisjat megadé karakterisztikus matrix

Vi — B Vi2 Vis Via ~EM 0 0
o= | Va o Va-EW Vi Voo | _| Va —E® 0 0
B Va1 Vi Vaz — EW) Vi 0 0o 0-pe® 0 [
Vi Vao Vas Vig — ED 0 0 0 -ED
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mivel a Via, Vo1 matrixelemek kivételével az Osszes tobbi matrixelem eltiinik az [ = 1" £ 1 és m = m/

kivédlasztasi szabalyok miatt. fgy
2
(E(l)) = ViaVar = | < 9ai0|e€ z4hago > |* = 2E217,

ahol az integral

I= / V310 2 Uagodr = / Ro1(r) 7 Roo(r)dr / dfsin 0 Y, () ELEPR —3ag
0 0 vamr

konnyen meghatarozhaté. Tehat a masodik nivéd

m
(1) _
ESY = +3age€ —0 J‘E (120,09 - 12,1,0)
121,21, 121,0> =70 t4 12,1, 1)

energiaval hasad fel. Fizikai értelmezése 12,000 ..
) . ) iy e 0 1(12,00)+12,109)
kézenfekvo, minthogy éppen ekkora energidval 2

rendelkezik egy 3ag hosszusagu e toltési dipolus,

amely az € térben azzal egyezd (+), illetve

ellenkezd (—) irdnnyal &all be. Ez udgy valdsul

meg, hogy az elektromos térrel valé kolcsonha-

tds megsziinteti az eredetileg meglévo forgas- ! A, 0,0)

Le]

szimmetriat, Osszekeveri az azonos mégneses -~ % p- CL3 5
kvantumszdmhoz (m = 0), de kulénbozd 4
impulzusmomentumhoz (I = 0,1) tartozd

allapotokat. Az m = £1-—hez tartozd szintek

nem tolédnak el. (52. 4bra.)

A gerjesztett allapotok dipdlszerti felhasaddsét
elsérendi Stark-effektusnak hivjuk. 52.  Abra. H-nivék felhasadisa homogén

elektromos tér hatdsdra.
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