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Small test problems

HWS5/1

During your introductory physics classes you learned about Pascal’s law that states: in a resting
fluid the pressure is isotropic, i.e. the pressing force on a test surface does not depend on the
direction of the surface.

This law can be reformulated after the introduction of the stress tensor. We know that in a resting
fluid there are no shearing stresses, because the shearing stress is proportional to the derivates of
the velocity field: in rest the velocity is zero leading to zero shearing stress.

Pascal’s reformulated law therefore reads as the following: if in a medium there are no shearing
stresses then the stress tensor is proportional to the unit matrix. In this problem you have to prove
this theorem, using an indirect proof.

First assume that the stress tensor is diagonal (there are no shearing stresses), but the diagonal
elements are not equal.

o, 0 0
o= 0 o, 0,
0 0 o

For example let’s suppose that o, 2o .

a.) Write down the matrix that rotates the coordinate system around the z axis by an angle of
a.
b.) Determine the elements of the stress tensor in this rotated coordinate system.

c.) Express the shearing stress o', in this rotated coordinate system, if o, # o .
d.) Show that the shearing stress is zero for all the o angles only if o, =0, meaning that

our initial assumptions was wrong.

HWS5/2
A light, elastic medium is put in a rigid box. The bottom of the box is a
F square with side a, while the height of the box is b. The medium does
not stick to the walls of the box, only fills it like a jelly. The Lamé
parameters of the medium are p and A.
We start to push the surface of the medium with an unknown force F,
b that leads to a prolapse Ab of the surface.
a.) Express the deformation tensor of the medium.
b.) Write down Hooke’s law for the medium.
c.) Express the nonzero elements (o, Oyy and G,,.) of the stress

/a tensor.

a d.) Knowing the prolapse Ab determine the unknown force F.

Problems for Practice

Pr5/1
In the class you saw that in the problem of bending rods the cross-section parameter © = J‘ x’dA is

very important. Here the integration is over the cross section of the rod, and x denotes the distance
from the neutral surface in the rod.



We made two rods of steel. One has a squared (with side 2a) cross section, while the other has an
.1 shaped cross section. (see figure) The width of the parts of the I-shape us 2a/5. (see figure)
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a.) Determine the cross-section parameter Ogguqr for the square. What is of the square,

where A denotes the cross section?

b.) What is the cross-section parameter @; for the ,,I”-shaped rod? What percentage of Osguare
is it?

c.) What is % for the ,,I”-shaped rod?

Pr5/2
A rod of length L, cross-section A and mass density p is softly fixed to the ceiling. Due to its own
weight the rod elongates. In the first part of the problem you must consider this ,,self-elongation”.
The Lamé-parameters of the rod are w and A.
Let the origin be on the ceiling and let the z axis point vertically down.
a.) Write down the only nonzero element o-. of the stress tensor as a function of z.
b.) Using Hooke’s law express the nonzero elements (&, &, €s &--) of the deformation tensor,
as a function of z.
c.) Knowing &.., determine the displacement s- of the rods points as a function of z.
d.) What is the rods AL elongation?
We start to pull down the end of the rod by a force of F. Repeate the calculations of a.)-d.), i.e.
e.) Write down the only nonzero element o of the stress tensor as a function of z.
f.) Using Hooke’s law express the nonzero elements (&, &y €s &--) of the deformation tensor,
as a function of z.
g.) Knowing ¢.., determine the displacement s- of the rods points as a function of z.

gt}

h.) What is the rods AL elongation?

Pr5/3
A thin, light rod of length L is fastened to a wall horizontally. The free
Z end of the rod is pushed down with a force F. The mass of the rod is
X negligible. The horizontal direction is z, the F points in the x direction.
r The Young’s modulus of the rod is E, the cross-section parameter is
O.
l a.) Determine the bending moment in the rod as a function of z.

b.) Write down the differential equation that describes the shape
— of the rod.

¢.) Determine the shape of the rod. What is the prolapse of its free end?

[

Pr5/4




An elastic plank is laid on two wedges (see figure). The two ends of the plank are at z=+L/2.
The Young’s modulus of the plank is E, the cross-section parameter is @. The total mass of the
plank is m; .

a.) Determine the forces that act at the two wedges.

b.) Determine the bending moment in the plank as a function of z.

c.) Write down the differential equation for the planks shape.

d.) Solve the differential equation. Use the boundary conditions that the endpoints of the rod

are fixed.
e.) What is the prolapse of the midpoint of the plank?
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KisZh-an szerepelheto feladatok

HF5/1

Tanulmanyai sordn mar nagyon koran taldlkozott Pascal torvényével, ami kimondja: egy nyugvéd
folyadékban a nyomas izotrop, azaz a folyadékba helyezett ,méréfeliiletre” haté nyomoderd
fiiggetlen a felilet iranyéatol.

Ezt a fesziiltségtenzor bevezetésével masként is megfogalmazhatjuk. Tudjuk, hogy egy nyugvo
folyadékban nyirofesziiltségek nem ébrednek, azok ugyanis a sebességmezd derivaltjaival
aranyosak, nyugvo folyadékban pedig minden sebesség zérus.

Pascal torvénye tehdt erre az esetre atfogalmazva: Amennyiben egy kozegben minden
nyirofesziiltség eltlinik, agy a fesziiltségtenzor ardnyos az egységmatrixszal. (~ a nyomas izotrop.)
Ebben a feladatban ezt a tételt kell belatnia indirekt bizonyitassal.

Tegye fel, hogy a fesziiltségtenzor diagonalis, de a diagonalis elemei nem egyenldek:

o, 0 0
o= 0 o, 0,
0 0 o

azazpl. o, #0, .
a.) Irja fel azon matrixot, ami elforgatja a koordinatarendszeriinket a z tengely koriil valamely

a szoggel!

b.) Hatdrozza meg a fesziiltségtenzor elemeit ebben az o szoggel -elforgatott
koordinatarendszerben!

c.) Adja meg az uj koordinatarendszerben a o', nyirofesziiltséget o # o, esetén!
d.) Mutassa meg, hogy tetszOleges o szdgli forgatds esetén csak akkor tlinik el a o',

nyirofesziltség, ha o, =0o !

HF5/2
Egy merev dobozba konnyti, rugalmas anyagot toltottiink. A
F doboz alapja egy a oldali négyzet, magassaga b. Az anyag nem
tapad a doboz falaihoz, csak zsel€szerlien kitolti a dobozt a
A felszinéig. A kozeg Lamé-allandéi p és A.
Feliilr6l egyeldre ismeretlen F' er6vel nyomni kezdjiik az anyag
felszinét, aminek hatdsara az Ab magassagnyit benyomodott.
b a.) Adja meg a kozeg deformaciotenzorat!
b.) Irja fel a Hooke-torvényt a kozegre!
c.) Fejezze ki a fesziiltségtenzor zérustél kiilonb6zo
elemeit! (Ox, Oyy €5 0,;.)
Y d.) Adja meg az ismeretlen F nyomoéerot!
#5
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Gyakorlo feladatok




GYS1
Gyakorlaton lathattuk, hogy rugalmas rudak hajlitdsdnal megjelenik a keresztmetszeti tényezo,
amit az alabbi integral definial:

©=x’dd4,
ahol az integralas a rad keresztmetszetére torténik, x a keresztmetszet pontjainak a neutralis

feliilett6] mért tavolsaga. (A neutrdlis feliilet szimmetrikus kereszmetszeti rudak esetén éppen
,k0z¢épen” van.)
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K¢t rudat hoztunk 1étre acélbdl. Az egyik tomor négyzetes keresztmetszetli, a masik pedig ,,[”-
alaku, ahogy az dbra is mutatja. Az I szara ¢s két fedlapja is 2a/5 vastagsagu.

a.) Szamitsa ki a négyzetes keresztmetszetli rad Opsq-.r keresztmetszeti tényez6jét!

b.) Adja meg a négyzetes keresztmetszetli rud keresztmetszetének teljes A4 feliiletét!

c.) Szamitsa ki, hogy az I-acél ©; keresztmetszeti tényezdje hany szazaléka a négyzetes rud

Opégy-er Ertékének!

d.) Adja meg, az [-acél keresztmetszetének feliilete hdny szdzaléka a négyzet feliiletének!
Lathatjuk, hogy a feladatban szerepl6 I profillal majdnem ugyanakkora keresztmetszeti tényezot
nyertliink mint tomor négyzettel, ugy, hogy kdzben a sziikséges acéltomeg majd’ felét
megsporoltuk

Gy5/2
Egy A keresztmetszti L (nyujtatlan) hosszisagi p (nem elhanyagolhat6) striiségii homogén
hasabot lagyan a plafonhoz ragasztottunk. A hasab a sajat silya miatt megnyulik, a feladat elsé
részében ezt a megnyuldst kell vizsgalnia. A hasab anyagénak Lamé-allandoi i és A.
Legyen az origd a plafonon, a z tengely mutasson lefelé, a hasab hossziranyéaba!
a.) Irja fel a hasabban ébredd o.. fesziiltséget a z fiiggvényében! (A fesziiltségtenzor tobbi
eleme zérus)
b.) Hooke torvény segitségével fejezze ki a deformacidtenzor & , &, €s & elemeit a z
fuggvényében!
c.) & ismeretében hatarozza meg a hasab egyes pontjainak s. elmozdulasat!
d.) Mekkora a rad AL megnyulasa?
A rad végét ezutan F erével huzni kezdjiik lefelé. Ismételje meg az el6zo részfeladatokat erre az
esetre, azaz
e.) Irja fel a hasabban ébredd o.. fesziiltséget a z fiiggvényében!
f.) Hooke torvény segitségével fejezze ki a deformdcidtenzor & , &, €s & elemeit a z
fuggvényében!
g.) &-- ismeretében hatdrozza meg a hasab egyes pontjainak s. elmozduldsat!
h.) Mekkora a rad AL megnyulasa?

_ Gy5/3
Egy keskeny, konnyti, L hosszisagu rudat az egyik végén vizszintesen
Z befalaztunk, a masik végét fliggdlegesen F erdvel nyomjuk lefelé.
X Legyen a rud (terheletlen) tengelye a z tengely, az F er6 iranya az x

[ l tengely. A rud Young-modulusa E, keresztmetszeti tényezdje ©.




d.) Adjuk meg a radban ébred6 hajlitd nyomatékot z fliggvényében!
e.) Irjuk fel a rad alakjat meghatérozo differencialegyenletet!

f.) Adjuk meg a rud alakjat! Mennyivel hajlik le a rad terhelt vége?

X
Z

Egy rugalmas pallét két ¢kre helyeztiink, ahogy az 4bra is mutatja. A pallé végpontjaia z==+L/2
helyeken talalhatdk. A pallé anyaganak Young-modulusa E, a keresztmetszeti tényezé @. A pallo
0ssztomege m.

a.) Adja meg a két ¢knél fellépo tartoerdket!

b.) Adja meg a palloban ¢bredd hajlitdnyomatékot a z fliggvényében!

c.) Adja meg a pall6 alakjat meghatarozé differencidlegyenletet!

d.) Oldja meg a differencialegyenletet, adja meg a megoldast annak ismeretében, hogy a

két éknél a pallo elmozdulésa zérus.
e.) Mekkora a pallé kdzéppontjanak a siillyedése?

Gy5/4




