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All.) feladat
Ebben a feladatban a célunk megmutatni, hogy az elektrosztatika alapegyenlete, a Poisson-

egyenlet levezethetd variacios elvbél. Egy po(r), idében allandd elektromos toltéseloszlas altal
Iétrehozott elektromos tér energiaja az alabbi integrallal fejezhet6 ki:

U == 70 + ) |= [ 8 -2 (0,600 + 0,007 + 0,800+ s1601) |

ahol (r) az elektromos potencial, melyb6l az elektromos térerésség az E=-V¢ formuléval
szamithato.
Az éllités az, hogy a kialakult elektromos tér olyan, hogy az minimalizalja a fenti energia
funkciondlt. A hatérfeltételt Ggy szokas felvenni, hogy ¢(r — ) =0, azaz a potencial nulla
szintjét a végtelenben vessziik fel.

a.) Feltéve, hogy a potencialfuggvényt a o¢(r) infinitezimalis fliggvénnyel varialtuk, irja fel az

U energiafunkcional U variaciojat!
b.) Parcidlis integralas segitsegével érje el, hogy a o¢(r) variacid derivaltjai mar ne jelenjenek

SU =jd3r M (r) S4(r) !

Adja meg az M(r) fuggvény kifejezését p(r) és ¢r) segitsegevel! A parcialis integralas
felUleti tagjait dobja el! (Megj: A feluleti tagokrdl megmutathatd, ha p(r) csak egy véges
térfogatban nem nulla, Ggy eldobhat6ak.)

c.) Az energia minimalis, ha U eltiinik tetszbleges variaciora. Ez ekvivalens az M(r) = 0
egyenlettel. Mutassa meg, hogy ez éppen az elektrosztatika Poisson-egyenlete!

Al2 ) feladat
Egy egydimenzids folytonos kdzeg Lagrange siirlisége az alabbi alaki:
1 a v 2
=20+ lowf 2 (ewf.
ahol a y(x,t) mezdvel irjuk le a kozeget.
a.) A Lagrange-siiriség segitségével irja fel az S hatas funkcionalt!

------

.....

35 :jdtjdxlvl (X, 1) Sp(x,1)!

Fejezze ki M(x,t) fliggvényt a v mez6 és derivaltjainak segitségével! A megjelend
peremtagokat dobja Ki!
d.) Irja fel az energiasiiriiség kifejezését a modellben!
oL
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B16.) feladat
Egy homogeén izotrop rugalmas kdzeg Lagrange-stiriisége az alabbi alaku:

= g (0,3) -(8,S) —%(Oxsx +0,8,+0,8,)* — ;,((axsx)2 +(0,8,)* + (stz)z),

Ahol s(r,t) =(sx(r,t), s, (r,1), sz(r,t)) a kozeg elmozdulas-mezéje, p a stiriség, A €s p pedig a

Lame-allandok.
a.) Irja fel a kozegre a hatas-funkcionalt!
b.) Adja meg a kézeg Euler-Lagrange féle mozgasegyenleteit!
c.) Mutassa meg, hogy s(r,t) =s,e'®™  sikhullam megoldasok megoldjak a
mozgasegyenletet!
d.) Behelyettesitve a c.)-ben szerepld probafiiggvényt a mozgasegyenletbe a kovetkez6 alaka
Osszefiiggest nyeri o, k és o kdzott:
M(@,K)s, =0
Adja meg az M métrixot!
e.) Haladjon a sikhullam a +x iranyba, k nagysagu hullamszdmvektorral! Adja meg ebben a
specidlis esetben is az M matrixot!
f.) A d.)-ben szereplé egyenletnek csak akkor lehet nemzérus megoldasa so-ra, ha a matrix
determinénsa 0. Ez alapjan milyen lehetséges w(K) dsszefliggéseket kap?
g.) Milyenek a lehetséges so vektorok?
B17.) feladat
Tekintse az alédbbi Lagrange-stirtiséget:

L =—Q—m(axw*(x,t))(axw(x,t»—v(x)w*(x,oz//(x,t)+§ih(w*(x,t)atw(x,t>—w(x,tmtw*(x,t)),

Ahol y(x,t) egy komplex értékeket felvevé mezé, y'(x,t) a mezd komplex konjugaltjat jeldli.
Eldadason ebbdl tgy vezették le a mozgasegyenletet, hogy a mez6t és annak komplex

------

w(x,t)-t véltozatlanul hagyték, egyszer pedig Sy szerint gy, hogy v (x,t)-t hagytak valtozatlanul.)
Ez a médszer elsére nagyon furcsa, ezért érdemes megoldani gyalogosabb médon is a feladatot.
a.) Kezelje a komplex hullamfliggvény valos és képzetes részét, mint egy két komponensii
mezot:
w(xt) = A(x D) +ig(x1),
ahol ¢ (x,t) és ¢ (x,t) mar tisztesseges valos flggvények.
irja 4t a Lagrange-stiriiséget ugy, hogy benne ezek a valos mezok szerepeljenek!
b.) Mutassa meg, hogy a kapott Lagrange-siiriiség tisztan valos!
c.) Irja fel a hatés funkcionalt!
d.) irja fel az Euler-Lagrange egyenleteket amiket a ¢ és ¢, szerinti varialas utan kapott.
e.) Mutassa meg, hogy a két egyenlet amit kapott, a szokasos:

ihd,y(x,t) :—%aiw(x,t) V) (xY)

alaku Schrodinger egyenlet valds és képzetes resze!
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B18.) feladat
Egy L oldald negyzet alakd fémkeretre szappanhartyat feszitettink ki. Ebben a feladatban a célunk
a szappanhartya allohullam modusainak meghatarozasa. A szappanhartya feliileti tomegstirtiségét
jeldlje A, a fellleti fesziiltsegét pedig o!
A szappanhartya Lagrange-striisége:

<£=%iGNY—20$H{8yf4{6wf,

ahol u(x,y,t) a szappanhartya fémkeretre meréleges iranyt kitérését jeloli. Az elsé tag a kinetikus
a.) Kozelitse a Lagrange-stirliségben szerepld gyokds tagot a derivaltakban mésodrendig!
b.) Irja fel az Euler-Lagrange féle mozgasegyenleteket!
A peremfeltételiink szerint a négyzetes keret pontjaiban az u(x,y,t) fliggvény zérus, azaz
u(0,y,t) = u(x,0,t) = u(L,y,t) = u(x,L,t) = 0.
c.) Keresse a mozgasegyenletek allohullam-megoldéasait az alabbi alakban:
u(x, y,t) = Asin(k,x)sin(k, y)sin(at + ¢)!
Mik a Ky és ky hullamszamok peremfeltételek altal megengedett lehetséges értekei?
d.) Adjuk meg a k és ky hullamszamokkal jellemzett modus o korfrekvenciajat!
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CO06.) feladat
Egy hajlékony, L hosszUsagu lancot a plafonhoz rogzitettiink, a lanc szabadon 16g. Linearis

stirliségét jeloljiik A-val, a gravitacios gyorsulas lefelé mutat, értéke g. A célunk a lancon kialakulo
kis kitérésii transzverzalis hullamok leirasa.
A lanc vizszintes kiterését jel6ljik y(z,t)-vel. Els6éként a célunk megadni a lanc gravitacios
helyzeti energiajat a kitérés fliggvényében. A plafon legyen a z=0 pont, a lanc vege pedig a z=L.
a.) Tekintse a lanc z helyen 1év6é dz hosszusagu darabkajat. Mutassa meg, hogy ennek
emelkedése a nyugalmi helyzethez képest:

h(z,t) —jdz'{l\/l(%jz}

b.) Ez alapjdn mutassa meg, hogy a hatasfunkcional a lancra az alébbi alakot 6lti:
L L z
S= jdtjdzg(atw)z —jdtjdzjdz'zg {l—\/l—(éz.a//(z',t))z }
0 0 0

Lathat6an a masodik tag az eddigiekhez képest furcsa, ugyanis kétszeres integral szerepel benne.
c.) Cserélje fel a z és 7’ szerinti integralok sorrendjét, és mutassa meg, hogy a hatas az alabbi
alakba irhato:

S jdtjdz{ Jg(L— z)(l—m)}

Hogyan tudna értelmezni a masodik tagot? )
d.) Kozelitse a hatést kis kitérések esetére kvadratikus rendig. Irja fel az Euler-Lagrange

egyenleteket!

e.) Keresse a megoldast y(z,t) = p(z)e'" alakban. Milyen egyenletet nyer ¢(z) -re?

f.) Oldja meg (numerikusan, szoftverrel) az egyenletet, és abrazolja kiilonbozé6 w-kra a
hullamzo lanc alakjat!




