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Al19.) feladat
Egy O tehetetlenségi nyomatéku tarcsa egy tengelyhez van rogzitve, ami koril koénnyen
elfordulhat. A rendszer Hamilton-fliggvenye:

p2
H(¢’ p(p)zi

a.) Irja fel a rendszer Hamilton-Jacobi egyenletét!
b.) A szoksasos S(e,t)=S,(¢, E)—Et szeparalast alkalmazva irja fel az Se-ra vonatkozo

roviditett Hamilton-Jacobi egyenletet!
c.) Oldja meg az egyenletet, adja meg az S, (¢, E) fuggvényt!

d.) At =0 iddpontban a tircsa a ¢=0, p,=L kezdeti feltételekkel indult. Ez alapjan adja
megaz E ésa 2—2 = 2 mozgasallandok értékét!

e.) A d.)-ben kapott egyenletekbdl fejezze ki a tarcsa mozgasat leird ¢(t) flggvényt!

A20.) feladat
Eqgy toltott részecske az x-y sikban mozoghat, ré z iranyi magneses térerdsség hat. A rendszer (egy
lehetséges) Hamilton-fliggvénye:

1 1
H(x, Y, p,, p,) =— p> +—(p, —eBx)?
( y’px py) om Px 2m(loy )
a.) Irja fel a rendszer Hamilton-Jacobi egyenletét!

b.) A szokasos S(x,y,t)=S,(X,y,E)— Etszeparalast alkalmazva irja fel az Sp-ra vonatkozo

roviditett Hamilton-Jacobi egyenletet!
c.) Szeparalja tovabb a hatasfuggvényt, keresse S,(x,Y,E)=S,(X,E,a)+S,(y,E, a)alakban!

Helyettesitse ezt az alakot a b.)-ben kapott roviditett Hamilton-Jacobi egyenletbe!

0S
d.) Léthatja, hogy y-tol valo fuggés csak a a_yy tagon keresztul torténik, az egyenlet tobbi tagja

oS . . . :
flggetlen y-tél. Ezért a—y = a konstansnak vélaszthatd. Hasznalja ezt a valasztast! Milyen
y

egyenletet kap S-re?
e.) Oldja meg az egyenleteket, adja meg az Sx(x,E, ) és Sy(y,E, ) fiiggvényeket, majd ezekbdl
a teljes S(x,y,E, at) hatasfliggvenyt!
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B28.) feladat
Egy tOmegpont az x tengely mentén mozoghat, ra idében linedrisan névekvo kiilsé erd hat. A

rendszer Hamilton-fliggvénye:
2

H (X, p,t)=p——Axt
2m

a.) Irja fel a rendszer Hamilton-Jacobi egyenletét!

b.) Mivel a Hamilton-fiiggvény explicit modon fiigg az idot6l, a szokdsos szeparalast
kdzvetlenil nem tehetjiik meg. Probéalkozzon az alabbi alakkal:

S(x,t) =F({t)x+G(t)!
irja fel a Hamilton-Jacobi egyenletet ezt az alakot feltételezve!

c.) Gyljtse Ossze a tagokat igy, hogy az egyenlet az X(valan‘il)+valami , =0 alakban alljon
eléttiink, ahol a két ,,valami” mar nem fligg az x-t6l.

d.) Ahhoz, hogy az egyenletet megoldjuk, a két ,,valami”-nek kulén-kilén zérusnak kell
lennie. (Miért is?) Ebbdl a két feltételbdl adja meg az F(t) és G(t) flggvényeket! Ha jol
szamolt, megjelenik egy szabad integréalasi konstans, ezt jel6lje o!

e.) Irja fel az S(x,at) fuiggvényt! A t=0 idépontban a tomegpont az xo=0 és po=0 helyzetbdl
indult. Ennek segitsegével rogzitse az « konstans értékét!

f.) A Hamilton-Jacobi egyenlet szerint a ,B:Z—S mozgéasallandod. Fejezze ki ennek értékét a
o
kezdeti feltetelek segitségével!
g) A S= Z—S Osszefiliggésbdl fejezze ki a mozgasegyenlet x(t) megoldasat!
o

B29.) feladat
Gyakorlaton szerepelt a fiigg6leges hajitas problémaja, aminek Hamilton-fliggvénye:
2

H(p,x):p—+mgx

2m
A szokésos Hamilton-Jacobi egyenletben ,,2”-es tipusu S(x,a) alkotofliggvényt keresiink, ami
zérussa teszi a Hamilton-fliggvényt, majd kihasznaljuk, hogy az « G impulzus mozgasallandé. Ez
azonban nem az egyetlen lehetséges valasztas.

Keressiink most ,,37-as tipusi S(p, ) alkotofliggvényt! Ekkor x = —Z—S )
P
a.) Irja fel a Hamilton-Jacobi egyenletet: H (p,—g_rs)) +2_? =0

b.) Szeparalja az idét az S(p,t) = S,(p, E) — Et alakban! irja fel az So-ra vonatkozo réviditett
Hamilton-Jacobi egyenletet!

c.) Oldja meg az egyenletet, adja meg So(p,E) fliggvényt!

d.) A t=0 idépontban a test az x=0 pontbol indult py impulzussal. Fejezze ki ennek
segitségével az E konstans értékét!

e) A f= ) mennyiseg a Hamilton-Jacobi egyenlet értelmében idéallando. Fejezze ki ennek
oE

értékét a kezdeti feltételek segitségével!
f.) Adja meg a mozgasegyenlet x(t) megoldasat!



B30.) feladat

Tekintse a centralis er6térben mozgoé részecske problemajat. A rendszer Hamilton-fliggvénye polar
koordinatakban:

;P
H(r,o,p,,p,)=-"+—"+V(r
(1,00, P,) =+ £ +V(1)

a.) Irja fel a rendszer teljes Hamilton-Jacobi egyenletét!

b.) Szeparalja az id6t, azaz keresse a megoldast S(r, ¢,t) =S, (r, ¢, E) — Et alakban!
irja fel az So-ra vonatkozd réviditett Hamilton-Jacobi egyenletet!

c.) Szepardlja a szoget, azaz keresse az S, fuggvenyt S,(r,¢,E)=S,(r,L,E)+L¢ alakban,
ahol L egy Ujabb konstans. Irja fel az S,-re vonatkozé Un. radidlis Hamilton-Jacobi
egyenletet!

d.) Adja meg az S;-t kifejez® integralt! (S, = j dr...)

A megjelend integralt altalanos esetben nem tudjuk zart alakban kifejezni. Sok kérdésre azonban
ugy is valaszolhatunk, hogy nem végezziik el az integralt.

e.) At =0 iddpontban a részecske az origdtol r = R tavolsagra volt a ¢ =0 helyen, és épp a
sugarra merdlegesen haladt, azaz p, = 0 és p, = Lo voltak a kezdeti impulzusok. Ezen
kezdeti feltételek ismeretében fixaljuk az L és E konstansokat!

f) Az E-hez és L-hez kanonikusan konjugalt koordinatak legyenek pBe és .. Bar az S

hatasfliggvényt nem fejezte ki zart alakban, de a két S konstanst fel tudja irni Ggy, hogy
benniik legfeljebb egy r szerinti integral van:

0S

ﬁE za—E:—t+J.dr...
0S

ﬁL =E=(o+jdl‘...

Fejezze ki a két ,, ...”-ot!
g.) EXTRA! Legyen V(r) = —5! Ekkor a .-t meghat&rozo integralt mégis el tudja végezni.
r
Végezze el! Mit kapott?
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C10.) Feladat
Tekintsen egy kétdimenzids izotrop harmonikus oszcillatort! Az energia és id6egységek megfeleld
atskalazasa utan a rendszer Hamilton-fliggvénye az alabbi alakban all el6ttiink:

1
H(X, Y, P, Py) =5(><2 +y 4+ pC+ pyz)
a.) Irja fel a rendszer Hamilton-Jacobi egyenletét, majd megfelelé szeparalasok utan oldja

meg!

b.) A megjelend két konstanst hozza kapcsolatba a kezdeti feltételekkel!

c.) Szoftver segitségevel abrazolja a hatésfliggveny szintvonalait kiilonb6z6 konstans
paraméterek esetén. Egy abran a szintvonalakkal rajzoljon be a két konstansnak megfeleld
megoldasokat! Jatsszon a paraméterekkel!



