MECHANIKA 2 (2015/16 tavasz) [GYAK 2.

1.) Feladat
Legyen adott két négyesvektor a kontravarians koordinataival valamely inerciarendszerben,
a“ = (aa* a®a’) és b* = (b° b* b b%). A Minkowski térid8 metrikus tenzora pedig

a.) Elevenitsiik fel a (specidlis relativitaselméletnek megfelelé) Einstein-féle 6sszegzési
konvenci6 szabélyait! A metrikus tenzor segitségével fejezzik ki a“ Minkowski-
hossznégyzetét, ill. a* és b* Minkowski-skalarszorzatat!

b.) Elevenitsik fel, hogyan definialjuk a négyesvektorok alsdindexes (kovarians) koordinatait.
Adjuk meg az a, = (ap a1 a; as) és b, = (bo by b, bs) alsdindexes koordinatakat, majd ezek
segitségevel ismét fejezzik ki az ,,a” vektor Minkowski-hossznégyzetét, ésaz ,,a” és,,b”
vektorok skalérszorzatat, (gy, hogy a formulaban mér ne jelenjen meg a metrikus tenzor!

c.) Mint lattuk, indexek ,lehtizasat” a g,, tenzorral tudjuk elvégezni. Az index ,lehtzas”
miivelet inverze nyilvan az index ,,felhuzas”. Adjuk meg az ezt végrehajto g“¥ tenzort!

2.) Feladat
Tekintsiik a kovetkez6 transzformaciot:
5/3 0 -4/3 0
A= -4/3 0 5/3 0
v o -1 o0 O
0 0 0o 1

a.) Mutassuk meg, hogy ez egy Lorentz-transzforméacia!

b.) Tekintsiik az a“ =(1,1,0,0) négyesvektort! Mekkora ennek Minkowski hossz-négyzete?
Hajtsuk végre ezen a vektoron a fenti transzforméciot! Mutassuk meg, hogy a Minkowski-
hossz invaridns maradt!

c.) Tekintsik a b“ =(6,1,3,1) négyesvektort. Mekkora ennek a Minkowski hossz-négyzete?
Mutassuk meg, hogy ez is invaridns maradt a fenti transzforméacié utan!

d.) Fejezzik ki a b, vektor komponenseit! Fejezzik ki a transzformalt »°, vektor
komponenseit is!

e.) Adjuk meg a A matrix azon alakjat, ami az alsé indexes vektorokat Lorentz-transzformalja!
b',=A,b,

f.) Mutassa meg, hogy az a*b, Minkowski skalarszorzat invarians maradt!

g.) Behelyettesitéssel mutassuk meg, hogy

azaz az alsoindexes vektorok a transzformacio inverzé(nek transzponaltjaval)
transzformalodnak.



3.) Feladat
Tekintstink egy f({x}) = f(x° x* x* x°) skalar fiiggvényt (skalarmez6t)!
(Ezt azért nevezik skalarmezdének, mert Lorentz-transzformdcio sordn az egyes téridé-pontokon
a fiiggvény értéke nem valtozik meg. Ettol eltéro lenne pl. egy négyesvektor-mezo, ami
négyesvektorként transzformdalédik minden téridéponton.)

a.) Irjuk fel a skalarmez6 ;—fy négyes-gradiensét! rjuk fel ennek segitségével a skalarmezd
X

megvaltozasat két infinitezimalisan kozeli téridépontban:
df = f (x*+dx*) - f(x*)="?
Ez alapjan a fels6-indexes (kontravarians) koordinatak szerint képzett gradiens alsé- vagy

fels6indexes vektor?

b.) Lattuk az el6z6 feladatban, hogy 0 ,f = % Ehhez hasonloan bevezethet6 a 0“f = o
X

axﬂ

felsdindexes gradiens is. Mutassuk meg, hogy ez valoban fels6-indexes négyesvektor!

c.) A ket derivalas egymas utani alkalmazasa: 0“0, f =0Jf. Ez nyilvanvaléan skalarként

transzfomralodik.
Mutassa meg, hogy a 00 ,,f =0éppen a relativisztikus (skalar-)hullamegyenlet!

d.) Egy sikhulldmot az al&bbi alakban irhatunk fel: f = fosin(%ct—k -X) . Tudjuk, hogy az

x*= (ct,x) négyesvektor, ez alapjan lassuk be, hogy a korfrekvenciabdl és hullamszambol
az alabbi négyesvektor képezhetd:

a0

4.) Feladat

dx* . . .
Eléadason bevezetésre keriilt az u":d— négyessebesség vektor, mint a négyes helyvektor
T

sajatidd szerinti derivaltja.

a.) Adja meg a négyessebesség €s a szokasos (harmas-)sebességvektor kozotti sszefliggést.
Tegyiik fel, hogy felnézve az égre azt latjuk, hogy két tirhajo éppen egymadssal szemben repiil,
mindkettejiik sebessége v =3/5¢. A koordinatarendszeriinket gy vessziik fel, hogy az tirhajok az

x tengely mentén mozognak.
b.) Adjuk meg az tirhajok négyessebességeit!
c.) Adjunk meg egy Lorentz-transzformaciot, ami atvisz minket az egyik tirhajohoz rogzitett
vonatkoztatasi rendszerbe!
d.) Fejezziik ki az egyes tirhajok négyessebességeit ebben a rendszerben!
e.) Mekkora az egyes lirhajok szokasos sebessége ebben a rendszerben?
Tegyiik fel, hogy a Foldrdl elinditunk két tirhajot, (a Foldrél nézve) egymasra merdleges iranyban
egyenként v = 3/5c¢ sebességgel. Az egyik {irhajo mozogjon az x irAnyban a masik az y iranyban!
f.) Irjuk fel az tirhajok négyessebességeit!
g.) Térjiink at az x iranyba mozgé tirhajohoz rogzitett vonatkoztatasi rendszerbe! Adjuk meg
itt a masik irhajo négyessebességét!
h.) Mekkora és milyen iranyt a masik tirhajo szokasos sebessége ebben a rendszerben?



5.) Feladat

A galaktikus birodalom propagandaradioja a v = 1GHz frekvencian sugaroz a halalcsillagrél. Az
Ezeréves Solyom a halalcsillagtol tavol c/2 sebességgel halad gy, hogy a halélcsillaghoz rogzitett
vonatkoztatasi rendszerben a sebességvektora a halalcsillaghoz huzott vezérsugarral a=30 °szdget
zar be. A feladatunk, hogy megadjuk, milyen frekvenciara kell Chewbaccanak hangolnia a S6lyom
radidjat, hogy fogja a jelet.

a.) Vegyunk fel egy kényelmes koordinatarendszert: a Sélyom sebessége jeldlje ki az x
tengelyt, a halalcsillag legyen az x-y sikban! Adjuk meg a radiohullam négyes-
hullamszamat ebben a koordinatarendszerben!

b.) Adjunk meg egy megfelelé Lorentz-transzformaciot, ami a halalcsillag vonatkoztatasi
rendszerébdl atvisz a Solyom vonatkoztatasi rendszerébe.

c.) Ez alapjan a négyes hullamszamot (k") attranszformalva valaszoljunk a kérdésre, azaz
milyen frekvenciara kell a radiovevot allitani?

6.) Feladat

A kvantummechanika kisérleti eldzményeinek egyik fontos allomésa az Gn. Compton effektus
felfedezése volt. (Artur Holly Compton 1892 — 1962. Nobel dij: 1927) Ez jelentette kisérleti
bizonyitékat annak, hogy az Einstein altal kitalalt fotonnak impulzusa is van.

Egy wy frekvencidji foton egy kezdetben nyugvo elektronnal {itkozik. Az itkozeEs (,,sz0ras”) soran
az elektron meglokédik, p impulzussal kezd el mozogni, a foton pedig egyrészt veszit az

Ve

soran ezt a szort fotont detektaljuk.
a.) Valasszunk kenyelmes koordinatarendszert! Rajzoljunk abrat a folyamatrol!
b.) irjuk fel a rendszer (teljes) négyes-impulzusat a szorodas eldtt és utan!
c.) Irjuk fel a négyes-impulzus megmaradast, ez alapjan adjuk meg a sz6rédo foton

//////

7.) Feladat (Nem maradt ra id6)
Két részecske tokéletesen rugalmas Utkozését vizsgaljuk. A két részecske egy kdzos egyenes palya
mentén mozog, egyikik nyugalmi tdmege mg;, (szok&sos) sebessége vi, a mésik részecske
nyugalmi tdbmege mg », sebessége v,. Palyajuk a jeldli ki a koordinatarendszeriink x-tengelyét.

a.) Irjuk fel a részecskék p/ és pf négyes-impulzusait! 1dézziik fel, hogyan értelmezziik ezek

komponenseit?

b.) Irjuk fel a négyesimpulzus megmaradast az itkozésre, szérnyedjiink el!

Nemrelativisztikus tkdzések leirdasakor nagyon hasznos volt attérni a két részecske
tdmegkozépponti rendszerébe, itt ugyanis konnyen fel tudtuk irni az Utkdzés utani sebességeket.
Nézziik meg, hogyan kell ezt csinalni relativisztikusan!

c.) Irjuk fel a részecskék p{ és p# négyes-impulzusainak dsszegét!

d.) Irjunk fel egy altalanos W sebességii x-iranyl Lorentz-boostot, és segitségével szamitsuk ki
az 0ssz-négyesimpulzust egy W sebességgel mozgo rendszerben!

e.) Adjuk meg, mekkoranak kell valasztani V-t, hogy az négyesimpulzus térszerti komponensei
(azaz a szokasos impulzusvektor) eltinjenek. Ezt a sebességet definidlhatjuk a
tomegkdzéppont Vx sebességekeént.

f.) Térjiink at a tomegkozépponti rendszerbe, €s adjuk meg itt a részecskék iitkdzés el6tti és
utdni négyesimpulzusait. Hogy megkiméljik magunkat a sok rettenetes gyoktol,
hasznaljunk rapiditasokat a sebessegek helyett.

g.) Térjink vissza az eredeti rendszerbe, adjuk meg a részecskék (tkozeés utani
négyesimpulzusait!




8.) Feladat (Nem maradt ra ido)

Egy intergalaktikus (mindenféle gravitacios vonzocentrumtdl tavoli) Girallomasrol egy rakétahajtas
elvén miikodo trhajo indul. Az trhajoé kezdeti nyugalmi tomege, lizemanyaggal egyiitt My. A
rakéta (izemanyaga a rakétdhoz képest wp (szokasos) sebességgel tavozik. (Az wg sebességrol
egyeldre ne tegytink fel semmit! Lehet akar relativisztikusan nagy is.)

a.) Uljink be a rakétaval egyiittmozgd rendszerbe, és tekintsik azt a pillanatot, amikor a
rakéta (nyugalmi) tdmege M! Egy rovid id6 alatt az lizemanyag égéstermékébdl dm
onyugalmi tomegnyi” tavozott. Irjuk fel a négyesimpulzus megmaradast ebben a
rendszerben, és ez alapjan adjuk meg a rakéta nyugalmi tdmegének megvaltozasat, ill. a
folyamat utan a rakéta dv sebességet!

b.) Korabban lattuk, hogy ilyen egydimenziés mozgasok soran kényelmes lehet a rapiditassal
szamolni. Szamitsuk ezért at a rakétaval (pillanatnyilag) egyuttmozgo rendszerben mért dv
sebességvaltozast d & rapiditasral

c.) Az a.) és b.) feladat eredmeényei alapjan hatarozzuk meg a rakéta nyugalmi tomegét, és
rapiditasat amikor méar 6sszesen m nyugalmi tomegi égéstermek tavozott.

d.) Hatarozzuk meg a rakéta sebességét a folyamat végén.

e.) Léathatjuk, hogy a rakéta nyugalmi tdbmege nem m-mel valtozott. Hogyan értelmezhetjik
ezt?




