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| MECHANICS 2 (2017/18 spring) | PROBLEM SET 9
Problem 1.)
Consider the Kepler problem that is described by the Hamiltonian
_P _a
“2m r

a.) Consider the following vector (it is called the Runge-Lenz vector)
A=pxL-mae.
Express the components of that vector so, that only the components of the canonical
momentum and position vectors are used.

b.) Determine the Poisson bracket [4;, H]. What does it tell about the vector A?

c.) Using the conservation of A, derive the particle’s orbital.
To do so consider an orbital that is in the x-y plane and the vector A points in the x
direction. (We can always choose a coordinate system where this is true.) Express the
scalar product A ' r using polar coordinates (7,¢) and then using trivial algebra express the
orbital.

d.) What does the direction of A mean? What is its length?

Problem 2.)
A particle of mass m can move in the x-y plane where a conservative V(x,y) potential is also
present.

a.) Write down the Lagrangian of the system and determine the Hamiltonian as a function of
Dx> Py, X and y.

b.) Write down tha Lagrangian of the system using the » and ¢ polar coordinates- (x = r cos ¢,
y =rSin Q)

c.) Determine the Hamiltonian of the system as a function of p,, p,, r and ¢. Show that this
,hew” Hamiltonian (denoted by K) is equal to the ,,0ld” Hamiltonian, one only needs to
change the variables.

d.) Express the canonical momenta py €s py, as functions of p, p,, 7 €s .

e.) Show that the Poisson brackets between the variables {x,y,p.p,} don’t change if we
calculate them using the polar version of the canonical coordinates.

f.) Show that in the case of a central potential (V=V(r)) p, is a conserved quantity.

Problem 3.)
A particle of mass m can move in the x-y plane where a conservative V(x,y) potential is also
present.
a.) Write down the Lagrangian of the system and determine the Hamiltonian as a function of
Dx> Dy, X and y.
b.) We would like to transform to the rotating frame. The transformation is described by
x(t) = X (t)cos(wt)—Y(t)sin( wr)
()= X()sin( wt)+Y(t)cos(wt)
Write down the Lagrangian in the X, Y variables.
¢.) Determine the ,,new” Hamiltonian K as a function of X,Y,Py és Py. What is the connection
between the ,,new” and the ,,0ld” Hamiltonian?
d.) Show that the Poisson brackets between the variables {x,y,p.py}don’t change if we
calculate them using the new canonical coordinates { XY, Py, Py}.




Problem 4.)
You studied some important algebraic properties of the Poisson bracktes,
e [EG]=-[GF]
o [FLaG+bD]=al[FG]+b[FD], where a and b are real numbers.
e [FEGD]=G[ED]+[FG]D
e Jacobiidentity /4, [B,C]] + [B,[C.A]] + [C.,[A,B]] =0
The proof of the first three relations is trivial, but the fourth is quite complicated. By making use
of the simplectic matrix J prove the Jacobi identity. Use the antisymmetric property of J.

Problem 5.)

k___f, A wire track is fixed to a cilinder (see Figure). A small body of mass m can
move without friction on the track The moment of inertia of the cilinder is
O, and it can rotate around its axis. The position of the system is described
by the rotation angle ¢ of the cilinder and the position o of the body. The
gravitational force acts on the body.

The coordinates x,y,z of the small body is descrbied by

x=Rsin o

y=—-Rcosa,
z=C(a-9)
where C is the vertical slope of the track.
a.) Construct the Lagrangian of the system.
b.) Determine the canonical momenta p,, and p,.

¢.) The angular momentum of the system is N = mR? C;—i +0 C;—f.

Express it as a function of p,and p, .
d.) In the lecture you learned that conserved quantities generate
symmetries. What symmetry is generated by N?

Problem 6.)
The Hamiltonian of a two-dimensional isotropic harmonic oscillator reads as
2 2
H =p—”+p—y+lmw2(x2 +y7).
2m  2m 2
a.) In pratice Pr8/2-es you have shown that the elements of the following 2x2 matrix are
conserved quantities
Pl
© 2m
Repeat the calculations of the homework and show that these quantities are indeed
conserved.
b.) What kind of symmetry is generated by the elements of the matrix A?
¢.) Introduce the following quantites:
S 2%9 S, = %9 S; :%: %(xpy —yp.)
Show that their Poisson brackets are /S, S;/ = i Sk.
d.) Show that /' = 4 & (S +S7"+S5)!

(p,p, +m’@’rr,)
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1.) Feladat
Tekintsiik a Kepler-problémat, aminek Lagrange-fiiggvénye
_P _a
“2m r

e.) Tekintse az alabbi vektort (a neve Runge-Lenz vektor):
A=pxL-mae.
Fejezze ki ezen vektor komponenseit ugy, hogy benne csak a kanonikus hely ¢s impulzus
komponensek szerepeljenek!

f.) Szamitsa ki az [4;, H] Poisson-zardjelet! Mit mondhatunk ez alapjan az A vektorr6l?

g.) Az A vektor megmaradasat kihasznalva fejezziik ki (a mechanika 1 targyon latott effektiv
potencidlos modszernél sokkal egyszeriibben) a keringé bolygd palyajat!
Ehhez tekintsiink egy olyan ahol a palya sikja az x-y sik, ¢s az A vektor mutasson az x
iranyba. Fejezziik ki az A - r skaldris szorzatot az (r,¢) polarkoordinatak segitségével, majd
rendezziik megfelelden a kapott kifejezést ¢s olvassuk le a palyat!

h.) Milyen irdnyba mutat az A vektor? Mit fejez ki a hossza?

2.) Feladat
Egy tomegpont az x-y sikon mozoghat a V(x,)) potencidlis energidval jellemzett konzervativ
erdtérben.

g.) Irja fel a rendszer Lagrange-fiiggvényét majd ebb6l vezesse le a Hamilton fiiggvényt, mint
Dx> Py, X €s y fliggvényét!

h.) Irja fel a rendszer Lagrange-fliggvényét ugy, hogy a tomegpont helyzetét az r és ¢ sikbeli
polarkoordinatakkal irjuk le. (x = r cos ¢, y = r sin @)

i.) Vezesse le a rendszer Hamilton-fliggvényét mint p,, p,, r és ¢ fliggvényét! Mutassa meg,
hogy az 0 (K-val jelolt) Hamilton fliggvény egyenlé a régi H-val, csak benne
valtozocserét kell végrehajtani.

j.) Fejezze ki az x és y Déscartes koordinatakhoz rendelt p, és p, kanonikus impulzusokat p;,
Do, T €s ¢ segitségével!

k.) Mutassa meg, hogy az {x,y,p.p,} valtozok kozotti kanonikus Poisson-zardjelek nem
valtoznak, ha azokat a polar-koordinatarendszer kanonikus koordinataival és impulzusaival
szamitjuk ki!

1.) Mutassa meg, hogy centralis potencial (V=V(r)) esetén a p, id6allando!

3.) Feladat
Egy tomegpont az x-y sikon mozoghat a V(x,)) potencidlis energidval jellemzett konzervativ
erdtérben.

e.) Irja fel a rendszer Lagrange-fliggvényét majd ebbél vezesse le a Hamilton fiiggvényt, mint
Dx> Dy» X €s y fuggvényét!

£) At szeretnénk térni forgd koordinatarendszerbe, azaz a kdvetkezé valtozokra:

x(t) = X (t)cos(wt)—Y(t)sin( wr)
()= X()sin( wt)+Y(t)cos(wt)
[rja fel a Lagrange-fliggvényt az X és Y valtozokban!

g.) Hatarozzuk meg az ) K Hamilton fiiggvényt az X,Y,Py és Py fiiggvényében! Hogy
viszonyul ez az all6 koordinatarendszer-beli koordinatdkkal kifejezett Hamilton-
fuggvényhez?

h.) Mutassa meg, hogy az {x,y,pxp,}valtozék kozotti kanonikus Poisson-zérdjelek nem
valtoznak, ha az 4j { X, Y, Py, Py} kanonikus valtozok szerint fejezziik ki dket.




4.) Feladat
Az eléadason szerepelt a Poisson zaréjelek néhany tulajdonsaga:

e [EG]=-[GF]

e [FFaG+bD]=al[FG]+b/[FD],aholab valos szamok

e [FEGD]=G[ED]+[FG]D

e Jacobi azonossag: /4, [B,C]] + [B,[C,A]] + [C,[A,B]] =0
Ezek kozil az elsé harom bizonyitasa trividlis, a Jacobi azonossag azonban igen komplikalt.
Hasznaljuk a szimplektikus matrixos jelolést, és bizonyitsuk a Jacobi azonossagot! Hasznaljuk ki a
J szimplektikus matrix antiszimmetrikus voltat!

5.) Feladat

7 Egy kor alapa hengerre egy spiral alaku drétpalyat csévéltiink, amin egy m
—1 > tomegli gyongyszem surlodas nélkiil mozoghat. A henger tehetetlenségi
nyomatcka a szimmetriatengelyére ©, és a tengely koriil kénnyen (surlodas
nélkiil) elfordulhat. A rendszer helyzetét a henger ¢ elforduldsaval ¢s a

gyongyszem o, helyzetével irjuk le. A gyongyszemre hat a kiilsé gravitacids
erdtér is.
A gyongyszem x,),z koordinatait a két szoggel az alabbi médon tudjuk
kifejezni:
x=Rsn o
y=—Rcosa,
z=C(a-9)
Ahol C jeloli a spiral menetemelkedését.

e.) Konstrudlja meg a rendszer Lagrange-fliggvényét!

f.) Fejezze ki a p, €s p, kanonikus impulzusokat!

g.) A Gy7/1 hazi feladatban Noether tétel segitségével megmutattuk,
hogy a rendszer impulzusmomentuma mozgasallando:

L=mR’a+0¢
Fejezze ki az impulzusmomentumot a p, €s p, kanonikus impulzusok segitségével!

h.) El6adason szerepelt, hogy a mozgésallandok szimmetriatranszformaciokat generalnak.
Milyen transzformaciot general L?

s A

6.) Feladat
Egy izotrop harmonikus oszcillator Hamilton-fliggvénye az alabbi alaku:
2 2
H:&+&+lma)2(x2 +97%)
2m 2m 2
e.) A Gy7/2-es feladatban megmutattuk, hogy az alabbi 2x2-es szimmetrikus matrix elemei
megmaradé mennyiségek:

1 2 2
AU =—2m€9,p/+m O°Tr,

Ismételjik meg a HF szamitasait, mutassuk meg, hogy valéban megmaradd
mennyiségekrol van szo!
f.) Milyen szimmetria transzformaciokat generalnak az egyes matrixelemek?
g.) Vezesslk be az alabbi mennyiségeket:
S 2%9 S, Z%a S; =§=%(xpy —p,)
Mutassuk meg, hogy /S;,S;] = €j Sk.
h.) Mutassuk meg, hogy H* = 4 & (S;°+S,°+S5°)!



