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MECHANICS 2 (2017/18 spring) | PROBLEM SET 7. |
E A Problem 1.)
] ’ p A body of mass m is fixed to the end of an elastic

m rod. The cross-section of the rod is A, its Young’s
modulus is E, its (usual 3-dimensional) mass-
| density is p, and the length of the rod is L.
The longitudinal displacement of the points of the
rod is described by the field &(z,2), the transversal displacement of the rod is negligible in our case.
The position of the body is described by u(?). The action of the system is
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As we see, if one naiively derives the equations of motion of this action, one gets a trivially wrong
result: the will not be fixed to the end of the rod. We have to include the constraint &(L,z) = u(t)
explicitely in the calculations.
a.) The constraint can be taken into account using a (time-dependent) Lagrange-multiplicator.
Write down the action modified by the Lagrange multiplicator.
b.) Write down the variation of the action, if the variation of the field and the position of the

body are 6¢(z,t) and bult] , respectively.
c.) Following the usual way, using integrations by part transform the action in a form where
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only the Su and & are present, while their derivatives are not. In the case of & , be
careful at the boundary z=L.

d.) Using the principle of least action derive the equations of motion for the system.

e.) Search the solution in the following wave-form,

&(z,t)=Bsin(kz )sin (ot)

Determine the connection between k and w.

f.) Starting from the solution of e.) write down the equation of motion for the body. You
should arrive to a transcendent equation for the possible & values. Don’t solve the equation.

g.) Discuss the limit, when the mass of the body is negligible. What are the free oscillation
frequencies of the system in that case?

h.) Discuss the limit, when the mass of the rod is negligible. What is the smallest free
oscillation frequency in that case?

1.) Determine the energy density and energy current in the rod. Show that the energy current
that ,,flows out” from the rod at the body is exactly the time derivative of the body’s
kinetic enegy.

Problem 2.)
One of the most important non-quadratic field theories is the sine-Gordon model, that is described
by the Lagrangian

_1 2 1
L—E(at(p(x,t)) —E
a.) Derive the Euler-Lagrange equations of motion for the model.

b.) Determine the expression of the energy density in the model.
c.) Derive the expression of the energy current in the model.

8X(p(x,t))2+cos((p(x,t))—1 .

d.) Search for o(x,t)=const. (constant in time and space) solutions that solve the equations
of motion. What is the energy density in these solutions? Which configurations of these
have finite total energies?

e.) We would like to find such solutions that transfer from one of these configurations to the
other. Show that the following time-independent configuration solves the equations



0,(x,t)=4arctan|e”|
Note.: This solution is called a standing soliton.
3
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Hint:

f.) Write down the gol(x->oo) and (pl(x-)—oo) limits. Sketch the (MX) function.

g.) Determine the energy density, end its integral (the total energy) for the solution ¢;.
h.) Show that the following time-dependent solution solves the equations.
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0,(x,t)=4arctan|e

Note.: This is called the moving soliton solution with velocity v.

i.) Determine the energy density, end its integral (the total energy) for the solution ,.
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cos(4a1rctany):1—8L

Hint: (1+y2)2

j.) Determine the energy current for the solution @,. Sketch it as a function of x.

Problem 3.)
In a model of a uniaxial ferromagnetic spinchain the energy density is described by the following
expression

e=1(0, Mo, M)
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where the first term describes that the neighboring spins want to be parralel to each other, while
the second term shows, that the spins prefer the +/- z directions. The length of the spins is fixed,
therefore we can fix the length of the M vectorfield to 1, M-M=1 " This constraint could be
taken into account by using a Lagrange-multiplicator but here we follow a different way.

a.) Parametrize the vector field using spherical coordinates,
sin ¥/ cos ¢
M= sin 1sin ¢
cos v |

Write down the energy density as a function of U and ¢

b.) By varying the total energy, determine the equations determining the equilibrium
configurations.

c.) Search for constant solutions. How many do you find? What is their stability?

d.) Search for such (smallest energy) solution, that transfers from one constant solution to an
other constant solution (domain wall).

e.) Keressen olyan (legkisebb energidju) megoldast ami az egyik stabil konstans értékbdl
atvisz a masik stabil konstans értékbe (doménfal).



MECHANIKA 2 (2017/18 tavasz) | GYAK 7.
E A 1.) Feladat
’ !p Egy rugalmas rad végére m tomegli testet
m kotottink. A rud keresztmetszete A4, Young-
F modulusa E, (térfogati) stirlisége p, hossza L.
El

| A rdd pontjainak hosszirany elmozdulasat a

&(z,t) mezbvel irjuk le, a rad transzverzalis
kitérése a vizsgalt mozgadsok soran zérus. A tégla helyét az u(?) fiiggvénnyel irjuk le, ezért a
rendszer hatasfunkcionélja az alabbi alakot olti:
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Ha ebbdl a kifejezésb6l naiv moddon felirjuk a mozgdsegyenleteket, nyilvanvaldan rossz
eredményt kapunk, a tégla nem lesz a gumiszalhoz kotve. A &(L,1) = u(t) kényszert ki kell ronunk.
a.) Akényszert egy Lagrange-multiplikator segitségével vegye figyelembe! Irja fel a Lagrange
multiplikatorral modositott hatdsfunkcionalt!

...........

Sult) &5 ©6&(z,t)
c.) A szokésos modon, parcidlis integraldssal érje el, hogy a hatds-funkcionalban ne jelenjenek

meg a Su ¢s 6 variaciok derivaltjai! A 0 esetén vigyazzon a z = L-nél megjelend

peremtaggal!
d.) A legkisebb hatés elvét alkalmazva adja meg a rendszer mozgasegyenleteit!
e.) Keresse a hullimegyenlet megoldasat alléhulldm alakban:

&(z,t)=Bsin(kz )sin (ot )
Adja meg a k és @ kozotti 6sszefiiggést!

f.) Az e.) feladatban kapott altalanos megoldést helyettesitse be a test mozgasegyenletébe! Ez
alapjan adja meg a lehetséges k£ hullamszamokat meghataroz6 (transzcendens) egyenletet!
Az egyenletet megoldania nem kell!

g.) Tekintsiik azt a hataresetet, amikor a tégla tomege elhanyagolhatéan kicsi. Mekkorak ekkor
a rendszer sajatfrekvenciai? Hogyan értelmezhetd az eredmény?

h.) Tekintsilk azt a hatdresetet, amikor a tégla tomege nagyon nagy. Mekkora ekkor a
legkisebb sajatfrekvencia? Minek felel ez meg? Mekkora a tobbi sajatfrekvencia? Hogyan
értelmezhetdk ezek?

1.) Fejezziik ki az energiastiriséget és energiadaramstiriiséget a radban. Mutassuk meg, hogy a

crer

2.) Feladat
Az egyik legfontosabb nem-kvadratikus térelmélet az un. sine-Gordon-model, melynek Lagrange-
stirisége a tér, 1d6 ¢és a mez0 megfeleld atskalazasa utdn az aldbbi alakot Olti:

Lzé(ét(p(x,t))z—% 0,0(x,t)+cos(p(x,t)| -1 .

a.) Adja meg a mez6 Euler-Lagrange mozgasegyenleteit!
b.) Irja fel az energiastirtiség altalanos kifejezését a modellben!
c.) Adja meg az energiadram altaldnos kifejezését a modellben!

d.) Keressen o(X,t)=const. id@ben és térben konstans konfiguraciokat, amik megoldjak a
mozgasegyenleteket. Mekkora ezek energiastirisége? Melyek teljes energidja véges?

e.) Szeretnénk olyan megoldast kapni, amely az d.) feladat egyik konstans értékébdl atvisz a
masikba. Mutassa meg, hogy az aldbbi iddfiiggetlen megoldas kielégiti a
mozgasegyenletet:



gul(x,t):4arctan(ex)

Megj.: Ezt allo szoliton megoldasnak nevezziik.

3
sin(4arctany):4y—y22
Segitség: (1+7)
f.) Adja meg a (pl(x-)oo) és gol(x->—oo) hatarértékeket! Rajzolja fel a (MX)

fiiggvényt!
g.) Adja meg az energiastiriiséget és integraljat a ¢; megoldas esetén x fliggvényében!
h.) Mutassa meg, hogy az aldbbi idéfiiggd megoldas is megoldja az mozgasegyenleteket,
X=Vvt

f1-2

0,(x,t)=4arctan|e

Megj.: Ezt v sebességgel halado szoliton megoldasnak nevezziik.

i.) Adja meg az energiaslirliséget és integraljat a ¢» megoldas esetén x és ¢ fliggvényében!
2
cos (4arctan y):1—8L
(1+y?)
Segitség: y
j) Adja meg az energiadramot a @, megoldas esetén x ¢és ¢ fliggvényében!

3.) Feladat
Egy egytengelyli ferromagneses spinlanc energiastriiségét az aldbbi kifejezéssel probaljuk
megadni:
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ahol az els6 tag azt irja le, hogy a kis elemi dip6lusok a kozeli szomszédjaikkal parhuzamosan
szeretnének beallni, a masodik tag pedig azt, hogy a dipdlusok preferaljak a * z iranyt beallast.
Az elemi dip6lusok hossza adott, megfelelé skalazassal elérhetd, hogy M-M=1 legyen. Ezt a
kényszert figyelembe vehetnénk Lagrange-multiplikatorral, azonban most mas utat jarunk.

a.) Paraméterezze a magnesezettséget gombi polar koordinatdkkal, azaz legyen

sin o cos ¢
M= sin 1 sin ¢
cos |

frja fel az energiasiiriiség kifejezését a & ¢ mezdk segitségével!

b.) Az energiaslirliség integraljanak varialasaval vezesse le a lanc egyensulyi konfiguracioit
meghatarozo6 egyenletet!

c.) Keressen konstans megoldasokat! Hanyat talal? Milyen ezek stabilitasa?

d.) Keressen olyan (legkisebb energiaji) megoldast ami az egyik stabil konstans értékbol
atvisz a masik stabil konstans értékbe (doménfal).



