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| MECHANICS 2 (2017/18 spring) | PROBLEM SET 12. |
Problem 1.)
Consider a two-dimensional anisotropic oscillator. The Hamiltonian of the system is
2 2
px + py 2 2 1 2 2
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a.) Write down the full (time dependent) Hamilton-Jacobi equation for the system.

b.) The Hamiltonian does not depend on time, therefore the Hamilton-Jacobi equation can be
separated using the form S¢x,3,1) = So(x,y,E)- E t. Write down the shortened Hamilton-
Jacobi equation for S,.

c.) Separate further the function Sy, i.e. search the solution in the form
So(x, v, E,a) = S, (x, E,a) + S, (v, E 1) .

Write down the equations for S, and Sy. Denote the new constant by a.

d.) Determine the functions Sy, Sy, and express the full solution S¢x,y, E, o, t) of the Hamilton-
Jacobi equation.

e.) The particle is initially (+ = 0) at the position x=x) and y=yy, and has zero momentum.
Determine the values of £ and «.

f.) How can one get the x(t), y(t) solutions of the equations of motion, using S(x,y,E, o, 1)?
(Don’t calculate it! It’s a lengthy calculation.)

Problem 2.)
Two identical particle of mass m are connected by a spring whose spring-constant is D. The
particles can move along the x axis. The Hamiltonian of the system is
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a.) Write down the full (time dependent) Hamilton-Jacobi equation for the system.
b.) The Hamiltonian does not depend on time, therefore the Hamilton-Jacobi equation can be
separated using the form S(x,x,,?)=S,(x,,x,,E)—Et. Write down the shortened

Hamilton-Jacobi equation for Sy.
c.) The separation cannot be done using the coordinates x;,x,. Transform the equation to the
. + . . .
new variables X = %, y=x,—x, and rewrite the equation of b.) using these
variables.
g.) Separate the Sy function as
So(X,y,E,a)=S, (X, E,a)+S (v, E,a)!

Write down the equations for Sy and S,? Denote the new constant by a.

d.) Determine the functions Sy and S;.

e.) Knowing the initial conditions (x;0, X209, p1.o €s p2,0) determine the values of the o and E
parameters.

Problem 3.)
Consider the following generalized oscillator, that is described by a power-law potential with

exponent o>0.
2

H(p.x)=L—+k|x|"
2m

a.) Draw the contour lines H(p,x) = E on the p-x plane.

b.) Determine the integral that equals the phase-surface bounded by the contour-lines. Denote
itby 2z1.

c.) Usually the integral cannot be analytically determined. The best we can do is to determine
the (power-law) dependence on the parameters E, m, and k. Performing appropriate
variable transformations make the integral dimensionless, i.e. collect all the dependence on
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the parameters outside the integral. In this case the value of the dimensionless integral is
only a number, that can be calculated numerically.

d.) By the derivation of I(E) determine the period of the oscillation as a function of the
parameters.

Problem 4.)
Two identical bodies can move along the x axis in a box. The two bodies are attached to the walls
through two springs with spring constant D, and there is also a spring between the two bodies. The
Hamiltonian of the system is
Dziipf+£;pf+%Dﬁ+%lk§+%DU§—mf.

a.) Write down the shortened Hamilton-Jacobi equation for the system.

b.) The equation is not separable immediately, using the variables x; and x,. Transform to the

X, + X,

new variables X = and Y =x,—x,. Show that the equation is now separable.

Perform the separation.

c.) By fixing the two constants (E and o) determine the canonical pairs of X and 7V, i.e. the
functions P, (X,E,o) and P,(Y,E,a). Show that these are ellipses in the planes X-Py and
Y-Py.

d.) Determine the corresponding action variables (/y and /y) as functions of £ and a.

e.) Invert the relations of d.), i.e. express the values of E and « as functions of Iy and Iy.

f.) Determine the oscillation frequencies in the system. Is the motion of the system periodic
for any initial conditions?

5.) Feladat

The ,adiabatic inveriance” of the action variable is an interesting theorem of Hamiltonian
mechanics. The theorem, whose proof can be found in [1,2]), states that in a system with one
degree of freedom the value of the action variables remains constant, even if we slowly change the
parameters of the system, i.e. the Hamiltonian is (slightly) time-dependent.

The understanding of the theorem is easier, if we introduce a time-dependent parameter in the
Hamiltonian, i.e.

H = H(p,q,A(1)).

The action variable at a given value of A can be determined uby calculating the phase-surface
bounded by the equienergetic contour, 2z I(A, E) = ﬁ p(E,q,A)dq . The theorem states, that if A-t

varies slowly and smoothly, then the value of I remains constant.
Consider a pendulum, where we slowly shrink the length of the pendulum. The Hamiltonian of the
system for small amplitudes is

Hp.pd0)= 5 F s ;

a.) For a given length / determine the action variable /(, E).

b.) We start from a small initial (angular) amplitude 4, when the length of the pendulum is /.
Then we slowly shrink the length of the pendulum to /y/2. What is the final angular
momentum of the pendulum?

mgl(H)p”.

[1] H. Goldstein, ,,Classical Mechanics™
[2] Clive G Wells and Stephen T C Siklos, Eur. J. Phys. 28, 105 (ArXiV:physics/0610084)



MECHANIKA 2 (2017/18 tavasz) [GYAK 12.

1.) Feladat
Tekintse a kétdimenzids anizotrdp harmonikus oszcillator problémajat! A rendszer Hamilton-
fuggvénye:
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a.) Irja fel a rendszer teljes (id6fiiggd) Hamilton-Jacobi egyenletét!

b.) Mivel a Hamilton-fliggvény nem fiigg explicit mddon az id6tdl, keresse az S fliggvényt
Steyt) = Sox,y,E)- E t alakban, ahol E egy allando! Milyen egyenletet elégit ki az Sy
fuggvény?

c.) Szepardlja az Sy fliggvényt, azaz keresse az alabbi alakban a megoldast:

So(x, v, E,a) = S, (x, E,a) + S, (v, E,00) !

Milyen egyenleteket elégit ki Sy és S,? A megjelend 1) allandot a-val jeloltik.

d.) Adja meg az S,, S, fliggvényeket, és ezzel a Hamilton-Jacobi egyenlet teljes S(x, v, E, a,1)
megoldasat!

e.) At = 0 idépontban a tdmegpont az x=xy és y=)y kezdépontbol indult zérus impulzussal.
Adja meg az E és [ paraméterek értékeit!

f.) Hogyan nyerhetjiik S¢x,y,E a,t), és a kezdeti feltételek ismeretében az x() y(t)
megoldasokat? (Nem kell végigszamolnia, nagyon hosszadalmas!)

1 2 1 2
Y o —mw. X+ —mw. V?
p MO XTI

2.) Feladat
Két azonos m tomegl tomegpontot egy D rugodllandéja rugd kot Ossze, a tomegpontok az x
tengely mentén mozoghatnak, a rendszer Hamilton-fliggvénye az alabbi:
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H(x,,x,,p,, =—+—=+—D(x,—x
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a.) Irja fel a rendszer teljes (id6fiiggd) Hamilton-Jacobi egyenletét!
b.) Mivel a Hamilton-fliggvény nem fiigg explicit mdédon az id6t6l, keresse az S fliggvényt

S(x,,x,,t)=8S,(x,,x,, E)— Etalakban, ahol E egy allando! Milyen egyenletet elégit ki az

Sy fuggvény?
c¢.) Lathatoan a tovabbi x;,x, szerinti szeparalast nem tudja kozvetleniil elvégezni. Térjiink at
+ ; . s
az egyenletben az X = %, y=x, —x, valtozokra, azaz irja fel a b.) feladatban nyert

So-ra vonatkoz6 egyenletet az X és y valtozok szerint!
d.) Szeparalja az Sy figgvényt az alabbi alakban:
So(X,y,E,a)=S, (X, E,a)+S (v, E,a)!
Milyen egyenletet elégit ki Sy és S,? A megjelend 1) allandét jelolje a-val!
e.) Adja meg az Sy és S, fliggvényeket!
f) A kezdeti feltételek (x;0, x20, pro €s p2o) ismeretében adja meg az o és E paraméterek
értékét!

3.) Feladat
Tekintsiik az alabbi, a>0 kitevdjii hatvanyfiiggvény szerint valtozo potencidlban mozg6 részecske

esetét:
2

H(p.x)=L—+k|x|"
2m

a.) Rajzoljuk fel a p-x sikra a H(p.x) = E szintvonalakat.

b.) Adjuk meg a szintvonalak altal kozrefogott ,.fazis-teriiletet” meghatarozé integralt! Ezt
jeloljik 27 1 -vel!

c.) Az integralt altalaban nem tudjuk egzaktul elvégezni, de érdekes kérdés lehet az E, m, és k
paraméterektdl vald fliggés meghatarozasa. Megfeleld valtozécserével dimenzidtlanitsuk
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az integralt, azaz érjik el, hogy a paraméterektdl valo fiiggés keriiljon az integral elé. Az
integral értéke ekkor csupan egy szam, numerikusan kénnyen meghatarozhato.

d.) Az I(E) fuggvény derivalasaval fejezziik ki a rezgés periddusidejét!

4.) Feladat
Két tomegpont az x tengely mentén mozoghat egy dobozban. A tomegpontokat kiilon-kiilon D
rugoallanddju rugoval a falhoz kotottiik, €s kozéjiik is egy D allanddju rugot tettiink. A rendszert
leiré Hamilton-fliggvény:
p="Lprs Ll ipe Lpe +1D(x -x)’
m b m 12 S Ty PR T 2 T X
a.) Irjuk fel a rendszer id6éfiiggetlen (réviditett) Hamilton-Jacobi egyenletét!
b.) Lathatoan az egyenlet az x; és x> koordiniatdkban nem szeparalhato. Térjiink at az

X+ X,

X = és Y =x,—x, valtozokra. Mutassuk meg, hogy most mar szeparalhaté a

Hamilton-Jacobi egyenlet!

c.) A megjelend két konstans (E ¢€s a) rogzitése mellett hatarozzuk meg az X-hez és Y-hoz
kanonikusan konjugalt impulzust, azaz a P, (X,E,a) és P, (Y,E,a)fiiggvényeket!
Mutassuk meg, hogy ezek az X-Py és Y-Py sikon ellipszisek!

d.) Hatarozzuk meg az Iy és Iy hatasvaltozok értékét £ és a fliggvényében!

e.) Invertaljuk az 6sszefliggést, fejezziik ki az E és a konstansokat Iy és Iy fliggvényében!

f.) Hatarozzuk meg a rendszer rezgési frekvencidit! Periodikus-e (tetszéleges kezdéfeltétel
esetén) a rendszer mozgasa?

5.) Feladat

A hamiltoni mechanika egy igen szép tétele a hatasvaltozé ,adiabatikus invariancidja”. A tétel
(amit itt nem bizonyitunk, a bizonyitasért lasd [1,2]) kimondja, hogy amennyiben egy egy
szabadsagi foku rendszer Hamilton-fliggvénye fligg az id6t6l, de az idoéfliggés lassu, ugy a
rendszer gy mozog, hogy a korabban bevezetett I hatasvaltozé idédben allando.

A tétel értelmezését megkonnyiti, ha feltessziik, hogy a Hamilton-fliggvényben van valamilyen
paraméter, ami lassan valtozik az id6 fliggvényében, azaz:

H = H(p,q, (1))

A hatasvaltozot tetszoleges A paraméterérték mellett definidlhatjuk gy, hogy rogzitjiik A-t, és
ekkor kiszamitjuk egy periddusra a fazistrajektoria altal korilslelt 2z I(A, E) = §p(E,q,/l)dq

teriiletet. A tétel azt allitja, hogy ha A-t elegendden lassan (és siman) valtoztatjuk egy A; értékrdl
valamilyen A, értékre, agy I értéke nem valtozik.

Tekintslink egy matematikai ingat, ahol az inga szaldnak hosszat az id6 fliggvényében lassan
roviditjiik. A rendszer Hamilton-fliggvénye kis kitérések esetén:

H(p,qo,l(t))—2 12() 5

a.) Adott / ingahossz és E energia esetén irjuk fel az /(/, E) hatasvaltozot!

b.) Tegyiik fel, hogy az inga kicsiny 4 (sz6g-)amplitudéju lenggést végzett, amikor az inga
hossza /) volt. Ezutan lassan roviditve elérjiik, hogy az inga hossza mar csak /y/2. Mekkora
szogamplitudéval leng most az inga?

mgl(t)p’

[1] H. Goldstein, ,,Classical Mechanics™
[2] Clive G Wells and Stephen T C Siklos, Eur. J. Phys. 28, 105 (ArXiV:physics/0610084)



