MECHANIKA 2 (2016/17 tavasz) | GYAK 12.

1.) Feladat
Tekintsiik az alabbi, a>0 kitevoji hatvanyfiiggvény szerint valtozo potencidlban mozgo részecske

esetét:
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a.) Rajzoljuk fel a p-x sikra a H(p,x) = E szintvonalakat.
b.) Adjuk meg a szintvonalak altal kozrefogott ,,fazis-teriiletet” meghatarozo integralt! Ezt
jeloljik 27z1 -vel!
c.) Az integrélt dltaldaban nem tudjuk egzaktul elvégezni, de érdekes kérdés lehet az E, m, és k
paraméterektol valo fiiggés meghatarozasa. Megfelel valtozdécserével dimenzidtlanitsuk
az integralt, azaz érjiik el, hogy a paraméterektdl vald fiiggés keriiljon az integral elé. Az
integrél értéke ekkor csupan egy szdm, numerikusan konnyen meghatarozhato.
d.) Az I(E) fiiggvény derivédlasaval fejezziik ki a rezgés periddusidejét!
2.) Feladat
Két tomegpont az x tengely mentén mozoghat egy dobozban. A tomegpontokat kiilon-kiilon D
rugéallanddju rugdval a falhoz kotottiik, és kozéjiik is egy D édlland6éja rugdt tettiink. A rendszert
leir6 Hamilton-fiiggvény:
p=t 2t o2 lpe lpe +1D(x —x)?
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a.) Irjuk fel a rendszer idéfiiggetlen (réviditett) Hamilton-Jacobi egyenletét!
b.) Lithatéan az egyenlet az x; és x, koordinidtdkban nem szepardlhaté. Térjiink &t az

X +x,
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X s Y =x,—x, valtozékra. Mutassuk meg, hogy most mdr szepardlhat6 a

Hamilton-Jacobi egyenlet!

c.) A megjelend két konstans (E €és a) rogzitése mellett hatdrozzuk meg az X-hez és Y-hoz
kanonikusan konjugdlt impulzust, azaz a P,(X,.E,a) és B, (Y,E,o)fiiggvényeket!
Mutassuk meg, hogy ezek az X-Px és Y-Py sikon ellipszisek!

d.) Hatdrozzuk meg az Iy és Iy hatdsvéltozok értékét E és o fiiggvényében!

e.) Invertdljuk az 6sszefiiggést, fejezziik ki az E és « konstansokat Ix és Iy fliggvényében!

f.) Hatdrozzuk meg a rendszer rezgési frekvencidit! Periodikus-e (tetszOleges kezdofeltétel
esetén) a rendszer mozgasa?



3.) Feladat
Tekintsiik a Kepler-problémat, melynek Hamilton-fiiggvénye
H = p_rz + LZ — g .
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a.) Irjuk fel a rendszer roviditett Hamilton-Jacobi-egyenletét, és lassuk be, hogy r és ¢ szerint
szeparalhato!

b.) Adjuk meg a ¢-hez tartoz6 I, hatasvaltozot! Mi ez?

c.) Adjuk meg az r-hez tartozé I, hatdsvaltozét meghatarozé integralt! Adjuk meg az
integralasi hatdrokat!

d.) Térjiink at az u = I/r valtozoéra! Terjessziik ki az integrandust a komplex sikra! Hol van
polusa/szakaddsa a fiiggvénynek?

e.) Az integralasi kontir megfeleld transzformalasaval végezziik el az integralt!

f.) Az e.)-ben kapott eredmény dtalakitdsaval adjuk meg az H(I,l,) Hamilton-fliggvényt!
Ennek deriviéltjaival szamitsuk ki az I, -hez és I,-hez tartoz6 frekvencidkat! Periodikus-e a
mozgas?

g.) Mutassuk meg, hogy Kepler 3. torvénye teljesiil, azaz a keringési id0 négyzete aranyos az
ellipszis nagytengelyének (a = ryin + Vmax) @ kobével!

4.) Feladat

A hamiltoni mechanika egy igen szép tétele a hatasvaltozo ,,adiabatikus invariancidja”. A tétel
(amit itt nem bizonyitunk, a bizonyitdsért lasd [1,2]) kimondja, hogy amennyiben egy egy
szabadsdgi fokd rendszer Hamilton-fiiggvénye fiigg az id6tdl, de az idofiiggés lasst, ugy a
rendszer gy mozog, hogy a kordbban bevezetett I hatdsvaltozo idoben allando.

A tétel értelmezését megkonnyiti, ha feltessziik, hogy a Hamilton-fiiggvényben van valamilyen
paraméter, ami lassan valtozik az 1d6 fiiggvényében, azaz:

H =H(p,q, 1))

A hatasvaltozot tetszOleges A paraméterérték mellett definidlhatjuk dgy, hogy rogzitjiik A-t, és
ekkor kiszamitjuk egy periddusra a fazistrajektdria dltal koriilolelt 2z1(A, E) :f p(E.q, A)dq

teriiletet. A tétel azt allitja, hogy ha A-t elegendden lassan (és simdn) valtoztatjuk egy A értékrdl
valamilyen A, értékre, ugy I értéke nem valtozik.
Tekintslink egy matematikai ingat, ahol az inga szalanak hosszat az 1d6 fiiggvényében lassan

roviditjiik. A rendszer Hamilton-fiiggvénye kis kitérések esetén:
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1 .
H(p, o,1(t)) = Zm’; & melne

a.) Adott / ingahossz és E energia esetén irjuk fel az I(/,E) hatdsvaltozot!

b.) Tegyiik fel, hogy az inga kicsiny A (szog-)amplituddji lenggést végzett, amikor az inga
hossza [y volt. Ezutdn lassan roviditve elérjiik, hogy az inga hossza mar csak /2. Mekkora
szogamplituddval leng most az inga?
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