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1. Van-e Bose–Einstein-fázisátalakulás alacsonyabb dimenzióban?

2. Vizsgáljuk meg a háromdimenziós nemrelativisztikus Bose-gáz kémiai potenciáljának hőmérsékletfüggését
a T0 kondenzációs hőmérséklet felett, annak közelében!

(a) Írjuk fel a ρ(ε) állapotsűrűséget!
(b) Írjuk fel T > T0 hőmérsékleten, 0 < β |µ| ≪ 1 kémiai potenciál mellett a részecskeszámot mint

energiaintegrált! Segítség: 0 ≤ x ≪ 1 esetén
∫

ts−1

et+x −1dt ≈ Γ(s) ζ(s) + Γ(s) Γ(1 − s) xs−1 félegész
s > 1-re. Figyelem: µ < 0.

(c) Írjuk fel T0 hőmérsékleten is a részecskeszámot, ahol ahol már épp µ = 0!

(d) A két részecskeszám egyenlőségéből fejezzük ki µ-t T

T0
-lal (előjelhelyesen!).

(e) Hogy változik a kémiai potenciál, ha T < T0?

3. Vizsgáljuk meg a szilárdtestekben a fononok termodinamikai tulajdonságait Debye-közelítésben ideális
bozongázként! Diszkutáljuk mind az alacsony, mind a magas hőmérsékletű határesetet!

(a) Hogyan értelmezhetjük a fononok rezgéseit lineáris közelítésben?
(b) Adjuk meg az állapotsűrűséget!
(c) Vizsgáljuk meg az átlagos energiát és a hőkapacitást!
(d) Diszkutáljuk a magas és alacsony hőmérsékletű határesetet!
(e) Mekkora a fonongáz nyomása és izoterm kompresszibilitása?
(f) Miért nincs a fonongázban Bose-kondenzáció?

Példák otthoni gyakorlásra:

1. Vizsgáljuk meg, van-e Bose–Einstein-kondenzáció V térfogatba zárt háromdimenziós ultrarelativisztikus
ideális bozongáz esetén!

(a) Írjuk fel a ρ(ε) állapotsűrűséget!
(b) Írjuk fel a részecskeszámot mint energiaintegrált általánosan, T hőmérséklet és µ kémiai potenciál

mellett!
(c) Vizsgáljuk meg az energiaintegrált µ-függés szerint! Adott hőmérsékleten milyen µ esetén lesz ma-

ximális az integrál értéke? Véges-e ez az érték? (Tipp: vizsgáljuk meg az energiaintegrált egy kicsi
véges intervallumon, ahol esetleg divergenciát várunk, és itt fejtsük sorba az integrandust!)

(d) Ennek tükrében mit mondhatunk a Bose–Einstein-kondenzáció esetleges jelenlétéről? A választ in-
dokoljuk!

2. Vizsgáljuk meg a háromdimenziós nemrelativisztikus Bose-gáz hőkapacitásának hőmérsékletfüggését a T0
kondenzációs hőmérséklet körül!

(a) Írjuk fel a ϱ(ε) állapotsűrűséget!
(b) Írjuk fel T < T0 hőmérsékleten az ⟨E⟩ átlagos energiát az energiaintegrálból! Figyelem: µ = 0!



(c) Írjuk fel T ≥ T0 hőmérsékleten, 0 < β |µ| ≪ 1 kémiai potenciál mellett az átlagos energiát! Segítség:

0 ≤ x ≪ 1 esetén
∫

ts−1

et+x −1dt ≈ Γ(s) ζ(s) − Γ(s) ζ(s − 1) x + Γ(s) Γ(1 − s) xs−1 félegész s > 1-re,
ahol s-től függően a nulladrenden túl csak a legalacsonyabb rendű tagot hagyjuk meg. Figyelem:
µ < 0.

(d) Határozzuk meg a hőkapacitás mindkét oldali határátmenetét T = T0-ban! Folytonos-e az átalakulási
pontban?

(e) Folytonos-e a ∂CV

∂T
meredekség T0-ban?

3. Vizsgáljuk meg a háromdimenziós nemrelativisztikus Bose-gáz izoterm kompresszibilitásának hőmérsék-
letfüggését a T0 kondenzációs hőmérséklet felett, annak közelében! Nagykanonikus sokaságban ezt meg-

határozhatjuk a részecskeszám fluktuációiból: κT = − 1
V

(
∂V

∂p

)
N,T

= V

N2

(
∂N

∂µ

)
V,T

.

(a) Írjuk fel a ϱ(ε) állapotsűrűséget!
(b) Írjuk fel T > T0 hőmérsékleten, 0 < β |µ| ≪ 1 kémiai potenciál mellett a részecskeszámot mint

energiaintegrált!

(c) Határozzuk meg a részecskeszámot |µ|-ben vezető rendig! Segítség: 0 ≤ x ≪ 1 esetén
∫

ts−1

et+x −1dt ≈

Γ(s) ζ(s) + Γ(s) Γ(1 − s) xs−1 félegész s > 1-re. Figyelem: µ < 0.
(d) Határozzuk meg az izoterm kompresszibilitást! Tudván, hogy µ ≈ c (T − T0)2 ha T ≈ T0, milyen a

kompresszibilitás hőmérsékletfüggése? Mi történik, ha T → T0?


