2. Statisztikus fizika gyakorlat

1. Klasszikus linearis harmonikus oszcillitor mikrokanonikus sokasagban

(a) Hatdrozzuk meg a hely (2?) masodik momentumat.
El6szor megadjuk az allapotszamot, ami definicié alapan:

Qse(E) = 1

A / , dzdp. (1)
E76E<%+%mw212<E
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kis- és nagy tengelyekkel (egy a és b féltengelyti ellipszis teriilete mwab):

Ez nem més, mint két ellipszis teriiletének a kiilonbsége v2mE, 1/ -2L; illetve \/2m(E — 0E), 1/ %
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Qse(E) = e (2)
Definicié alapjan az x? varhaté értéke:
1 1 /
2 2
)= ———— dpdx z* =
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! ! / dpdz 2° / dpdz 2®
— | = pdx x* — pdx x
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Eloszor érdemes altalanosan megvizsgalni a kifejezést az a = vV2mE és b = 4/ 7552 paraméterek

segitségével:
b ay/1-%5 b 22
/ dpdz 2? = / dz x2/ dp = / dz 2%2ay/1 - =, (4)
p2 | 22 z2 b2
Pzl —b —ay/1-%3 —b

ahol bevezetve a § = cos(t) 4j véltozot, a kévetkezd integral adédik:

QbBa/O dt sin® tcos®t = %ab?’ (5)

Behelyettesitve ismét a és b értékét mindkét integralra, az alabbi kifejezés adodik az hely masodik
momentumara:

9 T 4(E? — (E —6F))? E
<x > B 4058(8) ( : h(moﬂ ’ ) T mw? Tol0B), ©)

ahol az utolsé 1épsében d F — 0 hataresetet vettiik.

Most kiszamitjuk egy masik mddon is a masodik momentumot! A mikrokanonikus stirliségfiiggvény,
ha nem akarunk bevezetni egy virtudlis energia bizonytalansagot:

2
o, p) = N6 [H(x,p) — E] = N6 [p b muta? E} | ™)
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Vagyis tetszOleges mennyiség, esetiinkben a hely <x2> mésodik momentuma kiszamithat6 a jol meg-
szokott médon, azaz egyszerfien integraljuk a teljes fazistérre az x20 (z,p) kifejezést. Els6 1épésként



meg kell hataroznunk a normalési faktort:

\/ 25 V2mE 2 1
J\// dx dp 5[—1— —mw?z? —E| =1
VemE 2m 2

7/\// / (p+m)+5(p_m)
F v V2mE — m2?a? /m ’

(8)
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ahol hasznaltuk, hogy a Dirac deltara

3@ = ¥ 2

ahol z; az f figgvény zérushelyei. Innen a varhato6 érték:
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(b) Hatarozzuk meg az impulzus <p2> masodik momentumat.
Teljesen analég médon jarunk el ebben az esetben, definicié alapjan:

1 1 /
2 2
P = ———— dpdzx p* =
< > Qe (E)h Je_sp<u<e
) ) (10)
a7 / ) , dpdz p? — / ) , dpdz p?
o8 ( ) rt §E2 <1 B —5E) T 3= 5E) <1
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Ugyanigy el6szor érdemes altaldnosan megvizsgalni a

% 2
dpdz p? —/ dp p? / da:—/ dx 22b\/1—— 11
/P2 2 <1 —a by/1- a? D
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kifejezést, ahol ismét bevezetve a £ = cos(t) 4j véltozét, az eléz6 alfeladat alapjan a %3” ered-
ményt kapjuk. Behelyettesitve ismét a és b értékét, az aldbbi kifejezés adddik az impulzus méasodik
momentumara:

m4m (E? — (E - 0E)?
(7)< o n (82— (5~ )

= mE + o(6E) (12)
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Most szdmoljuk ki ismét a masik médszerrel, o(z,p) = 5% [% + %mw ¢ — E]
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(c) A hely <x2> és az 1mpulzus <p2> masodik momentumaira teljesiil, hogy < b + mwa > = F, vagy
mas szavakkal mw x? < 2 > = =, ami megfelel a jol ismert viridltételnek.
(d) A hely szérdsnégyzete:
(%) = ((@ = (@)*) = (#%) = (@)* (14)

Azaz csak a hely varhaté értékét sziikséges kiszdmolnunk. FEzt elGszor az dllapotszam segitségével
szamoljuk ki. Konnyen beldthatd, hogy ez nulla, ugyanis vegyiik ismét az altalanos alakot:

1772 b 22
x) ~ dpdxm—/ dpz/ dz 22a4/1 - — =0, 15
<> /+ ><1 7(1\/: —b b? ( )

ahol b = 1/ Z(i;SE, illetve a = V2mE, \/Zm(E — 0F). Ekkor azonban az argumentum egy
péaratlan fiiggvény, amit a szimmetrikus [—b, b] tartomanyra integralunk, tehat azt kapjuk, hogy

(92%) = (%) ~

Hasonlbéan erre az eredményre jutunk, ha a mdasik médon irjuk fel a stirtiségfiiggvényt, p(z,p) =
N {p + mw2 2fE]:

mw??

mw2 (16)

mw? V2mE p2 1
N/ dxdpx6[+mw2x2—E
—== V2mE _ 2,22 _ 2,222
:N/ v dxdpx(s(p V2mE — m2w?z?) + 0(p — V2mE — m2w?x?) (17)
—/2E ) _/amE 2mE — m2w?a?/m
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,N/
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=0,

mivel ismét az utolséd 1épésben egy paratlan fiiggvényt integraltunk. Rogton lathato lett volna mar
az elso sorbdl is, hiszen ,elvileg” ott is egy paros fliggény argumentumu ,fiiggvény” szerepel az ~ x
mellett.

(d) Az impulzus marginalis eloszldsahoz ki kell integralnunk a sfirliséget a hely szerint. Ezt most el8szor
az allapotosszeg segitségével tessziik meg:

2(E SE)
Q(p) Q&E / [ op h1/2 / 2(E 5B _ ;2)2 h1/2
B 2 2E p? \/2(E—5E) P (18)
~ h2Qsp(E) mw?  m2w? muw? m2w?
2hw 0FE 1
~ = . 1 [\/Qm(E —0E), ¢2mE]
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Most ezt is meghatérozzuk a p(z,p) = 5= [% + 2mw? — E} stirliségfiiggvény segitségével:

w / 3 d (5($ - n%f? w? m2) + 6(1" + me - wg);,z)
= — x
2w J_ /2B 2B _ _p?_ .02
\/; o T oz W (19)
1 1
- ]I[ 9m(E — 0E),V/2 E}
pm— - ~ \/ m( ), V2m
mw?  m2w?
(e) A hely (2*) negyedik momentuma.
Az éltalanos formuldval érdemes ismét kezdeni, ami a szokdsos cos(t) = £ helyettesités utdn a



kovetkezo6 alakra vezet:

5
dm 2'2ay/1 - = / dt 2b°a cos*(t) sin®(t) = b4 / dt cos?(t) (1 — cos(4t))
0

mhPa

(20)
?/0 0t (1 + cos(21)) (1 — cos(4)) = 77,

ahol az utolsé lépésben kihasznéltuk, hogy [; dt cos(nt) cos(mt) = F6nm, ha n,m > 0 (n,m = 0
esetben az eredmény foﬂ dt = ).

Ennek segitségével ismét felirhatjuk a negyedik momentumra vonatkozo kifejezést a és b paraméterek
behelyettesitésével, ami az

3E2
2m2w

4 _# 3 _ _ 3 _# 2 _ 2 3\ ~
(%) = g5t (B = (B = 0B)°) = s (3E20E — BEOE? + 0E") ~

(21)

eredményre vezet, ahol az utolsé lépésben ismét csak a vezetérendet hagytuk meg az E > 0F
hataresetnek megfeleléem.

2. Korlapon végzett ergodikus mozgas stiirtiség fiiggvénye

(a) A mozgas polar koordinatés lefrasdhoz elészor meg kell hatdroznunk a Lagrange fiiggvényt. Ehhez
kifejezziik a sebességet polar koordinitdkban, ¥ = 7 # + rp @ = %2 = 72 4 r2p?

1
L= §m(7"2 +7r2p?). (22)

Innen a két kanonikus impulzus br = 8L/87'“ = mi* és p, = OL/Op = mr?¢, illetve a Hamilton

fuggvény, H = 7p, + ¢p, — L = Py Innen a sfirfiség

2m 27n7 2"

0(pr, P, 7, ) = NO

2 p2
f__Fp|. 2
2mr2 1 (23)

Tehat a maradék feladat a normalasi faktor meghatarozasa:

27 V2mr2E
/\f/ dr / dap/ / dp, 0
V2mr?E
V2mr?E S(pr +y/2mE — p2 /r2) + 6(pr — /2mE — p2 /1?)
= 27rmj\// dr/ / dp,,
Vemr?E \/2mE — p?a/?"2

2mr2E R
47rmj\f / / v = 47r2mN/ drr =2m2mNR? 5 N = 1
0
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V2mrzE Pe 1 pi 2m2mR2
V= 2mEr?
(24)
Tehat a teljes strliségfiiggvény:
1 p2 pi
s D 5530 | 57— —E 25
o(pr; Pe: 7 0) = 2m2mR2 " | 2m + 2mr? (25)

(b) Most a koordinatdk szerinti slirliséghez ki kell integralnunk a két impulzust, azaz megismételjikk a
fenti levezetés els6 két integraljat:

2mE Vomr2E
=N / / dp, 0
vV2mr2E
természetesen a teljes siirtiség liggvényben még figyelembe kell venniink, hogy a szbg szerint egyenletes
a [0, 27] intervallumon, illetve hogy r € [0, R].
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=2rmN7r = —W;2 (26)




3. Pattogé6 labda impulzusanak id6-és sokasagatlaga

(a) Mozgésegyenlet és impulzus
z(t) = vot — gt2, p(t) = m(vg — gt) a legmagasabb pont eléréséig (27)

Innen az id6atlag a folyamat szimetrikussdga miatt egyszertien kiszamithatd egyszeriien a legmaga-
2
sabb 2(T) = 12% pont eléréséig eltelt T' = vg/g id6 alatt

1 T g vo/g g ’U(Q)
D= —_ dtp(t) = 2L dt —qgt) =m=>=— = 2. 28
=g | an® =L [ atm —gt) =m0 — o/ (28)

(b) Most a sokasdgétlag kiszdmitédsa a p = N§ [% +mgz — E} alak segitségével. ElBszor ismét a
normalasi faktort adjuk meg:

g muvo p2
N dz/ dpé{—kmgz—E]:l
0 0 2m (29)
muvo
:ﬂ dpzﬁmvo—ﬂ\/‘:i
mg Jo mg Vo

Ennek felhasznalaséval a sokasagatlag:

g muvg 2 muvo 2.2
<p>=N/ dz/ dpp5[p+mgz—E}:N/ app =20 gy, (30)
0 0 2m mg Jo 2mg

4. N darab részecske szétosztasa két dobozba, p els6 dobozba keriilési valészintiséggel

(a) P (n): annak a valésziniisége, hogy pontosan n részecske keriil az elsé dobozba:
= Binomidlis eloszlas:

P(n) = (N

n

)p” (-, (31)

ahol p™ annak a valdsziniisége, hogy adott n részecske az els6 dobozba keriil, mig (1 — p)N_" annak,
hogy a maradék N —n részecske nem kertil bele az elsé dobozba, illetve (]: ) ad szamot arrél, hanyfé-
leképpen valaszthatjuk ki az elsé dobozba keriilé n részecskét, ha a részecskék sorrendje nem szamit,
azaz a részecskék megkilonboztethetetlenek.

(b) Els6 dobozba keriilé részecskék szamanak atlaga:
Definici6 alapjan:
N NN
N—
=Y arm =3 ()@= (32)
n=0 n=0
aminek kiszamitasahoz a kovetkezd tritkkot alkamazzuk (ismétlés Valdszindségszamitds 1-bol):
np" = paip", amit visszairva a varhaté érték kifejezésébe és kiemelve a pa% tagot az Osszegzés elé,
P

illetve annak érdekében, hogy a derivaldas tovabbra is csak a p™ tagon hasson, bevezetve a ¢ =1 —p
1j valtozét, a kovetkezét kapjuk:

N
(n) = pa% > (N)p"qN‘" = pa% (p+a) =pN@p+g" " (33)

n
n=0

g=1-p
Mivel a derivalast a megfelel6 médon végeztiik el, gy, hogy csak a p™ tagon hatott, ebben a kifeje-
zésben mar visszairhatjuk a ¢ = 1 — p megfeleltetést, ami az

(n) = pN (34)

eredményt adja.
Megjegyzés: ezt az eredményt azon az tton is megkaphattuk volna, ha el6szor a p = x 4j valtozd

bevezetésével éliink, de csak a p™ tagban, majd a kérdéses tagot z%z"’ = np" mdbdon fejezziik

ki. Ezt kovet&en ismét kiszémit}'\}lk a binomialis Osszeget, ahol p” helyegt most mar z" szerepel,
aztdn az eredményre, (x +1 — p)" -re, hatatjuk az x% operatort, majd visszahelyettesitjik a p = x



megfeleltetést.

Az els6 dobozba keriil§ részecskék szorasa:

Definicié alapjan: <5n2> = <n2> — <n)2 Az els6 tag kiszamitasahoz ismét az el6z6 trilkkot alkalmaz-
zuk, ismét bevezetve a ¢ = 1 — p 4j valtozot:

= (a5 (e (68) )

n=0 n=0

q=1-p

Ismét kiemelve az Osszegzés elé a derivalast, illetve felhasznalva, hogy (pa%) (pa%) =D (gp) 0@ +
p P

pQ%a@p = pa% +p2§—;, a kovetkezd kapjuk:
0 5 02 N 2 2

Pgy TP g ) P4 =pN+p’N (N —1) = (n*) =p(1—p) N. (36)

g=1—p

Relativ hiba:
V/(on2) I—p 1

= — . 37
m NN VR o

(¢) Binomidlis eloszlds normaélis eloszldssal valé kozelitése (De Moivre-Laplace tétel).
Nagy N > 1 és n > 1 esetén mésodrendig sorba fejtjik az f (n) = In(P (n)) kifejezést, amihez el&szor
felirjuk f (n) Stirling-formuldval val6 kozelitését:

f(n)=NIn(N)— N —nln(n)+n— (N —n)In(N —n) + (N —n) +nln(p) + (N —n)In(q) = ...

coo=NIn(N) —nln(n) — (N —n)In(N —n) + nln(p) + (N —n)In(g) + o (In(n)) . (38)

Célunk a méasodrend(i sorfejtés (n) = Np &tlagos részecskeszam korill. Ehhez el6szor kiszdmoljuk f (n)
els6 és masodik derivaltjat

BJ;E:L) = f'(n) = —In(n) + n(N —n) + 1n(‘2> ; (39)
Pf(n) _ . _ 1 1
oz =W =Dy .

Most vegylik maganak a fliggvénynek és az els§ két derivaltjdnak az értékét az n = (n) pontban:

f((n)) = NIn(N) = NpIn(Np) — NgIn(Ng) + Npln(p) + Nqln(q) (41)
= NIn(N) — Npln(N) — Nqln(N) =0, (42)
I ({n)) = —In(Np) + In(Ngq) + ln<]qg> =0, (43)
" 1 1 1 1
f (<n>):_m_m:_m:_<6n2)' (44)
Tehat f (n) (n) korili masodrend(i Taylor-sorfejtésében csak a mésodrendii tag nem zérus:
F0) = £ (D) () (0= () 5. () (0= ()P0 (0 = (0))7) = =5 70— (0 = (o) o (0 = ()7
(45)

Léthato tehat, hogy P (n) egy Gauss-eloszlassal kozelithetd, ha a logaritmuséit nln(n) rendig a Stirling-
formuléaval kozelitve, masodrendig sorba fejtjik. Ha a Stirling-kozelitésben tovabb mentiink volna, akkor
lathaté médon a visszaexponencializalas soran legfeljebb hatvanytagokat kaphattunk volna, exponencia-
lisat nem (a kovetkezd tag a Stirling-formuldban 1 In(n), mely egyszertien y/n hatvanytagot adott volna).
Tehat sikeriilt az 6sszes exponencidlis ,erejii” tagot kiszeparalnunk. Tovabba mivel valdszintiségekrdl van
sz6, a fent marad6 tagok nem adhatnak mdst mint a normaldsi faktor, ami f (n) kozelité kifejezésének

nevezdjébol olvashato le: \/ﬁ Tehét 6sszességében a normalis approximéacié a kovetkezét adja:
©Npq

n—{n 2
on(-543)

P ~
(n) V21t Npq

(46)



(d) Becsiiljitk meg, hogy egy 2 x (10nm)® nagysagt dobozban, Ny = 50 idealis gazatom tipikusan mennyi id8
alatt gytlik 6ssze a doboz egyik felében, ha a gédzatomok atlagos sebességének a 1égkori hangsebességet
v & 3007 vessziik.
Mivel a doboz két fele kbzott semmilyen megkiilonboztetéssel nem élhetiink, p = % a gazatomok megtalalasi
valésziniisége a doboz egyik felében. Annak az atlagos ideje, hogy egy részecske a doboz egyik felébél
atmegy a masikba jol becsiilhet6 a Aty = ;88;‘ ~ 3,3 x 105 értékkel. Igy annak a tipikus ideje, hogy
az Osszes gazatom a doboz egyik felében taulédhaicé7 mivel a gdzatomok egymastdl fiiggetlennek tekinthet&ek,
egyszerien:

. Aty
Aty = A7
' Py (egyik felében)’ (47)

ahol P (egyik felében) = (%)N ~ 9 x 1071° annak a valészinfisége, hogy az Gsszes, egymastol fiiggetlen
gazatom a doboz egyik felében taldlhatd. Végeredményben a At; ~ 10h adddik.

Vizsgéljuk meg azt az esetet, amikor a doboz mérete 2 x 1 (mm)~ és ezzel ardnyosan né a gdzatomok szdma
is, No = 5 x 1016, Elvégezve az el6z6 eset szadmitésait, a valoszintiségre az igen kicsi P (egyik felében) =

(%)N2 ~ 9 x 107197 értéket kapjuk, ami pedig tipikusan

_ At

Afy ~ ~ 10" 48
T p (egyik felében) i (48)

atlagos id6t jelent.
Megjegyzés: Ez egy borzasztéan hosszi id6, 6sszehasonlitéasként az univerzum életkora: Typniy ~ 4.4x10%7s,
nagysagrendileg ezt az eredményt kapnank Ny = 100 gdzatom esetén az utdbbi doboz méret esetén.



