1. statisztikus fizika gyakorlat

1. Termodinamika ismétlés:

Termodinamika fotételei:

0. létezik a termikus egyenstily mint ekvivalenciareldcié (ha A és B és A és C' is egyensiilyban vannak,
akkor B és C is), jellemz& mennyiségekkel (p, V,T, N, ...)

I. dE = 6Q + W, energiat hé és munkavégzés formajaban lehet kozolni egy rendszerrel. Reverzibilis
folyamatban 6Q*¢Y = T'dS, sW™ = " X;d&;, legtobbszor 6W = —pdV + pudN.
i

II. Nincs n = 1 hatdsfoki h&er6gép (Planck); nincs olyan spontén folyamat, amely pusztdn abbdl dllna,
hogy a hé hidegebb helyrsl melegebb helyre megy (Clausius)

ITI. Homogén anyagokra %1310 S =0, kovetkezésképpen ez a fajhokre is igaz lesz.
Entroépia:

e termikus kolesonhatést jellemz6 extenziv mennyiség, §Q™V = T'dS

e dS = %dE + %dv - %dN, izolalt rendszerben ez > 0 (II. f6tétel)

o S(E,V,N) természetes valtozdk
o kifejezés dS-re, abszolit S-hez kell a III. {6tétel

Legendre-transzformaci6: tekintsiik az f(x1,z2) kétviltozés (konvex) fiiggvényt, amelynek parcidlis de-
rivaltjai legyenek

Of (w1, 22)
= ——— 1
y1(z1, 72) oz, (1)

af(xlv xQ)
= 2
y2($179€2) 07y ( )

Definidljuk az alabbi fiiggvényt:

9y, 22) = y1 - @1 — f(x1, 22) . (3)

Az igy bevezetett figgvényben lényegében lecseréltiik az x; valtozot a neki megfelel§ parcialis derivaltra,
y1-re, ugyanis a két fiiggvény teljes differencidljait megvizsgalva

of(x1,x of(x1,x
df(z1,22) = f(ag; Q)dzl + f((’);g Q)dxz = y1dx; + yo2dxa, (4)
dg(y1,2) = d (y1 - w1) — df(x1,72) = 21dys +y1day — df (21, 22) = 21dy; — yodas. (5)

A teljes differencidlokban megjelend infinitezimélis mennyiségek jelzik az egyes fiiggvények természetes
valtozo6it. Tobbé-kevésbé a g(y1,x2) fliggvényt nevezziik az f(x1,z2) (elsd valtozdja szerinti) Legendre-
transzformaltjanak, a termodinamikiaban ennek a fliggvénynek a minusz egyszeresét szoktuk megkon-

e sz

Példa Legendre-transzformaciéra a termodinamikaban szokésos konvencid szerint:

Lo[f(z,y,2)] =gy, 2) (6)
= min[f(z,y,z) - pz] (7)
= f(z",y,2) — pz* (8)
ahol z* a megoldasa a
8f(agxy7z) = )



egyenletnek. Termodinamika:

F(T,V,N) = E(S",V,N) - TS", (10)
ahol 5
—[E N)-T = 11
85 [ (Sﬂ ‘/3 ) S] g 07 ( )
azaz
OE(S,V,N) 7 (12)
) S=5*
Ebbdl:
F(T,V,N)=Lg[E(S,V,N)] = E(S,V,N) —TS. (13)

Bels6 energia:
e dE =TdS — pdV + udN, E(S,V, N) természetes valtozdi a belsd energidnak
dE = oL ds + oF dV + oL dN
95 )y N oV )sn ON ) sy
T -p H
E(AS,AV,AN) = AE(S,V, N) els6érendli homogén fliggvény, A szerint derivdlva A = 1-ben:

oF OFE OFE . .
E(S,V,N) = (%)V,N S+ <8V>5,N V+ (‘9]\7)5 , N =TS8 — pV + uN Euler-6sszefliggés

dE =d(TS —pV 4+ uN) = 8SdT +TdS — Vdp — pdV + Ndp + pdN = dE + (SAT — Vdp + Ndu)
= Gibbs—Duhem-relaci6é: SdT — Vdp + Ndu = 0.

Termodinamikai potencidlok: belsd energia Legendre-transzforméltjai (plusz az entrépia)

e S(E,V,N): maximuma hatérozza meg az izollt rendszer egyensulyat

e E(S,V,N) —» F(T,V,N) = E(S,V,N) — TS = —pV + uN szabadenergia (Helmholtz free energy),
minimuma relevans ha nincs hészigetelés (termikus kapcsolat van kornyezet és alrendszer kozott)
dF = -SdT — pdV + pudN

e H(S,p,N)=E(S,V,N)— (—p)V =TS + uN entalpia (enthalpy), minimuma relevans ha véltozhat
az alrendszer térfogata
dH =7TdS + Vdp + pdN

e G(T,p,N)=E(S,V,N)—TS +pV = uN szabadentalpia (Gibbs free energy), minimuma relevins
dG = —SdT + Vdp + pudN

e Maxwell-relacidk: potencidlok vegyes masodik derivaltjaibél, Young-tétel alapjan, pl.
%G _ (95 _ 0’°G _(9V
opoT op ) - 9Top  \oT »

2. Valészinliségszamitas ismétlés:

e véletlen események, lehetséges kimenetelek halmaza az §) eseménytér

o 7 C P(Q) (2 hatvdnyhalmazdnak egy részhalmaza) egy o-algebra (Q € F; F zart a komplemen-
tumképzésre; F zdrt a megszamlalhaté unidképzésre)

e valészintiség: P : F — R halmazfiiggvény valdszintiségi mérték: nemnegativ; diszjunkt eseményekre
megszamlalhatéan additiv (o-additiv); P(2) =1

o kézzelfoghato jelentés: lényegében relativ gyakorisag
P(ANB)

o feltételes valésziniiség: P(A|B) = ()

, kovetkezdleg P(AN B) = P(A|B) P(B)

o teljes valoszinfiség tétele: ha {B;}] | teljes eseményrendszer (B;(\B; =0 hai # j és |J B, = Q),
i=1
n
akkor P(A) = > P(A|B;)P(B;)
i=1

o A és B eseményck akkor fiiggetlenek, ha P(AU B) = P(A) P(B); ilyenkor P(A|B) = P(A).



e valoszintiségi valtozo: X : 0 — R mérhet6 fliggvény. Lényegében: elemi eseményekhez valds sza-
mot rendel6 fliggvény; egy véletlen szdm (ha ugy tetszik). Diszkrét/folytonos az értékkészlete szé-
mossagatol fiiggben.

o diszkrét valdsziniiségi valtozé eloszldsa: p : R — [0, 1] figgvény, p(z;) = P(X = ;).

e folytonos val6sziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye: F': R — [0, 1] fiiggvény, F'(z) = P(X < x).

dF(zx)

e abszolit folytonos valdsziniiségi valtozé sfirliségfiiggvénye: f(x) = T
x

e virhaté érték: EX =Y x;p(x;) diszkrét, EX = /xf(:c) dz folytonos.

o szovés: DX =, |E [(X - EX)Q}

3. Gamma-fiiggvény: lényegében a faktoridlis dltalanositasa. Definicié:

[(z) = [ e tt=tdt, Rez >0 (14)
/
(15)
amibol
ettt = [ et [ ——t* ) dt (16)
0/ 0/ (z dt )
- 1 [e*ttz]go +1 /e’ttzdt (17)
Z - .z )
= %I‘(z +1), (18)
vagyis
I'(z+1) = 2I'(2) (19)
(v.6. (n+ 1= (n+1)-(nl).
Nevezetes helyeken az értéke:
)= [etdt=1 (20)
/
re=1-r1)=1 (21)
I'(3)=2-T(2) =2 (22)
I(4)=3-T(3)=2-3=6 (23)
F(n+1)=n! (24)
1N [ T
I'(=)=[e't2dt=2[e ¥ dy
() Jrreracs]
— [y va (25)
3\ 1./1\ =
o(3)-3(z) - 2
5 3._./3 3
()= (z) -1 o
7 5 (5 5-3-1 15
F(2):2F<2):2-2-2‘E:8\/;r (28)
F<2n2—|—1) _ (2n2—nl)”f (29)



4. n-dimenziés gomb V,, térfogata és A, felszine:

Va(r) = Cpr™ = /an(r’) = /An(r’)dr’ (30)
0 0
An(r) = ) g (31)
Vegyiik észre, hogy az
I, = / o /eiz%izgf'"imi dzidzsy ... dzy, (32)

= / e_I2 dx =72 (33)

\— OO

integral gombi polarkoordinatakban felirt alakja

I, = /e_T2 A(r)dr = /e_rz nC,r™ dr, (34)
0 0
amibdl y = r? helyettesitéssel
c, [
I, = "2 /e—yyrldy (35)
0
nCh,

T
50(3) T(5+1)
Az els6 par dimenziéra:
3
Cr=—mr =2 = Vi(r) =2r (38)
r(3)
Co = Fﬂ-2) =7 = Va(r) =rom (39)
3
T2 4 4 4
CS:F(%) =37 = Vg(r):§r ™ (40)
2 2 2,
Cy () 5 = Va(r) 5" (41)
™3 8 8 o5
5 = = — Vs — 42
Cs F(%) =T = (r) T (42)
Egy R sugart gomb kiils6, dR vastag gébmbhéjanak térfogata a teljes térfogat aranyaban
A,(R)d R id dR
(R)dR  nC,R R (43)

= = n—

V. (R) C,R" R
Latjuk, hogy minél magasabb dimenziés a tér, anndl nagyobb hanyadat teszi ki a géombnek a felszini
gémbhéja. Ez olyannyira igaz, hogy nagyon nagy dimenzidszamok esetén egyre kisebb dR esetén lesz

R
csak érvényes a kozelités, miszerint a géombhéj térfogata A, (R)dR (ugyanis mi torténik, ha n > iR’
dR

azaz n—- > 17). Lathatéan a {6 {izenet vildgos, még a latszdlag téves n% — oo hatéreset ellenére is.

Azaz az, hogy a infinitezimélis gdmbhéj sokkal nagyobb lesz mint maga a gdbmbhéj azt mutatja, hogy kicsi



gombhéjak hozzaadasa esetén hatalmasat valtozik a térfogat, vagyis a teljes térfogat igazabdl “kiszorul
a gomb felszindre”. Azonban, hogy egzaktabbul vizsgdljuk, hogy milyen kovnergencia tulajdonsagokkal
rendelkezik a gdmbhéj és a térfogat aranya, a kovetkezot irjuk fel:

(44)

Va(R) = Vo(R—dR) _ CuR"—C,(R—dR)" _ ([ dR\"
Vn(R> a CnR" - R 7

ahol a mésodik tag l4tvanyosan 0-hoz tart n szerint fix dR/R ardny esetén. Dimenziéfiiggés dR = 0.1R
illetve dR = 0.01R esetén:

1.0 ‘ : , 0.7
0.6]
0.8}
0.5]
i 0.6 5l 04l
S SE
S <[ 03}
0.2}
0.2}
0.1}
0-05 20 10 60 80 100 0-05 20 10 60 80 100
n n

Megjegyezziik, hogy ez afenti hataraték szorosan fgg attol, hogy a derivalast R+ dR vagy R — dR mddon
végezziik el. Ha az elbbit tettiik volna, akkor ebbe na megkdzelitésben is a kordbbi “furcsa” végtelen
hatarértéket kaptuk volna:

Va(R+dR) ~Vo(R) _ Co(R+dR)" —CR" _( dR\"

5. Stirling-formula: Allitds: nagyon nagy N-re (N>1)

In(N!) ~ NInN — N (46)
N!~ V21N <Jz>N o (JDN (47)

aminek a pontos értelmezésével azért 6vatosan kell banni, ldsd mindjart.

Az els6 alakhoz:

N N
=> Inn /lna:dx—l— In1 +2lnN, (48)
1

n=1

[zlnaz— IHV

ugyanis a baloldali szumma lényegében a jobboldali integral kozelité Gsszege:



2.5

Inz

A kozelités hibdja ugyantgy legfeljebb logaritmikus nagysdgrendii, mint (47) egyenlet jobb oldaldnak
utolsé tagja, vagyis

In(N!)=NInN—N+O(nN) =N <f) +O0(InN), (49)

ahol az integral konstans 1 jarulékat is elhanyagoltuk (vagy ha gy jobban tetszik, beleolvasztottuk a
hibatagba). Itt a hibatag logaritmikus nagysagrendje alatt matematikailag precizen azt kell érteni, hogy a
hiba nagy N-ekre feliilrél becsiilhet6 c-ln N-nel, alkalmas ¢ konstans esetén. Egy alternativ megfogalmazés
szerint

In (N1)

= 50
Now NmN-—N (50)
ezt kell érteni a fenti In (N!) ~ NIn N — N kozelités alatt.
A Stirling-formula mésodik alakjaval 6vatosabban kell banni:
N\ N
Nl =WV = ¢y () , (51)
e
ahol ¢y = O(N). Azt allitjuk, hogy vezetd rendben ¢y = V27N, tehédt a preciz kozelités:
N!
lim ————— =1, vagy (52)

W Vo ()
N
NI~ V2N (f) . (53)

Vegyiik észre, hogy bar a legerésebb fliggést a mésodik tényezd tartalmazza, mégis a gyakran hasznélt

N!~ (N)N (54)

e
kozelités elfedi azt a tényt, hogy ezzel tévediink egy kb. 2.5v/N faktort (ahol N > 1).

6. Riemann-zeta: kvantumgazok leirasanal el6 fognak keriilni az alabbi alakban felirt integralok:

s xs—l
I(s) :/ dz, (55)

et —1
0



melyek végesek amennyiben s > 1.

Az itt megjelend végtelen sor definidlja a Riemann-féle zeta-fiiggvényt:

Nevezetesebb értékei:

Atalakitva:

=1
C(S)— e

n=1

1 1
C(l):l—i—i—i-g—i— =00
3
— | =~ 2.612
g(z) 2.6

1 1 2
¢(2) 1+Z+§+ =%

g<;) ~ 1.341

(C(O) = i 1 = oo helyett —%)

n=1

(61)


https://en.wikipedia.org/wiki/1_%2B_1_%2B_1_%2B_1_%2B_%E2%8B%AF

Példak otthoni gyakorlasra:

*4.

o0
Mutassuk meg, hogy / P I (Tipp: szdmoljuk ki ennek a mennyiségnek a négyzetét sikbeli
Va

—0o0

polarkoordindték segitségével!)
Hatérozzuk meg az f(x1,72) = o2 (ac% — 1) figgvény g(y1, z2) = y122— f (21, x2) Legendre-transzformaltjat,

Of (1, 22)

ahol y; = o
1

3
Az egyatomos idedlis gaz allapotegyenlete pV = NkgT, bels6 energidja £ = iN kgT. Hatarozzuk meg az

1 [ov SRR 1L ovy . e NN
a = — | =— | hotaguldsi tényezét, a kp = ——= | — izoterm kompresszibilitast és az izobar illetve
vV \orT » V\op )

. . . 0Q oH 0Q OFE
az izochor hékapacités ¢, — cy kiilonbségét! | ¢, = () = () , ey = () = ()
? Po\ar), \ar), ar ), \oT ),

2

N
a?) (V — Nb) = NkgT. Hatérozzuk meg a hétaguldsi

A van der Waals-gaz allapotegyenlete (p + 72

tényezlt, az izoterm kompresszibilitast és az izobar illetve az izochor hékapacitds kiillonbségét!

TV a? >

KT

(Tipp: Cp—Cy =



