Kvantummechanika 1 gyakorlat 2. p6tZH 2023. jinius 7.

Név: Neptun kéd:

1. Feladat 25 pont

Tekintsiink egy véges mélységii gombszimmetrikus potencidlgodrot:

-Vt <R
vio={ 3" TSR e o

Milyen feltétel mellett lesz a rendszernek kotott gombszimmetrikus sajatédllapota (—Vy < E < 0,
¢=0)7
Segitség: — 12 L) 4 U ) 0y LV () u (1) = Bu(r)

2m  dr? 2mr?

Megoldas
r<R

R? d%u (r)
- — =F

2m  dr? Vou (r) u(r)

d?u (r) N 2m (E + Vo)
dr? h?

o 2m(E+V)

u(r)=0

d?u (r) )

e +a‘u(r)=0—u(r)=Asinar
r

ugyanis az u (0) = 0 feltételnek teljesiilnie kell.

r>R
R? d?u (r)
- -y
2m  dr? u(r)

dPu(r) 2mE
d7"<2> () =0

2mE
K2 = — 7;_; >0

d?u (1)
dr?
mert a hulldmfiiggvény a végtelenben lecseng (normélhatésag).

—kK*u(r) =0 —u(r)= Be "™

Hatarfeltételek:
AsinaR = Be *f

aAcosaR = —kBe "



4

—acotaR =k — —aRcotaR = kR

Erdemes bevezetni az
r=aR>0 é y=rkR>0

valtozékat, melyekkel a
—zcotxr =y

egyenletet kapjuk. Mivel a —z cotz figgvény a (km, (2k 4+ 1) 5) intervallumokban (k = 0,1,2,...)

negativ értékeket vesz fel, a fenti egyenletnek akkor lesz megoldasa, ha

(2k+1)g>x>(k+1)7r (k € No) .

Ugyanakkor fennéll, hogy
5 2mVp s o 2mVR?

o + K = 72 —x+y 2
ezért akkor létezik legaldbb egy megoldés, ha
2mVy R? 2 N
— > (= VoR® >
h? ( 2 ) - 8m



2. Feladat 25 pont
Egy elektron Yukawa-potencidlban mozog:
—Ar

Vi(r)= —kerS .

r

Tekintsiik a hidrogénatomot perturbdlatlan rendszernek: V(1) = —ke?/r !

a) Fejtsiik sorba a Yukawa-potenciélt A-ban mé&sodrendig! Irjuk fel a perturbécié operatorst és
hatdrozzuk meg a hidrogénatom kotott dllapotainak energiakorrekciéjat a perturbacioszamitést elsd
rendjében! Hogyan mddosul az allapotok elfajultsdga? (20)

Segitség: Hasznaljuk a gyakorlaton levezetett osszefiiggést: (ném|r|ném) = %(3712 — (0 +1)).

b) Bizonyitsuk, hogy a perturbaciészamitds mdsodrendjében tisztan A*-nel ardnyos energiakorrekciét
kapunk! (5)
[(n|AV]n) 2
B, —FEn
trum figyelembevételével is fenndll, de azzal most ne foglalkozzunk!)

Segitség: A masodrendii energiakorrekcio: AEP = En,( n) (Az allitds a folytonos spek-

Megoldas

a) A potencidlis energia sorfejtése masodrendig:

2 2
Vi) = — L ket - AQ%T
T

és ennek alkalmas felosztdsa:

V(r) =Vo(r) + AV (r)
Vi(r) =~

.
AV (r) = AV; (r) + AV, (1)
AV (r) = Ake?

ke?

A‘/Q (7”) = —/\277”

Mivel a perturbéacié radidlis potencial
(nlm| AV |nl'm’) / AQY™ ()Y () = 640G

tehat a perturbacié matrixa egy sajataltéren beliil diagondlis. Ezért az elsérendii energiakorrekcié:

2

AEW — (nim AVntm) = \ke? — )\Qki némlrinfm
2

nlm

2
ke“ag

= \ke? — A2T(3n2 —(l+1)).

Az energiaszintek az ¢ mellékkvantumszam szerint A\2-tel ardnyosan felhasadnak, az elsérendfi ener-
giaszintek degeneraltsaga (20 + 1).



b) Mésodrendii energiakorrekcio:

AE® _ Z [(nlm| AV |/ I'm!) |

nlm e, En’ _ En
(#nlm)
[(nlm|AVA |0/ U'm/)|? (nlm|AVL|n/U'm”) (nlm|AVa|n'l'm”)
= 2Re
;, En’ - En - ;, En’ - En
S;énlm) PN (#£nlm) }
o2 o3
nlm\AVg\n I'm/)|?
- ;/ En
S;énlm)
o

Mivel
<nlm|AVl|n'l’m'> = )\]{362 5nn’5ll’5mm’

a perturbdciészamitds masodrendjében A\*-nel ardnyos energiakorrekciét kapunk.



3. Feladat 25 pont

Legyen egy ¢ = 1 impulzusmomentumi t6ltott részecske perturbélatlan Hamilton-operdtora

K
Hy=wol, + ﬁLi (Wo, K > 0) .

a) Irjuk fel a Hamilton-operator métrixat az |1, —1), |1,0), |1,1) bézisban! Mik a peturbslatlan
rendszer sajaenergisi! (5)

Helyezziik a rendszert y irdnyd, B indukciéji médgneses térbe, amit a W = wL,, perturbdl6 operatorral

frunk le, ahol w = %.

b) Irjuk fel a perturbacié métrixat! (Hasznaljuk az L. lépteté operdtorokat!) (10)
c) Hatdrozzuk meg az energiaszintek elsérendii perturbéacios korrekciéjét, ha fuwy # K, illetve
hwy = K! (10)
Megoldas:

a)
hwo+ K 0 0
Hy = 0 0 0 — B € {hwy + K, 0, hwy — K}
0 0 hwy— K

b)

c) hwy # K esetén Hy-nak harom kiilonbozé sajatértéke van, igy a nemdegeneralt elsérendii pertur-
béciés energia korrekcidk: " :
1 1 1
By = EB - E§,1 =0



Tuwg = K esetén Hy-nak az |1,0) és |1,1) allapotokhoz tartozé sajatenergidja zérus:

0
Hy = 0 0
0

o O O

tehdt a szint felhasad.



4. Feladat 25 pont

Egy hidrogénatomot kisiilés alatt 1évo kondenzator lemezei kozé juttatunk. A kiilsé z irdnyid elek-
tromos tér az

g(t) = Eoe_t/T@ (t)
filggvénnyel irhato le, ahol O (t) a lépésfiiggvény.

a) Milyen val6szintiséggel gerjesztédik az elektron az alapallapotbdl az els6 gerjesztett allapotba

hosszt id6 eltelte utén (t > 7)7 (20)

b) Vizsgaljuk meg a 7 — oo hatdresetet! Ugyanezt az eredményt kapnénk a Fermi-aranyszabdly

alkalmazasdval is? (5)
. 2 i / i 2

Segqitséq: cg)(t =—z fo (n|W (t")|0)er (En=EV gg! = ——277,;(2)7%2, ap = _m262

r/a,o o 2677'/2a0 r o 2677”/2(10 r
Py (r) = 3/2 ; Poo(r) = a0z (1 - %) , Poy(r) = V3 (2a0)?72 20 °

z=/2rY? (0, ), [[Tduate " =
Megoldas:
a)
W () = W (r) F(t)
W (7 \/; EorY? (9, )
F(t)=e "0 (1)

(200[1V (7) [100) o / QY2 (9, 0)" Y2 (9,0) Y2 (9, 0) = 0

(2Lm|W (7 [100) o« / QYT (0, 0)" YO (0, ) Y2 (9. 0) = ﬁ(sma

1 o0 4 & 00
(210|W (7) [100) = —650/ drr® Py (r) Py (1) = _ﬂ/ dr 73— o=37/2a0
0 0

V3 23/23 a3 2ay
2 > 4 32/ 2 2% .24
23/23650610/0 dx x”e = 23/2365(,&0 =
28
= me&)ag
E, — F; 3h
w = =
2 h 8ma3
t 1
/ eft’/reiwmt’dtl — 1 - exp l(_t (; B szl))
0 7 T W21
() =~ 2oyt P (= (¢ — i)
210 A 35\/§ 040 % _ z'w21



25 [ e&oap 2
1 )
P(t) = 310 ( W )

=300 (6 0a0> T 5 [(1 — e Y cos w21t)2 + e Y7 sin? wglt]

1— exp (=t (L — iwn)) |
%— iw21

h = + W1
680@0 2 1 _ot/r -
= 0.555 < 5 ) 7_12 +w%1 (1 + e 2T 97t cosw21t)
lim P)(1) = 0.555 ( <% g
A P =09 (57 ) 15

b)

. . (1) 650&0 2 65()&0 2
lim lim Py;y(t) = 0.555 " = 0.555

B 8me&oad\ >
— 0.555 (W)

Ha a perturbdciora vessziik a 7 — oo hatdresetet, F'(t) = O (t), és a Fermi-aranyszabdlyt alkalmaz-
zuk, akkor ¢ — oo hatdresetben elsérend{i dtmenet csak azonos energidji dllapotba lehetséges, tehét
gerjesztett dllapotba nem keriilhet a rendszer.



