
Kvantummechanika 1 gyakorlat 1. pótZH 2022. május 4.

Név: Neptun kód:

1. FELADAT (20 pont)

Határozzuk meg egy balról bejöv® síkhullám áthatolási és visszaver®dési együtthatóit
a következ® potenciál esetén:

V = −γδ(x) .

Segítség: lim
ε→0

(ψ′(x+ ε)− ψ′(x− ε)) = −2mγ

ℏ2
ψ(x)

2. FELADAT (25 pont)

Egy részecske az alábbi egydimenziós potenciálban mozog (V0 > 0, γ > 0):

V (x) =

{
0 ha x > 0

V0 − γδ(x) ha x ≤ 0

A kötött állapoti hullámfüggvény alakja:

ψ(x) =

{
Aeαx ha x ≤ 0
Be−βx ha x > 0

ahol α, β ∈ R.
a) Írjuk fel a határfeltételeket, majd mutassuk meg, hogy α− β = V0/γ, (10 pont)

b) valamint, hogy a kötött állapot létezésének feltétele 2m
ℏ2 γ

2 > V0 ! (10 pont)

c) Mi a kötött állapot energiája? (5 pont)

3. FELADAT (30 pont)

Egy E térer®sség¶ homogén elektromos térbe helyezett q töltés¶ lineáris harmonikus
oszcillátor Hamilton operátora

Ĥ = ℏω
(
â+â+

1

2

)
− Eqx0√

2
(â+ â+) ,

ahol â =
1√
2

(
x̂

x0
+ i

p̂

p0

)
a lefelé léptet® operátor, (x0 =

√
ℏ
mω

, p0 =
√
ℏmω.) Vezes-

sük be a b̂ = â+ d és b̂+ = â+ + d operátorokat, ahol d ∈ R.
a) Mutassuk meg, hogy [b̂, b̂+] = [â, â+] = Î ! (5 pont)

b) Hogyan válasszuk meg a d paramétert, hogy a Hamilton operátort az alábbi alakban
írhassuk fel?

Ĥ = ℏω
(
b̂+b̂+

1

2

)
+ E∗

Mi lesz az E∗ energia értéke? (15 pont)

c) Mutassuk meg, hogy
dEn(E)
dE

= −q⟨n|x̂|n⟩ ,

ahol En a Ĥ Hamilton-operátor n-ik sajátértéke (n = 0, 1, 2, . . . ), mely az E térer®sség
függvénye! (10 pont)
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4. FELADAT (25 pont)

Gyakorlaton bizonyítottuk, hogy egy egydimenziós id®független Schrödinger-egyenlet
kötött (azaz normálható) sajátállapotai nemdegeneráltak.

a) Bizonyítsuk be, hogy a kötött sajátállapotok ψn hullámfüggvényei mindig választ-
hatók valósnak, azaz ψn(x) ∈ R (n ∈ N)! (10 pont)

b) Lássuk be, hogy az impulzus várható értéke kötött állapotban zérus, továbbá, ha
ψn és ψm két különböz® kötött állapot valós hullámfüggvényei, akkor pnm = ⟨ψn|p̂|ψm⟩
tisztán imaginárius érték¶! (5 pont)

c) Tekintsük két kötött állapot normált szuperpozícióját (n ̸= m),

ψ(x) = cos(θ/2)ψn(x) + eiϕ sin(θ/2)ψm(x),

ahol 0 ≤ θ ≤ π és −π ≤ ϕ < π! Hogyan kell megválasztani a θ és ϕ paramétereket,
hogy |⟨ψ|p̂|ψ⟩| a lehet® legnagyobb legyen? Mi lesz ez a maximális érték? (10 pont)
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