Kvantummechanika 1 gyakorlat 1. ZH 2023. aprilis 19.

Név: Neptun kéd:

1. Feladat 25 pont

Kezdetben egy aw frekvencigjui harmonikus oszcillator alapallapotban van, ahol «a egy pozitiv kon-
stans. Valamely idopontban az oszcillator frekvencidja hirtelen w-ra viltozik és ezutdn mérést
végziink az oszcilldtor energidjdra. Miyen val6sziniiséggel mérhetiink (i) = he Silletve (i) ?’ET‘" energiat?
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Segz’tség: Yo (l’) = 21%7 1 (l’) = 103/55_06 22%7 Lo = %

Megoldas:

e
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(i) t = 0 id&pillanatban a rendszer az aw frekvencigju oszcillator alapdllapotdban van:
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ahol felhasznéltuk, hogy
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Ez az allapot kifejthetd az w frekvencidji oszcilldtor sajatéllapotai szerint,
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t > 0 esetén a hullamfiiggvény:
W (2,1) chn e i(mtd).

Az energiamérések lehetséges eredményei faw (n + %), melyek mérései valésziniisége
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A %w energia mérésének valésziniisége tehét |cy|”, ahol
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(7i) Mivel 9, (x) péaros fiiggvény, 1, (z) pératlan fiiggvény,

clz/wdm(xwa(m:o,
3hw

ezért a *7¥energia mérésének valdsziniisége zérus.



2. Feladat 25 pont

Tekintsiik az aldbbi potencialt,

=W —a<zx<a
V(x)—{ 0 lz| > a ’

a Vo — 0 hatdresetben (sekély potencidlgddor). Szamitsuk ki, mekkora erd hat a potencidlgodor
faldra:

dE (a)

da
Segitség: Vo — 0 hatdresetben csak egy kititt dllapot van. Milyen szimmetridji az dllapotfiigguény?
Az ax® + bx + ¢ = 0 mdsodfoki egyenlet megolddképlete x4 = —% + %\/ b% — 4ac. Haszndljon Vy
szerinti sorfejtést elsé rendben!

Megoldas:

p=-

V—2mFE 2m (E + Vo)
A

h h
A véges mélységii potencidlgodor alapallapoti hullamfiiggvénye pédros:

Vo< E<0— k=

Ael® < —a
Y(x) =4 Beosfx |z|>a
Ae™r a<zx
Aker® < —aqa
Y (r) =< —Bfsinfz |x|>a
—Age rT a<zx

A hullamfiiggvény folytonossagabdl
Ae " = Bcos fa

A hullamfiiggvény derivaltjinak folytonossagdbdl
Arke™ "™ = Bfsin a
A ma&sodik egyenletet az elsbvel elosztva kapjuk a
k = [tan fa

feltételt. Mivel Vy — 0 esetén |E| — 0 és E 4+ Vo = Vy — |E| — 0, ezért  — 0, ezért haszndlhatjuk
a tan Sa ~ [a elsérendii Taylor-sorfejtést:
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Ezutédn kétféleképpen haladtunk tovabb:
(1) Felhasznalva, hogy % = 2752 — k2, a
2mVq
K = —r2q + 2700



illetve atrendezve a
2mVoa

72
mésodfoki egyenletet kapjuk. Ennek pozitiv megoldésa,
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ahola v1+2~1+ %:1: sorfejtést alkalmaztuk. Innen az energia,

R?r? - 2mVia?
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és a nyomas
amVia
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(2) A masik it egy kicsit kaciféntosabb:
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amit atirhatunk a
h2

2ma?

E=(Vo+E)’
alakra. Célszeri bevezetni az Fy = % konstanst, gy a
~EE= (Vo +E)?,

majd dtrendezve
E*+ 2%+ E)E+ V=0

médsodfoku egyenletet kapjuk. Ennek megoldésai
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Ebben a megoldédsban sziikség lesz a gyokos mennyiség masodrendii sorfejtésére,
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Nyilvanvalé, hogy a +-os megoldast kell valasztanunk, mert azt varjuk, hogy a V; — 0 hatdresetben
az energia is zérus lesz:

ami valéban az (1) eljdréssal kapott eredmény. Létjuk, hogy /1 + % elsérendli sorfejtésével az
0
E = 0 eredményt kaptuk volna.



3. Feladat 25 pont
Az e sikhulldmmal leirt részecske szérodik a

V<x):{ Ké(@) =z<a

00 T >a
potencidlon? Vegyiik fel a hulldmfiiggvényt

eikz+A€—ikx T S 0
Y (x) =4 Bsink(x—a) 0<z<a ,
0 T >a

alakban.

a) Szamitsuk ki a B egyiitthaté abszolit értékének négyzetét, ami azzal a valdsziniiséggel ardnyos,

hogy a részecske a (0,a) tartomanyban tartézkodik! (15 pont)
b) Mekkora a |B|* a A = 2% hulldmhossz kovetkezd értékei esetén: a) 2 =a (n € N), b) A — 0 és
c) A — 00 ? (5 pont)
c) Szémitsa ki az A egyiitthat6t és bizonyitsa, hogy a reflexiés egyiitthaté 1! (5 pont)
Megoldas:

a) A hullamfiiggvény:
eik:p + Ae—ik:p T S 0

Y (zr) =< Bsink(r—a) O<z<a |,
0 T >a
ahol k = —V?Eés kihaszndltuk, hogy a hullamfiigvény = = a-ban zérus értéket vesz fel.

Folytonossig = = 0-ban:
1+ A= —Bsinka

Hatarfeltétel a derivaltras:
2mK 2mK

Bkcoska —ik(1 — A) = 2 (1+A)=— 2 Bsinka
\
2mK
ik(1—A) = T;; Bsin ka + Bk cos ka
U
2mK _ | .
1—A=—i e Bsinka — 1B cos ka

Ezt az egyenletet az els6 egyenlettel tszeadva kapjuk:
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A= —Bsinka —1
B 2k sin ka
 ksinka +i (2’;;2}( sin ka + k cos ka)
ksinka — 1 (QmK sin ka + k cos ka)

h2
ksinka + 1 (22’;}( sin ka + k cos k’a)
Y
R=|A7=1



4. Feladat 25 pont

a) Szamitsuk ki az zp operdtor varhatéértékét a linedris harmonikus oszcilldtor tetszdleges sajatal-
lapotéban: (10 pont)

(nfzpln) =7

b) Altalénosithaté-e a kapott eredmény barmely egydimenziés rendszer (normélt) staciondrius &l-

lapotara? (Segitség: Haszndlja ki az x és p operdtorok felcserélési relacidjat!) (10 pont)
c) Mi a varhatéérték a harmonikus oszcilldtor koherens allapotaiban: (5 pont)
(alzplo) =7

ahol a_|a) = ala) (a € C). Milyen « esetén lesz a varhatéérték tisztan képzetes?

Segitség: a. = ? (% F z'p%), To = %, po = Vmwh
Megoldas:
a)
2
T = \/T_xo (a+ + a_)
V2
P = 7/7}90 (G+ — &7)
_ _ 2 _ 2 il 2 2
Tp = 2 (a++aia+ a,a_ a_) =3 (a++1 a_)
g
(nfopln) =

b) A staciondrius édllapotok hulldmfiiggvénye valaszthaté valésnak, ezért

wlent) =2 [ v e v,

azaz

(Ylepyp) = ilm(|zp) .
Az x és p operdtorok felcserélési relacigjat felhasznélvas
(Y| [z, p] ) = ih
(Wlzpy) — (lprp) = (Plap) — (zpp ) = Wlapy) — (lapy)” = 2i Im(Y|apy) = 2(|rpy)
U
(Ylzp) = %_L

h h h
oza:pozzl—ozcﬂ—i—l—a%ozzz—a*2+1—a2 :ﬁImoz2+Z—
* 2

s T ih/

2 2
a=la|eT = a? =|af e = (=1)"|a> € R — (a|zpla) = 5}



