Példak: Multipdlsorfejtés, kapacitas

I. GOMB FELULETI TOLTESELOSZLASSAL (A
TIPUSU)

Adott egy R sugarui gémbhéj, melyen o(6) = kcosf
feliileti toltésstirtiség helyezkedik el.
1. Szamolja ki a toltéseloszlas dipdlmomentumat!

le egy egyszeri kozelité potencial-
amely az origétél nagy tavolsagra

2. Vezessen
kifejezést,
érvényes!

II. KET PONTTOLTES (A TiPUSU)

Két ponttoltés, 3q és —q egymastdl a tavolsagra van-
nak. Szdmolja ki ennek az toltéselrendezésnek a

e Monopdlmomentumat,
e Dipélmomentumat,
e Kozelité potencialfiiggvényét,
ha a pontok a kovetkez6 konfiguraciokban vannak:
1. 3¢(0,0,a); —¢(0,0,0)!
2. 3¢(0,0,0); —¢(0,0, —a)!
3. 3¢(0,a,0); —¢(0,0,0)!

III. HAROM KONCENTRIKUS GOMBHEJ
KAPACITAS MATRIXA (A TiPUSU)

Adott hdrom a < b < ¢ sugari koncentrikus vezetd
gémbhéj. Szamitsa ki a kapacitds-métrix fiiggetlen ele-
meit! Hany ilyen van?

Utmutatas:

1. irja fel a térersséget a gombok &altal hatdrolt
térrészeken, ha a rajtuk 1évo toltés Q1, Q2, Qs;

2. szémolja ki a gombok potencidljat (a végtelent
hasznalva referencia pontként);

3. irja fel a potencidl matrixot, és ebbdl szamitsa ki a
kapacitds matrixot!

(4+) Vélasszon hérom kiilonboz6 értéket a @,, @y, D,
potencidloknak, és mutassa meg, hogy érvényes a Green-
féle reciprocitési tétel!

IV. TOLTOTT PALCA POTENCIALJA

Szamolja ki egy A homogén tOltéssiirtiségii L
hosszusagu palca potencialjanak els6 harom multip6lus
tagjat, ha a pélca a z tengelyen mentén —L/2 és L/2
kozott helyezkedik el!

V. HAROM PONTTOLTES (B TiPUSU)

Hérom ponttoltés a kovetkezd konfigurdciébnan
helyezkedik el: ¢ (0,0,a); —¢q (0,a,0); —q (0,—a,0).
Szédmolja ki a potencialt kvadrupdl rendig bezarélag!

VI. DIPOLPOTENCIAL (B TiPUSU)

1. Mutassa meg, hogy egy “tiszta” dipdlus potencidlja

pcosf
Vii(r,0) = . 1
i) Amegr? (1)
2. Vezesse le az elektromos teret
gémbkoordinatdkban!

3. A fenti eredményrdl mutassa meg, hogy felirhaté a
kovetkezd formaban is
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B = e

[3(p-#)f —p|. (2)

VII. TOLTOTT PALCA POTENCIALJA (B
TIiPUSU)

Adott egy vékony szigetel$ pélca, a z = —a-tdl z = a-
ig, amelyen a kiovetkezd toltéseloszldsok vannak (a) A =
kcos(mz/2a), (b) A = ksin(nz/a), (c) A = kcos(mz/a),
ahol k egy alland6. Mindharom esetben szamolja ki a po-
tencial multip6lus kifejtésének vezeté rendil (nem elt{ing)
tagjat!

TOVABBI GYAKORLASRA

ATLAG ELEKTROMOS TER GOMBON
BELUL

VIII.

Mutassa meg, hogy egy R sugard gombon beliil, magén
a gombon beliil taldlhaté toltésekbol eredo atlag elektro-
mos tér,

I p
Edtlag =  dreg R3’ 3)

ahol p a teljes dipélmomentum. FEzt az eredményt,
példaul a kovetkezé 1épéseket kovetve lehet bebi-
zonyitani:

e Mutassa meg, hogy az atlag elektromos tér a
gbébmbon belil amelyet egy az r-pontban 1év6 g
toltés hoz létre, az ugyanaz amelyet egy p =
—q/ (%’T(R?’) toltéseloszlas hoz 1étre az r pontban.



e A fenti eredményt ki lehet szamolni a Gauss tétel
segitségével. Ebben az eredményben szerepel a ¢
toltés dipdlmomentuma is, irja 4t ebbe az alakba.

e A szuperpozicidelv segitségével megkapjuk a kivant
eredményt.

IX. A DIPOLUS SZINGULARITASA

1. Szamolja ki egy z irdnyba mutatd, az origéban
1évé dipolus atlag elektromos terét egy R sugard
gémbon belil a 7?7 példaban taldlt elektromos tér
kifejezés alapjan. Vesse Ossze ezt az eredményt
az eléz6 feladat eredményével. A kiilonbség
abbdl adodik, hogy a dipdlus potencidlja az
origéban divergdl. A szdgintegrdl nulla, viszont
a radidlintegral végtelen, igy nem egyértelmii az
eredmény. A paradoxon megolddsa, hogy a 77
példa eredményét csak egy dip6lus koriili € sugara
gobmbon kiviil tekintjik érvényesnek, ez a kon-
tribucié egyértelmtiien nulla, és a teljes eredmény
a gbmbon beliili jarulékbol ered.

2. Milyennek kell lennie a gémbon beliili térnek,
hogy kijojjon az el6z6 példaban talalt eredmény?
(Véalasz: —(p/3ep)d(r))

X. KVADRUPOLNYOMATEK ES
OKTUPOLNYOMATEK

1. Mutassa megy, hogy a potencial kvadrupdltagja
felirhato a kovetkez6 formaban:

3
11 o
Vkvad(r) 5,3 > Qi (4)
ij=1

" drweo

Ebben a kifejezésben #; a Kkartézidnus ko-
ordinata rendszer kiloénb6z6 komponenseinek

egységvektorait jelolik,

Qi = / del3rer; — 126,51 p(r). (5)

A potencidl “hierarchikus”:

1 Q
Vinono(r) = Ireg (6)
LY s
Vai(r) = 47eq 72 (7)
3 .
1 D=1 Tt Qi
Vivad(r) = dre ’ 973 : (8)

A monopdlnyomaték (Q) skaldr, a dipélnyomaték
vektor, a kvadrupdlnyomaték mésodrendii tenzor.

2. Szamolja ki a kovetkezd toltéskonfiguracio
kvadrupélmomentumaét: q (a/2,a/2); —q
(—a/2,a/2); q (—a/2,—a/2); —q (a/2,—a/2).

3. Mutassa meg, hogy a ha Q = p = 0, akkor a
kvadrupdlnyomaték az origdtol fiiggetlen.

4. Vezesse le a potencidl oktupdélnyomatéktagjat!

5. Adott két toltés, ¢ a (d/2,0) pontban, —gq
a (—d/2,0) pontban. Szamolja ki ennek a
toltéseloszlasnak az oktupdlnyomatékat!

XI. DIPOLUS KORUL OSZCILLALO TOLTES

Adott egy “tiszta” dipdlus, amely a z irdnyba mutat,
és az origoban van. Egy elektromos toltést az xy-sikban
valahol egy ponton rogzitiink, majd elengedjiik, azaz,
csak a dipdlus ereje hat ra. Mutassa meg, hogy a toltés
egy félkoriven oszcilldl, mintha egy origéban rogzitett
inga lenne.



