Példak: Multipdlsorfejtés és kapacitas

I. GOMB TERFOGATI TOLTESELOSZLASSAL

Adott egy R sugard gémb, amelynek koézéppontja az
origd. A gémb térfogatan
R .
p(r,0) = k— (R — 2r)sin@ (1)
r

toltéseloszlas van, ahol k egy &llandé, r és 6 a szokasos
gombkoordindtdk. Vezesse le ennek a toltéseloszlasnak a
potencialjat a z-tengelyen az origétdl nagy tavolsigral

(Segitség: Vegyiik észre, hogy a toltéselrendezés henger-
szimmetrikus, ami a dipdl- és kvadrupdlmomentumok
szamoldsét leegyszeriisiti.)

II. NEGY RESZECSKE POTENCIALJA

Négy részecskét a kovetkezSképen helyeziink el: g toltést
a (0, —a) pontra, 3¢ toltést a (0,a) pontra, —2q toltést a
(a,0) pontra, és —2q t6ltést a (—a,0) pontra. Vezessen
le egy egyszerti kozelité potencialt, ami az origétdl nagy
téavolsdgra érvényes!

III. GREEN RECIPROCITASI TETEL

Legyen pi1(r) egy toltéseloszlas, amely ®4(r) potencialt
hoz létre. Tovdbbd legyen pa(r) egy maésik toltéseloszlds,
amely ®o(r) potencidlt hoz létre. A két toltéseloszlds
vagy nem egyidében 1étezik, vagy térben egymastol nagyon
messze vannak, azaz, a p1(r) toltéseloszldsnak nincs hatdsa
a ®o(r) potencidlra sem vice versa.

Bizonyitsa be a Green-féle reciprocitési tételt, azaz

/pl(r)q)Q(r)dr: /pg(r)él(r)dr. (2)

IV. GREEN RECIPROQITASI TETEL
ALKALMAZASAI

1. Tegyiik fel, hogy van két elkiilonitett vezetd, a és
b. Ha az a vezetOre @) toltést helyeziink, gy, hogy
a b semleges marad, akkor a b-nek potencialja lesz,
jeloljik Vgp-vel. Ha viszont b-re tesziink ) toltést,
akkor az a-nak lesz potencidlja, ezt jeloljiik Vj,-val.
A Green reciprocitdsi tétel alkalmazdsdval mutassa
meg, hogy Vo = Vio! (Ez az eredmény a vezetdk
alakjétol fliggetlen.)

2. Adott két foldelt, koncentrikus fémgoémb, sugaruk
a < b. q toltést helyeziink a kozponttol r tavolsagra,
gy, hogy a < r < b. Mekkora a teljes indukalt toltés
a két gombon?

V. POTENCIAL- ES
KAPACITASEGYUTTHATOK

A térben N darab fémtest helyezkedik el. Ezeken ren-
dre Q; toltés van és ennek megfeleléen a potencidljuk ®;
(i=1,2,3,...,N). A Maxwell egyenletek linearitdsa miatt
irhaté, hogy

¢, = Zpiij (3)

Qi = Z ci; P,
J

ahol p;;, ¢;; a potencidl- és a kapacitdsegyiitthatok.

1. A rendszer Osszenergiajdnak felirdsaval mutassa meg,
hogy a p;; és a ¢;; matrixok szimmetrikusak!

2. Legyen N = 3. A ¢;; adatok ismertek. Algebrai
“bévitéssel” irja az egyenleteket

N

Qi =) Cir(®; — By),i = 1,2,3, (4)

k=0

alakba, ahol ®q, a Fold (végtelen tdvoli pont) po-
tencidljal A Ci (i,k = 1,2,3) neve “fSkapacitds”,
a Cy (1 = 1,2,3) 7foldkapacitds” vagy “szért ka-
pacitas”. Egyiittes neviik “részkapacitas”. Rajzoljon
an. dramkori modellt!

3. irja fel a rendszer energidjat a Cj, részkapacitasok
segitségével!

VI. GOMBOK KAPACITAS-MATRIXA

Adott két, Ry és Ry sugaru fémgdmb. A kozéppontjaik
tavolsdga legyen a > R;,Rs. Mivel az a sokkal nagy-
obb a gémbdk sugaranal, ezért jé kozelitéssel a Q1 tOltés
elektromos potencidlja az Ry gombfeliilleten mindenhol
@1/ (4mepa)-nak vehet6 és ugyanez forditva is igaz.

1. frja fel a p;; matrixot erre az esetre!

2. A p;; métrix ismeretében hatdrozza meg a c¢;; ka-
pacitas egyiitthatok matrixat!

3. Hatarozza meg a C14 f0kapacitast és a Chg, Cyg szort
(f6ld-) kapacitdsokat!

VII. ATLAG ELEKTROMOS TEREROSSEG
GOMBON BELUL

Mutassa meg, hogy egy R sugaru goémbon belil, a
gombon beliil talalhato toltésekbol eredd atlagos elektro-



mos térerdsség:

1 p
Eétlag - _47T60 R% (5)

ahol p a teljes dip6lmomentum. Ezt az eredményt példaul
a kovetkez6 1épéseket kovetve lehet bebizonyitani:

1. Mutassa meg, hogy az atlag elektromos tér a gobmbon
beliil, amelyet egy az r-pontban 1évé ¢ toltés hoz
létre, az ugyanaz, mint amit egy p = —q/ (%TFRB)
toltéseloszlas hoz létre az r pontban.

2. A fenti p toltéseloszlas terét ki lehet szamolni a Gauss
tétel segitségével is. Ebben az eredményben szerepel
a ¢ toltés dipélmomentuma is; irja 4t a (?7?) alakbal

3. A szuperpozicidelv segitségével altalanos
toltéselrendezésre is megkapjuk a kivant eredményt.

VIII. A DIPOLUS SZINGULARITASA

Tudjuk, hogy egy “tiszta” dipélus elektromos tere

1 1

B(r) = 4meq r3

[3(p-#)f —p]. (6)

1. Szdmolja ki egy z irdnyba mutatd, az origéban 1évé

dipolus atlag elektromos terét egy R sugaru gombon
beliil és vesse Ossze a (?77?) egyenlettel!

A kiilénbség abbdl adddik, hogy a dipdlus elektromos
tere az origéban divergdl. A szogintegral nulla, vis-
zont a radidlis integral végtelen, igy nem egyértelmi
az eredmény. A paradoxon megolddsa, hogy a (?7)
egyenlet alapjan kapott eredményt csak egy dipolus
koriili € sugari géombon kiviil tekintjiik érvényesnek,
ez a kontribucié egyértelmiien nulla, viszont a teljes
eredmény ((?7?) egyenlet) a gobmbon beliili jarulékbdl
ered.

. Milyennek kell lennie a gémbon beliili térnek, hogy

kij6jjon az el6z6 példéban taldlt eredmény? (Vialasz:
egy —(p/3€p)d(r) plusz jarulékot kell tartalmazni.)



