Példak: Tikortoltés moédszer, Laplace egyenlet

I. KET PONTTOLTES VEZETO GOMB
KOZELEBEN (A01)

Adott egy leféldelt R sugard fémgémb. A gémb cen-
truma az origéban van. A goéombon kivil az origdtol
2R tavolsagra, az x és az y tengely mentén egy egy @)
nagysagu toltés helyezkedik el.

1. Hatarozza meg a tiikortoltések nagysagat és helyét!

2. Hatarozza meg az z-tengelyen 1év6 @ toltésre hatd
er$ irdnyat és nagysdgat!

II. VEGTELEN TOLTOTT PALCA FOLDELT
VEZETO KOZELEBEN (A02)

Egy A homogén toltésstiriiséget hordozéd végtelen
hosszi palca egy foldelt sikvezetotél d  téavolsdgra
helyezkedik el (z = d). A pélca az a-tengellyel
parhuzamos, a tér z < 0 részét foldelt vezetd anyag tolti
ki.

1. Szamolja ki a potenciélt a z > 0 régiéban.

2. Szamolja ki a toltéseloszlast a vezetd feliiletén, az
xy-sikon (z = 0-nal).

II. TOLTES FOLDELT FEMGOMB
KOZELEBEN (A03)

q nagysagu ponttoltés egy foldelt R sugard fémgomb
kozéppontjatdl a tavolsagra van, ahol a > R.

1. Szamolja ki a toltésre haté erét!

2. Szamolja ki mekkora munkat kellett végezniink,
hogy a toltést a végtelenbdl behozzuk a helyére!

IV. PLUSZ KERDESEK A GOMBI
TUKORTOLTESEKHEZ (B00)

A01+ Az A01 feladatban hogyan valtozik a toltésre hato
er6 er6, ha a gombot nem foldeljik le?

A03+ Az A03 feladatban egy mdsodik tiikortoltés
segitségével a gombfeliilet potencialjat
valtoztathatjuk. Mekkora tiikortoltést kell a gomb
belsejébe helyezni, és hova, hogy a gombfeliilet
potencialja Vy legyen? Mekkora er6 hat a gombon
kivil 1évé g toltésre?

V. KET VEZETO HENGER (B01)

Két R sugart, nagyon hosszt fémhenger tengelye met-
szi az a-tengely * = d és * = —d pontjait (d > R).
A hengerek tengelyei a z-tengellyel parhuzamosak. Az
x = —d pontot metsz6 henger felillete —Vj potencidlon
van, az r = d pontot metsz6 henger feliilete pedig V
potencialon. Szamolja ki a potencidlt a teljes térben!
(Segitség: Ehhez a feladathoz célszerii el6sz6r megoldani
a gyakorlat VI. feladatét.)

VI. MOZGO PONTTOLTES (B02)

Egy m tomegi g toltésti pontrészecskét egy végtelen
foldelt vezet6tol d tavolsagra rogzitiink. t = 0
idépontban elengedjiik. Mekkora id6 alatt éri el a
feliiletet?

VII. DIPOLUS GOMBON KIiVUL (B03)

Adott egy foldelt R sugard fémgémb. A gémb cen-
truma az origéban van. A z-tengelyen egy p nagysagu
dipélmomentumot helyeziink el, ugy, hogy a dipdélus
irdnya a z-tengellyel a szoget zar be.

e Hatdrozza meg az tiikordipélus nagysagat és helyét!

o

e Hatdrozza meg az indukalt toltéssiiriiséget a gomb
feliiletének abban a pontjaban ahol a gémb a z-
tengelyt metszi!

e Hatdrozza meg a dipdlusra haté erdét és for-
gatényomatékot az « szog fliggvényében!

TOLTOTT GYURU VEZETO GOMB
KORUL (B04)

VIII.

Adott egy foldelt R sugari fémgémb. A gémb
centruma az origéban van. A gdombot az xy-sikban
kortilveszi egy 2R-sugard A linedris toltéssiirtiséget hor-
doz6 gytrd.

Hatarozza meg az elektromos térerosséget a z-tengely
mentén!

Tovabbi gyakorlasra

IX. LAPLACE EGYENLET MEGOLDASAIVAL
KAPCSOLATOS TETELEK

Igazolja a kovetkezd allitasokat!



1. Egy 0OV feliilet &ltal korilzart V toltésmentes

térfogaton beliil, ha a 9V feliileten adott a potenciél
®(r), a Laplace egyenlet megolddsa egyértelm.
(Segitség: Tételezziik fel, hogy nem igy van, azaz
két megoldds van @1 (r) és Po(r), amelyek kielégitik
a Laplace egyenletet a V térfogaton, de egyenléek a
OV feliileten! Ezesetben a két megoldas kiilonbsége,
a P3(r) = Po(r) — ®1(r) fliggvény is megoldasa a
Laplace egyenletnek.)

. Egy olyan iires térfogaton beliill, amelynek a
feliiletét vezetd anyag tolti ki a potencial allando.

. Egy 0V felillet altal koriilzart V  p(r)
toltésstiriséget hordozé térfogaton belil, ha a
dV feliileten adott a potencidl ®(r), a Laplace
egyenlet megoldasa egyértelmii.

. Adott egy térfogat V melyben p(r) toltéssiirtiség
helyezkedik el. A térfogatot vezeté anyag veszi
koril. A térfogaton beliil is vannak kisebb zért
térfogatok (V;,0V;), amelyeket vezeté anyagok
toltenek ki, és amelyek mindegyike @Q); toltést tar-
talmaz. Ebben az esetben az elektromos tér E(r)
egyértelmil.

(Segitség: Tételezziik fel, hogy nem igy van, azaz
két megoldds van Eq (r) és Eo(r), amelyek kielégitik
a

V~E1(r):V-E2(r):@, (1)

egyenleteket, valamint a

7{ El(r).df:]f Ea(r)-df = % (2)
av; v, €0

reldciékat. A Es(r) =
torfliggvényre igaz, hogy

Ex(r) — Eq(r) vek-

V- E3(r) =0, 3)

a V térfogaton beliil, és, hogy

f Es(r) - df = 0, (@)

a térfogat &ltal tartalmazott vezeték feliileteire.
A potencidlfiggvény ®3(r) = Po(r) — @1(r) kon-
stans a vezeték felilletein. A ®5(r)Es(r) vek-
torfiiggvényre alkalmazza a Gauss-tételt!)

. Néhdny mondatban igazolja Earnshaw tételét,
mely szerint egy toltott részecskét nem lehet sta-
bil egyensiilyban tartani kizardlag elektrosztatikus
erok setitségével!l Kiindulé példaként lehet venni
egy a oldalu kockat, amelynek sarkaiba ¢ toltéseket
helyeziink. Lehet-e a kocka kozepére toltést
helyezni ugy, hogy az stabil egyensulyban legyen?

X. LAPLACE EGYENLET,
HATARFELTETELEK

Adott a toltéssiirtiség p egy bizonyos térfogaton beliil,
és adott ® vagy 90®/Idn az adott térfogaton feliiletén.
Bizonyitsa be, hogy ezek a feltételek az elektromos teret
egyértelmiien definialjik!

XI. LAPLACE EGYENLET NUMERIKUS
MEGOLDASA

A Laplace-egyenletet megoldé potencidlra igaz, hogy
értéke egy tetszéleges adott r pontban egyenl6 egy, a pont
kortl vett gomb potencidljanak atlagaval, azaz

1
O(r) = — ddf. 5
0= g h * (5)
A kétdimenzids Laplace egyenlet
2P 2P
Polr) | F0) _ o
Ox? Oy>?

egyik lehetséges megolddsa a numerikus relaxacids
modszer. Ez egy grid-alapu iteraciés modszer, amely
a fenti allitdson alapszik. Az adott térfogaton beliil
felvesziink egy racsot. Valasztunk egy kezdeti fliggvényt,
amely a hatarfeliilet racspontjain megfelel az adott
hatéarfeltételnek, azon beliil tetsz6leges. Minden egyes
iterativ 1épésben, mindegyik nem a hataron talalhaté
racsponton a potencialt djraszamoljuk, mint a racspont
kozvetlen szomszédjainak atlagat.

Szémitsa ki a potencidlt a [0,10] x [0,10] négyzeten
beliil egy 100 x 100-as rdacson a kovetkezd hatarfeltételek
mellett:

B(,0) = 2 )
®(10,y) = 200 y?
®(x,10) =
2(0,y) =

XII. TOLTES EGY DEREKSZOGU UREGBEN

A tér egy részét foldelt vezet6 tolti ki, a
kovetkezéképen. A z-tengellyel parhuzamosan nézve,
tetszoleges z-nél az xy sik pozitiv negyede iires, viszont
az Osszes tObbi negyedet kitdlti a vezeté anyag. Az
anyagot hatarolé két sikfeliilet az xz és az yz tengelyeken
taldlhatok, derékszogben taldlkoznak egyméssal. A z-
tengelyen haladva a rendszer szimmetrikus (transzlaciés
szimmetria), azaz, az elrendezés valtozatlan a z-tengely
mentén.

Az zy sikra, z = 0-ban az (a,b,0) pontban egy ¢
nagysagu ponttoltést helyeziink el.

1. Szamolja ki a potencidlt az zy sik pozitiv ne-
gyedében.



2. Mekkora er6 hat a ¢ toltésre?

3. Mekkora munka kell ahhoz, hogy a ¢ toltést a
végtelenbél az (a,b,0) pontra helyezziik?

4. Ha a teret betdlté vezetd anyagot hatarold sikok
nem derékszoben taldlkoznak, hanem valamilyen
més, 0 szogben, akkor megoldhaté-e a feladat
tiikortoltések segitségével? Milyen szogek esetében
lehetséges ez?

XIII. KET TOLTOTT PALCA, EGY VEZETO

HENGER

Két végtelen hosszu pélca, az egyik A\ toltéssiliriiséget
hordoz, a masik —A-t, egy vezeté henger két oldaldn
helyezkedik el. A henger sugara R, teljes toltése nulla.
A palcék a henger tengelyétol a tdvolsdgra helyezkednek
el. A két pélca, és a henger tengelye parhuzamosak, és
egy sikot alkotnak.

Szamolja ki az elrendezés potenciéljat!

XIV. TOLTES FEMGOMBHEJON BELULI
UREGBEN

Adott egy szabadon &ll6 fémgémbhéj. A kiilsé gbmb
sugara b, a bels6é a. Az a sugard gdémbon beliil,
az origbtdl d tdvolsigra (a z tengelyen) egy toltés
helyezkedik el.

o Tikortoltés mddszerrel hatarozza meg a g toltésre
haté er6t!

e Hatarozza meg az iireg falan indukalédott
toltésslirliséget! A feliileten egy pont helyét a
sugarnak a pontoltést a centrummal 0Gsszekoto
egyenessel bezart « szog adja meg. Azaz, hatdrozza
meg a o(«) figgvényt!

e Hatdrozza meg az elektrosztatikus térerésséget a
gémbhéjon kiviili térrészben!

e Rajzolja fel az elektroszatitkus tér
erévonalrendszerét a teljes térben!

XV. GOMB SIK KOZELEBEN

A z = 0 zy—sikon egy végtelen kiterjedésii foldelt
fémlap van. A z-tengely mentén a z = h pontban egy
R < h sugari gomb helyezkedik el, amelyen ) toltés
van.

A feladat a potencidl kiszamolasa. Ehhez t6bbszoros
tiikrozést kell alkalmazni. Legyen ®¢ a gombfeliilet, ®g
a sik potencialja.

1. Tegyen egy @1 fiktiv toltést a gomb kodzéppontjaba.
Ekkor ®¢ allandé (ekvipotencidlis), de a sikfeliilet
nem, azaz g nem allando.

2. Tikrozze a sikra a @ toltést! Jegyezze fel a
tiikortoltés helyét! Ekkot ®g allandd, de a &g nem.

3. Tiikrozze a —@Q; toltést a gobmbre. Az igy kapott,
gbémbon beliili toltést jelolje Q. Jegyezze fel a Qo
helyét. Ekkor a @4 allandd lesz, de a @ nem.

4. Tiikrozze a sikra a Qo toltést! Jegyezze fel a
tiikortoltés helyét! Ekkot @ g dllandd, de a ¢ nem.

5. Tikrozze a —Qo toltést a gdmbre. Az igy kapott,
gémbon beliili toltést jeldlje Q3. Jegyezze fel a Q3
helyét. Ekkor a @4 allandé lesz, de a ®g nem.

Ez igy folytathato lenne a végtelenségig. Tekintsiik az
eddigi tiikrozési lancot! Ez egy adott kozelitést jelent.
Szamolja ki a potencialt ebben a kozelitésben!

PONTTOLTES KET SIKFELULET
KOzZOTT

XVI.

Két foldelt végtelen sikfeliiletet a tavolsdgba helyeziink
egyméastol. A sikok parhuzamosak. A két sik kozé, az
egyik siktdl x tavolsdgra egy ponttoltést helyeziink.

° frja fel a potencialfiggvényt a két sik kozott! Ele-
mezze az a — oo limesz esetét.

Erre a kérdésre a vélasz egy végtelen szumma. Mivel
a szumma tagjai valtozo elGjeliiek, a szumma, feltételesen
konvergens. A szumma maés értékekhez konvergalhat,
attdl fiiggden, hogy milyen sorrendben adjuk Ossze az
egyes tagokat.

A szumma bizonyos tagjainak elhanyagoldsdaval
kozelitésekhez juthatunk. Bar matematikailag a szumma
feltételesen konvergens, egy fizikai kritérium alapjén
eltekinthetiink bizonyos tagoktél, pl. ha valasztunk egy
kiiszobértéket, e-t, és csak az olyan tagokat tartjuk meg
amelyek abszolut értéke legaldbb e. Ez ahhoz vezet,
hogy a tiikrozések soran az els6 mondjuk 2N 1épésben
adodé tiikortoltéseket tarjuk meg, ahol N =1,2,3,....

Vannak m&s megoldasok is, amelyeknél a potencidlt
nehezebb felirni, viszont a szumma maga nem csak
feltételesen konvergens.

e Legyen két R sugari gomb kozéppontja egymastol
2R + a tavolsagra, azaz, a gombok koézéppontjait
Osszekotd egyenes mentén a két gomb feliiletét
metsz6 két pont egymdstol a tavolsagra van. Az
q toltést az egyik metszésponttél x tavolsagra
helyezziik. A tiikkortéltés modszer alkalmazasaval
itt is egy végtelen sort kapunk a potencidlra. Ah-
hoz, hogy az eredeti konfigurdciét (két sikfeliilet
kozotti toltés) visszakapjuk, az R — oo limeszt kell
venni, Ggy, hogy a két gomb kozotti a tavolsag kon-
stans marad.

e Legyen egy R és egy R + a sugard koncentrikus
goémbhéj kozott, az origotél R + x tavolsagra egy



q ponttoltés. A tikortoltés modszerrel itt is
végtelen szummat kapunk. Ahhoz, hogy az eredeti
konfigurdciét (két sikfeliilet kozotti toltés) vissza-
kapjuk, az R — oo limeszt kell venni, gy, hogy a
két gombhéj kozotti a tavolsdg konstans marad.

e Ha a 77 feladat megolddsabdl indulunk ki, azaz
vesziink egy w/n szOgli Ureget. Az iiregben
1év6é ponttoltés pozicidjat irjuk fel polaris ko-

ordinatakban,
T = pa
a—x=pp
a = pr/n.

A relevans limesz a p — oo, n — oo.
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