Példak: Elektromos terek anyag jelenlétében

Erdemes a szigetel6kre érvényes hatarfeltételt atfogalmazni egy polarizacios feliileti toltéssiirtiségre. Ezt kétféleképpen
lehet:

1. Egy V térfogatban elhelyezkedd P(x) dipdlsiirtiség potencidlja

B(x) = — /dSX'P(X’) X=X (1)
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alakba lehet atirni. Az itt megjelend
pp(x) = —divP(x) és op(x) =n-P(x) (3)

kifejezések értelmezhetdk a polarizdciés (mds néven “kotott”) térfogati, illetve feliileti toltésként, amelyekkel a
V térfogatban elhelyezked P(x) dipdlsiiriiség helyettesithetd.

2. Egy mdsik médon a térfogatot akkordanak vdlasztjuk, hogy a P(x) dipdlsiirliség teljességgel a belsejében legyen.
Ekkor a feliileti integrél tag zérus, viszont (szabad feliileti toltések hidnydban) a P(x) elfoglalta tartomény
hataran teljesiteni kell a

n-[eE — (eEy+P)] =0 (4)
hatarfeltételt, ahol E az elektromos térerdsség a szigetelon kiviil, E, pedig beliil. Ebbdl
een-(E—Ey)=n-P (5)
ami pont egy
op(x) = n-P(x) (6)

polarizéaciés feliileti toltéssiiriiségnek felel meg.
Tehat mig az eltolsdi vektort csak a szabad toltések keltik, addig az elektromos teret mind a szabad mind a
kotott toltések, illetve polarizéacio siiriiségre egy kotott toltésekkel felirt MAxwell egyenlet alkalamzhato:
divP = —Ppol 5
divD = —pgabad , (
divE = pgrabad + Ppol - (
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Tovabbi fontos hatarfeltételek, hogy mig az letoldsi vektor normalis komponense a szabad toltések altal mutat
ugrast, addig az elektromos téré a kotottek dltal is ugorhat:
En,2 - En,l = 50(0'1301 + Gsz) = 50(Pn,1 - Pn,Q) (10)
Dn,2 - Dn,l = €005z (11)
Mivel tovabbra is rot E = 0 a tangencidlis komponensek folytonosak, I, 1 = E¢ 5. Tehat ismét egy meglehetésen

bonyolult 6sszetett tuladjdosnag jellemzésére egy effektiv egyszeriisitett képte vezetiink be és szeparaltan kezeljiik
a melette tovabbra is jelen 1év6 ”szokédsos” szabad toltések altal vezérelt sztatikan kiviil.

I. POLARIZALT GOMB TERE
. Szamolja ki egy homogén polarizaciéju, R sugaru gomb elektromos terét!

Megoldas:

Az tlaldnossag megesorbitasa nélkiil vehetjiik gy, hogy a géomb polarizacidja parhuzamos a z tengellyel, ekkor
a levezetett formuldk alapjan a térfogati és feliileti poalrizacids toltésstirtiségek a kovetkezé6 modon adhatdak
meg;:

P||z, P =Pz = ppo = —divP =0 (12)
Opol =0 Pl,ogp =1 P|,—p = Pcosf (13)

Most a térerdsséget a kovetkezOképpen tudjuk megadni, elOszor is a géombon kiviil, ”definicié szerint” egy p
dipdlusnak kell megadnunk az elektromos terét:

Ej(r) = 47350 3p- ’;)31” P (14)

Ennek az oka precizen is levezetheté a gombi koordinata-rednszer Laplace-egyenletének megoldasa altal:
Min tudjuk a Laplace egyenlet gombi megoldasa

d(r) = 3 (Alrl + Blr_(H'l))Pl(cos(Q)) (15)
1=0

Aho la kovetkezd hatérfeltételeknek kell telejsiilnie:

O(r —0) < oo (16

O(r — o00) =0 (17

®(R—) = ®(R+) (18
(
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)
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0,®(R—) — 0,®(R+) = P cos(f) .
€0

Az els§ ketté miatt @, = >0 ArtP(cos(0)), P = Yoy Air'P(cos(9)). A harmadikfeltétel miatt pedig
By = A R?*1, Tlletve a negyeik alapjan

P
(IAJR* = + (1 +1)BR™'"2) Py(cos ) = —cos. (20)
0
Ez a kifejezés | # 1 esetén csak az [A;R*~1 + (I + 1)B;R™'=2 = 0 4&ltal elégiilhet ki, ami felhasznalva a
By = A;R**1 Ssszefiiggést a 21 + 1 = 0-re vezet, ami ellentmondds, tehat csak az [ = 1 tag fog megmaradni,
amire pedig

P P P P
AlRl —|—231R_3 =— = A +241=— = A = —, By = 7R3 . (21)
o o 360 350
Innen a két potencial:
p-r
P = 22
) = 22 (22)
p-r
o = 23
b(r) 47T50R3 ( )



ahonnan tényleg egy dipSlus terét kaptuk vissza a kiilsé térre ,beliilre pedig, Ey(r) = —Vé(r) = — - Pp = %.
Tovabba ekkor a hatarfeltétel segitségével kiszamolhaté a belil 1évé elektromos tér, amely intuitivan is lathato,

hogy a most szdgfiiggd feliileti siiriiség miatt nem lesz nulla!

cot -(Ej — Ep) = %p(;fe gt By =1-P=Pcosf = i Ey = %p;;)gs@ — Pcosf (24)
Mivel %T&'R?’P = p, az elektromos térre r - E, = —% = E, = —% adodik.
2. Egy R sugarti gomb polarizaciéja
P(r) = kr, (25)

ahol k egy konstans, r a kozéppontbdl eredé vektor. Szdmolja ki a op,pp “kotott” toltéseket, valamint az
elektromos teret a gombon beliil és kiviil!

Megoldas:
Ismét a térfogati és a feliileti toltésstirtiségek kiszamitasaval kezdiink:
. . 1
P=Fkrt — P. =kr = ppo = —divP = —ﬁar (er:r) = -3k (26)
O'p01:n~P|r:REf‘~P|T:R:kR (27)

Most a szokott mdédon egy homogén toltéssiliriiség segitségével kell kiszamitanunk a bels6 térerosséget, ami a
Gauss-tétel alkalamzasdval adhaté meg legegyszeriibben:

4 k
515 A* By = 471’ Ey = Q. = —7r°ppol = Ep = ——1 (28)
oV, 3 €0

Mivel minden gombszimmetrikus, alkalmazva gombon kivil a Gauss-tételt, egyszertien visszakapjuk a gémb
teljes toltésével vett ponttoltés terét, azonban az 0ssztoltés esetiinkben:

4
Qr = g7rR3p +47R? = 47kR® —47kR}* =0=E; =0 (29)

Léthaté médon a polarizécids/kotott toltések ugyanigy generdlja a térerésséget mint kordbban a szabad toltések,

azonban az el6z6 feladatban azért fordultunk még is egy bonyolultabb mddszerhez, mivel a korabbiakkal el-
lentétben nem volt gémbszimmetrikus a polarizacios toltés eloszlas.

II. TOLTES DIELEKTRIKUM FOLOTT

Adott egy tOltés a z-tengelyen, a z = a pontban. A térnek a z < 0 részét x. szuszceptibilitasi dielektrikum to6lti
ki. Mekkora eré hat a ponttoltésre?

Megoldas:
Az z = a magassdgban 16v§ toltés terét vizsgaljuk a z = 0 sikon, r tavolsdgra a kozépponttdl, ahol a feliileti
toltéssiirliség opol = P -2 = P = o)L, ahol am ost dielektrikumban indukdlédott polarizdlttoltések segitségével
fejeztiik ki, pontosabban ismét a polarizacio siiriiséggel. Ahol minden tag a z komponensnenk felel meg, mivel z,y
komponensek nem fordulhatnak el6 a rendszer szimmetridja miatt! Ekkor a ¢ tOltés terének z irdnyd komponense
z > 0 esetén egyszerlien (a tér fentrdl lefele mutat):

1 qcos@ 1 qa
EZ(z=0)=— =— . 30
-‘r(z ) dey /12 + a2 4meg (TQ + a2)3/2 ( )

Ennek ismeretében, illetve tudva, hogy z < 0 esetén kozel a hatarhoz a tér egyszertien kifejezhetd a feliileti
toltésstirliség segitségével, (Gauss-tétel alkalmazva a végtelen siklapra, a lenti térrésznél ekkor bele kell venniink
— Ipol

a € = Xego faktort is!), E_ = == (fogalmazhatunk gy is, hogy itt csak atrendeztiik a kordbban megérvelt kife-
jezést). Most alkalamzva feliileti toltésstiriiségre a hatédrfeltételt:

1 qa Tpol L Xe qa
— e — _ = = = —— 31
Opol = E0X < d7eg (7“2 + a2)3/2 260 Opol 27 Yo + 2(7”2 N a2)3/2 ( )




ahol elsére furcsanak tiinhet, hogy a Gauss-tételt a végtelen egyenletesen t0ltott siklap esetében alkalmaztuk, azonban,
ha a z = 0—-ban vizsgalédunk, mindig vehetjiikk gy lokalisan, hogy a sik egy végtelen egyeneltesen toltott siklap,
mivel annyira kozel vagyunk hozzé, hogy nem érzédik annak r fiiggése! Lathatéan egy olyan feliileti t6ltéssiirtiséget
kaptunk, mely két a siktél azonos tévolsdgra 1évé ponttoltésbdl ered, nevezziik el a 2 = —a pontban 1évé toltést g,
ami a z > 0 térben kelti a teret és ¢’-nak, ami a z < 0 térben, ezt nevezziik a tiikkrototlések dltaldnositott mdédszerének!
Ekkor a potencialok, egytitt a folytonosssagi és a feliileti toltésstriistighez tartozd hatarfeltétellel

1 q dp
o, = + (32)
dmeo \/7’2 +(z —a)® \/7'2 +(z+a)’
1 q
o = (33)
4meg r2 (2 + a)2
. (0)=2.0)=qd=q+q (34)
4 (35)
B2 (0) — B2(0) = — 229 — 1 Xe qa 1 algp—4 —q) Xe (36)

= — = = = — .
€o 2meg Xe +21/1r2 + a? dey /12 + a2 K Xe + 2q

ahol a térerdsségeknél figyelembe vettiik, hogy az alsé ¢’ toltés tere felfel mutat a z = O-ban! Vagyis a két ponttoltés
kép alapjan a fenti toltésre hato erd a kovetkezo:

ol xe
 Ameg Xe + 2 4a?

(37)

III. SIKKONDENZATORBA RESZBEN BEHELYEZETT DIELEKTRIKUM

Adott egy sikkondenzétor, amely két L x L méretii siklapbdl all, amelyek kozott a tavolsag d. Tovabba adott egy e
permittivitasa dielektrikum, amelynek a dimenzidi ugyancsak L x L x d. A dielektrikumot a kondenzator egyik oldala
fel6l a kondenzatorba helyezziik. Mekkora munkat kell végezniink ahhoz, hogy a dielektrikum és a sikkondenzator
mindkét lapja L x x felilleten érintkezzen, ha

1. a kondenzatoron a toltés @ allandd?
2. a kondenzétoron 1évo U potencialkiilonbség alland6?

Szamolja ki a két esetben a dielektrikumra haté er6t? Mivel magyardzhaté a kiilonbség a két eset kozott? (Erdemes
az allandé potenciala behelyezést két 1épésben végrehajtani, el6szor bevinni a dielektrikumot allandé toltés mellett,
majd egy fesziiltségforrds segitségével visszakompenzalni a potencidlkiilonbséget az eredeti értékre!)

Megoldas:
Az els6 esetben a toltés Q = cst. allandd, azaz az energia E =

2

%— modon fiigg a kapacitdstol, ekkor a munka az x

Cc
részig betolt dielektrikum esetén kapott energia és a dielektrikum nélkiili energia kiilonbsége:
W(z) = E, — Eq, (38)
L2
Co =25, Co = Z(L(L—a)+xcLa) = D (L* +(x. — 1) La) | (39)
1 od 1 1
- 0242 - 4
= Wiz) =30 50<L2 Flxe—1) Lz L2) ’ (40)

Ekkor az er6 egyszeriien csak az x irdnyban vett gradiens, azaz az x szerinti parcialis derivalt:

LW @d (- 1L

de 2 (L2 +(xe — 1) L)

(41)

Ami vartaknank megfeleléen egy taszité erd!
Most az allandé fesziiltségli esetet vizsgalva elészor allandd toltés mellett vissziik be a dielektrikumot, ami az elézd
feladatban kiszamolt E, energidra valtoztatja a kondenzator energidjat. Ekkor a fesziiltséget elkezdjiik valtoztatni,
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allandé kapacitas mellett, vissza az eredeti értékére. Az eredeti értéke Uy = C%, mig az 4j értéke U, = CQ Allands

kapacitds mellett az energia F = %U 2C, ekkor az energia kiilonbség a potencidl megvéltozésa 4ltal, amibdl rogtén a
munka és abbdl az erd is szairmaztathatd, ahol csak a fesziiltség valtozasakor kapott munkat adjuk meg:

Q Qd 1
Up=— = - 42
C. e L?+(xe—1)Lx (42)
1 1 1 C 1 Q% 1 L? +(xe — 1) Lz
Way(z) = =Co (U2 —U3) = Q%C, | =— — 22 ) = 22— - e 43
2(w) = 3 (U — o) 2¢ c, C2 2 eo \L2+(xe—1) Lz LA ’ (43)
dw 1Q%d e— 1)L e — 1 2d e— 1)L e— 1
FZ:F+ﬁ:F77Q7 (xe — 1) i ><3 _ Qi (xe — 1) X 1))
de 260 \(L2+(e—1La) T o \(L2+(xe — ) Lo 2L
IV. ANALOGIA AZ ELEKTROSZTATIKA ES AZ EGYENARAMOK LEIRASA KOZOTT
A szigetelSk (szabad toltések nélkiili) elektrosztatikdjanak alapegyenletei
divD=0 rot E=0 D=¢cE (45)
és az egyenaramok leirdsa
divj=0 rot E=0 j=0E (46)

kozott analdgia all fenn. Ennek segitségével az elektrosztatika megolddsi moédszereit lehet egyendrami elrendezések
szamoldsara hasznélni.

Megoldas:
Igen.

V. FOLDELESI ELLENALLAS

A foldbe d mélységben elastunk egy a sugard fémgombot, amelyhez egy vezetd huzalt erésitettiink. A huzal mésik
végét egy elektromos gép foldelési csatlakozdjahoz kotottiik. Keressiik a gombnek az Ry Gn. “foldelési ellendlldsat”
az aldbbi médon.

Tudjuk, hogy a fold elektromos vezetoképessége o és a felette 1évS levegté zérus. Folyjék a huzalon I dram. Ekkor a
gbémbbél kilép6 daram csak a foldben folyhat. Az analdgia miatt egy olyan elektrosztatikai elrendezést kell taldlni, amely
esetén a foldben fellépd térerésség erévonalai nem lépnek at a levegébe. Ez elérheté egy olyan (4Q) tikortoltéssel,
amely megegyezik a foldben 16v6 gomb (4Q) toltésével és egy ugyancsak a sugari fémgoémbon helyezkedik el.

1. Mi a @ toltésnek megfelel6 mennyiség az egyenaramu elrendezésben?

2. Hatdrozzuk meg (kozelitéleg) a kapott elrendezésben a @ elektromos potenciélfiiggvényt és ennek alapjén az Ry
foldelési ellenallast!

3. Hatarozzuk meg a fold feliiletén a potencialfiiggvényt!
4. Hatarozza meg a maximalis “lépésfesziiltséget”!

Megoldas:
Mivel az erévonalakkal azonositott aramok nem lépnek ki a f6ldbdl, nem lépik a4t a z = 0 sikot, hasznalhatunk egy
tiikortoltés helyettesité képet! Ekkor az bevezetett analogidk alapjan

DHj;»/deD:/dej:»QHI (47)

Ekkor egyszertien csak kett6 azomos nagysdgi és eldjeld ponttoltés terét kell kiszamitanunk a féldbe dsott gomb
feliiletén, amiknek az erévonalképe éppen annak felel, meg hogy nem 1épik 4t a z = 0 feliiletet!

D(r,z) = — + , (48)



ahonnan egyszeriien a gomb felszinen a potencial:

Q (1 1
d=—"|- 49
dme \ a * 2d —a (49)
Ekkor adjuk meg a kapacitast is az elektrosztatikus helyettesité képben, mivel a potencial mindkét képben ugyanaz:
Q 4dme
C=—=g—+5 (50)
o a + 2d—a

Mivel a potencidl mindkét esetben ugyanaz a mennyiség, az ellendllds megadasdhoz csak végre kell hajtanunk a
kovetkezd cseréket a kapacitasban: Q < I, € < 0 = % é és venniink a kapott kfiejezésnek a reciprokat:

1 1
<+
Rf:w_ (51)

o

VI. KIS UREGEK EGY NAGY KITERJEDESU DIELEKTRIKUMBAN
Adott egy nagy kiterjedésii dielektrikum, melyben az elektromos tér Eq, és az elektromos eltolds-vektor Do =
GoEO + P.

1. Egy kis gomb alakd iireget vdjunk ebben a szigetel6ben. Szamolja ki az elektromos teret, valamint az elektromos
eltolds-vektort a Dg és P fliggvényében a lyuk kézéppontjaban!

2. Szamolja ki ugyanezeket a mennyiségeket abban az esetben, ha egy vékony tii alaku iireget vajunk a szigetelGben!

3. Szamolja ki ugyanezeket a mennyiségeket abban az esetben, ha egy lapos korong alaki {ireget vajunk a szige-
tel6ben!

[A v4jt tiregek elég kis méretiiek ahhoz, hogy P, Eg, Dg homogénnek tekinthetdk. Segitség: az liregek kivdjasdnak
ugyanaz a hatdsa, mintha egy ellentétes irdnyban polarizalt, az iireg alakjaval megegyez6 targyat helyeznénk az tireg
helyébe.]

Megoldas:

1. Haszndlva a segitséget, vagyis a polarizdlatlan iireg el6all a teljesen polarizélt és egy ellentétesen polarizalt kicsi
gémb szuperpozicidjaként a kovetkezot jelenthetjiik ki, felhasznalva, hogy a negativ polarizaltsag:

P P
Eg=—=E=E — 52
pol 380 0 * 360 ( )
Innen vissza tudunk térni az eredeti modellhez:
P 2
D=¢E= E — ) =Dg— =P 53
€0 50( o+ 3€0> 0~ 35, (53)

ahol az utolsé 1épésben kihasznaltuk, hogy Do = ¢gEq + P

2. Tt alaku iireg esetén , aminek az dtmérdje sokkal kisebb mint a hossza, L > a, élhetiink azzal a kozelitéssel,
hogy benne a polarizacié szamottevéen csak z iranyu, azaz csak a lezard korlapokon jelennek meg feliileti toltések

opol =n-P=—-P—Q,=—-ma’P. (54)
Ekkor az extra térer6sség jarulék a negativ polarizaltasg miatt a ti kdzepén egy ponttoltés terével kozelitheto,
azaz
207 P 2P 4
4reg(L/2) 2e0 L

ahonnan ismét az alap Osszefiiggés alapjan az eltolas vektor D = ¢pE =~ ¢gEEg = Dy — P, ahol az utolsé 1épésben
kihasznatluk, hogy az L > a limeszben vizsgalédtunk.



3. Lapos korong alaki iireg esetén, ha a korong sugara sokkal nagybb mint a korong magassaga, R > d, a szélen
fellép6 korrekcidkat elhanyagolhatjuk és a hatarfeltétel ekkor egyszertien a o, = P Osszefliggést adja, majd a
végtelen siklp analdgiaja alapjan

P
E=E;+ 23=FEy+ — (56)
€0 €0
ahol a kettes faktor amiatt hidnyzik mivel a korong magssagat azédltal figyelembe kellett venniink, hogy mig a
tetején 4o, az aljan —o feliileti toltésstiriiség talalhaté. Innen pedig a lapos korong iireg eltoldsi vektora:

D=¢gE=Dy—-P+P=Dy. (57)



