Példak: Multipdlsorfejtés és kapacitas

I. GOMB TERFOGATI TOLTESELOSZLASSAL
Adott egy R sugart gémb, amelynek kozéppontja az origd. A gémb térfogatan
p(r,0) = k (R 2r) sin 6 (1)

toltéseloszlas van, ahol k egy édllando, r és 6 a szokdsos gombkoordinatak. Vezesse le ennek a toltéseloszlasnak a
potencialjat a z-tengelyen az origdtdl nagy tavolsagral

(Segitség: Vegylik észre, hogy a toltéselrendezés hengerszimmetrikus, ami a dipdl- és kvadrupdélmomentumok
szdmoldsat leegyszeriisiti.)
Megoldas:
Multipdlus sorfejtés:

4dmeg
Q= [@rpw) 3)
p= [ &) (4)
Qi = [ & (3rir} ~ ") 85) ol (5)

Azimutldis/hengerszimmetria esetén, Q;; diagonalis és Tr (Q) =0
-1/2 0 N2 2
Q=D| 0 _3/2 (1) , D= /dgrlwp(r') (6)

a mostani toltéssliriiség éppen hengerszimmetriaval rendelkezé rendszernek felel meg, ahol a mono-, di- és kvadrupdlus
jarulékok a kovetkezok lesznek:

™ 1 _ 29 R R
Q=2r d081n9 drr f(R—27‘)SiH9:2ﬂ' d@w drk:R(R—2r)=O<—>/ dr(R—2r)=0
0 0 0 0
(7)
T R
P = 27‘(‘]{1R/ dé sin@/ dr(R—2r)xz; =0 (8)
0 0

™ R ™ R
Qij — D= 27rkR/ df sin” 9/ dr(R —2r)(32% — %) = 27TkR/ df sin? 6(3 cos® 6 — 1)/ drr*(R — 2r)
0 0 0 0

_ Tk /O d9<3(1 — cos(d9)) + <20 = 1) _ Tk )

3 2 24

ahol a dipdlus azért tiint el, mert kifrva gédmbi koordindtdkban az i. koordinatdkat, az x,y komponensben egy-egy
~ €08 (p, ~ sin ¢, mig a z komponensben a ~ sin? # cos § tag integrélja fog nullat adni. Osszességében tehat a kovetkezd
potencial adédik:

B(r) = = = (10)

1 /n2kR%\ 22— 5762;?42 wkR® (cos2 f — sin 9)
7o 192r3¢

47‘(’60



II. NEGY RESZECSKE POTENCIALJA

Négy részecskét a kovetkezéképen helyeziink el: ¢ toltést a (0, —a) pontra, 3¢ toltést a (0,a) pontra, —2q toltést
a (a,0) pontra, és —2q toltést a (—a,0) pontra. Vezessen le egy egyszerii kozelit$ potencidlt, ami az orig6t6l nagy
tavolsagra érvényes!
Megoldas:
A négy részecske egyiittes slirlisége:

p(r") = q(3(r — az) + (r + az) — 26(r — ax) — 26(r + ax)) (11)
Most az 06ssztoltés csak a négy ponttoltés Gsszege, @ = 0, mig a dip6lusnédl nem lesz y irdnyui komponens mivel a

Dirac deltak hasaban csak x és z irdnyu eltolas van, ami azonnal lenulldzza a p, integraljadban megjelend y tagot. A
masik két komponensben pedig csak a megfelel6 komponensekhez tartozé Dirac-deltdk adnak jarulékot:

Dy = /dsr xq(—20(r —ax) — 20(r + ax)) =0 (12)
Dz = /d?’r 2q(36(r — az) + 6(r + az)) = 3aq — aq = 2aq (13)
A kvadrupdlus tenzor esetén a toltések helyzete miatt csak a Q. és Q.. komponensek lesznek nem nullak, és ezek:

Qzz = /dgr q(30(r — az) + 6(r + az) — 26(r — aX) — 26(r + aX)) [32*> — r?]

(14)
= /d3r q(30(r — az) + 0(r + az) — 26(r — aX) — 26(r + a%)) [22* — 2* — y°] = ¢(8a”® + 4a”) = 12¢a”
Qo = —12¢a” (15)
Vagyis a teljes potencidl a kovetkezo:
1 2aqz  6qa® 9 9
d(r) = — 1
(x) dmeg ( r3 + 5 (2% = %) (16)

III. GREEN RECIPROCITASI TETEL

Legyen p;(r) egy toltéseloszlas, amely ®4(r) potencidlt hoz létre. Tovdbba legyen po(r) egy masik toltéseloszlés,
amely ®o(r) potencidlt hoz létre. A két toltéseloszlds vagy nem egyid6ben létezik, vagy térben egymdstdl nagyon
messze vannak, azaz, a p1(r) toltéseloszldsnak nincs hatdsa a ®o(r) potencidlra sem vice versa.

Bizonyitsa be a Green-féle reciprocitési tételt, azaz

/pl(r)@g(r)dr:/pg(t)@l(r)dr. (17)

Megoldas:
p1(r) = @1(r) és pa(r) — Po(r) figgetlenek egymadstdl. Irjuk fel elészor a két elektromos tér szorzatdnak integraljat:

/d3r E1E2 = /d3r — V(I)lEQ = —%dzf (I)lEQ + /dBI‘ (I)1VE2 = —%dzf (I)lEQ + /dgr (I)lpg/é‘o (18)

/dSI‘ E1E2 = /ddl‘ El(qu)g) = 7¢d2f Elq)g + /dSI‘ (I)QVEl = 7¢d2f (I)QEl + /dgr (I)Qpl/EO (19)

Most vegyilink egy R — oo gombdt az integralasi tartomdnynak, aminek a hatardn el kell tiinnie a feliileti in-
tegralnak, hiszen ha a szuperpozicié elvét alkalmazva ponttoltésekbdl épitjiik fel a két rendszert, ® ~ %, E~ %2, ami
Osszességében 95 d?f® By ~ % — 0 és ugyanigy igaz a mésik esetre is, vagyis Osszességében az adédott a két egyenlet
els6 és utolso tagjainak egyenlGsége alapjan, hogy

/dBrCI)lpg :/d3I"I)2p1 (20)



IV. GREEN RECIPROCITASI TETEL ALKALMAZASAI

1. Tegyiik fel, hogy van két elkiilonitett vezeto, a és b. Ha az a vezetore @) toltést helyeziink, gy, hogy a b semleges
marad, akkor a b-nek potencialja lesz, jeloljiik Vgp-vel. Ha viszont b-re tesziink @ toltést, akkor az a-nak lesz
potencidlja, ezt jeloljiik Vi,-val. A Green reciprocitasi tétel alkalmazdsdval mutassa meg, hogy Vop = Vio! (Ez
az eredmény a vezeték alakjatol fliggetlen.)

Megoldas:

A két vezet6 tetszdleges geometridju és ekkor a két toltéssiiriisés és az altaluk keltett tér fliggetlenek egyméstol,
mivel tgy vizsgaljuk 6ket, hogy amig az egyiken van toltés addig a méasikon nincs. Legyenek a toltésstirtiségek,
04 és oy, ekkor a Green-reciprocitdsi torvény miatt

/dgr UaVab = /dgr Ub%a — Vab/dgfaa = %a /deUb — VabQ = VYbaQ (21)

2. Adott két foldelt, koncentrikus fémgdmb, sugaruk a < b. ¢ t6ltést helyeziink a kézponttdl r tdvolsdgra, gy,
hogy a < r < b. Mekkora a teljes indukalt t6ltés a két gombon?
Megoldas:
q t0ltés a < r < b tavolsagra az origétdl, az indukalt toltéshez alkalmazzuk ismét a Green-féle reciprocitasi
torvényt, ahol legyen V, a potencidl az a sugari gombon, mig V;, a potencial a b sugari gémbon:

/ dPro, Vi, = / d*ro,V, (22)

Azzal megszoritassal, hogy Q. +Qp = —q a foldelés miatt, illetve az ekvipotencialitds kovetkeztében [d3r Vo =
0="VaQq +VpQp + Vg, ahol ha V. =V, 2, Vp =V, 7. Atrendezve az egyenletet:

Qp = q(lgi%l) (23)
b
Qo = 7q1+a(7—%) (24)

V. POTENCIAL- ES KAPACITASEGYUTTHATOK

A térben N darab fémtest helyezkedik el. Ezeken rendre @Q; toltés van és ennek megfeleléen a potencidljuk ®;
(i=1,2,3,...,N). A Maxwell egyenletek linearitdsa miatt {rhat6, hogy

;= ZPing‘ (25)

Qi = Z i ®j,
J

ahol p;;, ¢;; a potencidl- és a kapacitdsegyiitthatdk.

1. A rendszer Osszenergidjanak felirasaval mutassa meg, hogy a p;; és a c;; métrixok szimmetrikusak!
Megoldas:
Az Gsszenergia a potencidlok és a toltések segitségével:

N
1 1 1 Dij + i 1
W = 3 ;Qiq)i =3 %:Qinpij =3 %:Qin72 =3 %:‘I)i‘l)jcij (26)

és hasonldéan elvégezhetd a szimmetrizdlds a c;; egyiitthatokra is.

2. Legyen N = 3. A ¢;; adatok ismertek. Algebrai “bévitéssel” irja az egyenleteket

N
Qi =) Cir(®; — Pp),i =1,2,3, (27)
k=0
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alakba, ahol ®y a Fold (végtelen tdvoli pont) potencidljal A Ci (i,k = 1,2,3) neve “f8kapacitds”, a Cjo
(i = 1,2,3) "foldkapacitds” vagy “szért kapacitds”. Egylittes neviik “részkapacitds”. Rajzoljon Gn. dramkori
modellt!

Megoldas:

Hasznaljuk ki, hogy a foldkapacitdssal egyiitt a kapacitdsok Gsszege zérus:

N N N
Qi=—) Cuu®r = +0; > Cip = Qi = > _ Cir(D; — i) (28)

3. frja fel a rendszer energiajat a Cy részkapacitasok segitségével!
Megoldas:
Egyszerlien csak hasznéljuk a munkara vonatkozo Osszefiiggést a toltések és a potencidlok segitségével:

1Y AN
V=3 ;Qi@" B k};ﬂ 580 (®: — B) (29)

VI. GOMBOK KAPACITAS-MATRIXA

Adott két, Ry és Rs sugaru fémgoémb. A kozéppontjaik tdavolsdga legyen a > Ry, Re. Mivel az a sokkal nagyobb a
gombok sugardandl, ezért jé kozelitéssel a @1 toltés elektromos potencidlja az Ry gombfeliileten mindenhol Q1 /(4mepa)-
nak vehet6 és ugyanez forditva is igaz.

Megoldas:
Az 1l-es gomb jo kozelitéssel &y =~ % + % potencialt kelt, illetve forditva is igaz, a 2-es gomb ®; ~ kgz kg:
ahol a méasodik tagok a sajat potencialjuk a felszinen

)

1. frja fel a p;; métrixot erre az esetre!
Ezzel mar konnyen kifejezhet6 a potencialmatrix:

1/R1 1/a
2. A p;; matrix ismeretében hatarozza meg a c;; kapacitas egytlitthatok matrixat!
Megoldas:
Innen koénnyen meghatdrozhatd a kapcitas matrix egy egyszerli invertalas segitségével:
cij=lpi] = —— 20 _[1/B2 ~1/a] ___d7me [ Ria®  —aRiR (31)
i K 1/RiRy —1/a2 |~1/a 1/Ry a2 — RRy |—aR1Ry  Raa?
3. Hatdrozza meg a C1o f6kapacitdst és a Chg, Cop szért (f6ld-) kapacitdsokat!
Megoldas:
A foldpotencial legyen a végtelenben &y = 0, ekkor felirva kapacitas egyiitthatékkal a potencidlokat:
Q1= —C1o®g — C12P3 + C10P1 + C129, (32)
Q2 = —C Py — C21P1 + Coo Py + C21 P2 (33)
= (Co+ Ci2) @1 — C12P2 = c12 = o1 = —Ch2 = (Ca0 + C21) P2 — C21P1 = ¢11 = Cio + Cr2 (34)
= cgo = Oy + Oy (35)
= C12 = Cy = —cy2 (36)
= Cop = c32 + C12 (37)
= C1o = c11 + 12 (38)

VII. ATLAG ELEKTROMOS TEREROSSEG GOMBON BELUL

Mutassa meg, hogy egy R sugaru gombon beliil, a gémbon beliil taldlhaté toltésekbdl eredd atlagos elektromos
térerdsség:

1 p

Eétlag - _471'60 R¥ (39)



ahol p a teljes dip6lmomentum. Ezt az eredményt példdaul a kovetkezd 1épéseket kovetve lehet bebizonyitani:

1. Mutassa meg, hogy az atlag elektromos tér a gombon beliil, amelyet egy az r-pontban 1év6 g toltés hoz létre,
az ugyanaz, mint amit egy p = —q/ ( 7TR3) toltéseloszlas hoz létre az r pontban.
Megoldas:
Az atlagos tér, ha ponttoltés az r helyen tartézkodik, a kovetkez6 kompakt alakban fejezhet6 ki egy pontban a
gémbon beliil, a szokdsos médon:

r—r
E(r) = _kq7|r T (40)
ami ha kidtlagolunk egy origd kozépponti gombre:
3 —r
Eatlag(r) = W/dg ! I<;q| NE (41)

ami definicié szerint a p(r) = ; T3m T toltéssiirtiség altal keltett potencial.

2. A fenti p toltéseloszléds terét ki lehet szamolni a Gauss tétel segitségével is. Ebben az eredményben szerepel a ¢
toltés dipSlmomentuma is; {rja 4t a (39) alakbal
Megoldas:
Alkalmazzuk a Gauss-tételt egy r < R sugard gémbre:

1 —qr? rp kq k 84/ oy k
R e A pr)T =~ F5P (42)
3. A szuperpozicidelv segitségével altalanos toltéselrendezésre is megkapjuk a kivant eredményt.
Megoldas:
Igen.

VIII. A DIPOLUS SZINGULARITASA

Tudjuk, hogy egy “tiszta” dipdélus elektromos tere

1 1

E(r) = 47eq r3

[3(p-#)f —p]. (43)

1. Szdmolja ki egy z irdnyba mutatd, az origéban 1é6vé dipdlus dtlag elektromos terét egy R sugari gémbon beliil
és vesse Ossze a (39) egyenlettel!
Megoldas:
Hap=p.z — E(r) = f—g(?;pz cos Of — p,z), innen az dtlagos érték:

3 3p, cos O — p.z 3 /27T /7T ) /R 3p, cosOF — p.z
Eutog = ——=k [ d3 = d dfsin 6 dr ——— =0 44
e T 4r R3 / g r3 1672 R3¢0 Jo v 0 S 0 " T (44)

mivel az x és y komponensekben ~ cosp,~ sinp fiiggések nulldt adnak a szogintegraldsok utdn, mig a z
kompoenens integraljaban Osszességében egy fow dfsinf cosf = 0. Viszont a radialis rész ezzel szemben divergens

jarulékot ad, mivel ~ fOR dr 1 — oo.

A kiilonbség abbdl addédik, hogy a dipolus elektromos tere az origéban divergal. A szogintegral nulla, viszont
a radiélis integral végtelen, {gy nem egyértelmii az eredmény. A paradoxon megolddsa, hogy a (43) egyenlet
alapjan kapott eredményt csak egy dipdlus koriili € sugart gombon kiviil tekintjiik érvényesnek, ez a kontribucid
egyértelmiien nulla, viszont a teljes eredmény ((39) egyenlet) a gémbon beliili jarulékbdl ered.

2. Milyennek kell lennie a gémbén beliili térnek, hogy kijojjon az eléz8 példdban taldlt eredmény? (Vdlasz: egy
—(p/3€0)d(r) plusz jarulékot kell tartalmazni.)
Megoldas: ~
Az € — 0-n beliili teret vélasszuk meg E = —(p/3ep) 0(r)-nek, ami az dtlagolds utdn a kovetkez6 adja:

~ 3 1 p
Eatlag = m /7‘<6 dgr(fp/gﬂ) 5(1') = 747‘(’80 ﬁ (45)




