Példak: Toltéseloszlas energidja, ponttoltés fogalma

FOLYTONOS TOLTESELOSZLAS ENERGIAJA (ORAI ANYAG ISMETLESE)

Véges térrészben lokalizalt folytonos toltéseloszlas esetén a toltéseloszlas 1étrehozdsahoz sziikséges munkat felirhatjuk
a

W= g | pwew. (1)

alakban. A differencidlis Gauss-tétel, és a elektromos tér és a potencial kozotti Gsszefiiggés segitségével W atalakithato

W= %0 (/V Edr + ﬁ o(r)E(r) - df) : 2)

alakra. A V és a F kifejezések térfogati és feliileti integralokat jelolnek. A feliilettel a végtelenhez tartva, a térfogati
integal az egész térre kiterjed, mig a feliileti jarulék nullahoz tart.

I. GOMBSZIMMETRIKUS FOLYTONOS TOLTESELOSZLAS ENERGIAJA

Adott egy ¢ t6ltésli homogén eloszldst, R sugari gomb. Szamolja ki ennek a rendszernek az energidjat négyféleképpen!

e A (1) egyenlet alapjan.
Megoldas:
Homogén eloszlas esetén a teljes toltés a megszokott médon g = 4%Ri”p, a potencidl a Gauss-tétel értelmében
(ldsd 2. Gyakorlat I11./3.), E(r) = 2%, har <R
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ahol az els6 tagban a konstans eltolas biztositja a potencial folytonossigat.
Tehat az integraldsi tartomény az (1)-es egyenletben csak a gdmb belsejében nem ad nulldt, mivel ha r > R,
p = 0, ahol kihasznaljuk ismét, hogy gombi koordindatakban dolgozunk és minden csak a radialis valtozotdl fugg:
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e A (2) egyenlet alapjén, ha a feliilet a végtelenben van.
Megoldas:
Az elektromos tér ismét a Gauss-tételbol szamolva:

E(r) = lf‘, har <R
o0 (5)
kq

E(I’) = ﬁr, ha r > R

Az elso integralt két részre kell bontanunk, mig a masodik zérust ad, hiszen a végtelenben a szorzat ~ % szerint
cseng le, mig a feliilet ~ R? szeint né!
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e A (2) egyenlet alapjan, ha a felillet egy a sugari gémb amely az eredeti R sugari gombbel koncentrikus és

a> R.

Ekkor ki kell szamitanunk a fentebbi integralt azzal kiilonbséggel, ahogy a masodik tagban csak a-ig integralunk,

illetve a feliileti tagot is csak egy a sugari gombfelszinre kell kiszamitanunk:
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Lathato, hogy a feliileti tag éppen kiejti a véges a értékbdl ered6 tagot, vagyis visszakaptuk az eredeti kifejezést

a térfogati integrdlon beliil, a r > R tartoményra!

e A gombot gdmbhéjonként épitjiik fel, 1igy, hogy minden héjon dq mennyiségii toltést keniink szét. Mennyi
munkat vegziink, ha a “szétkenés” altal a gobmb sugara dr-rel novekszik? Integralja az igy kapott mennyiséget,

azaz szamitsa ki az R sugari, ¢ t6ltést gomb &ltal tarolt energiat!
Megoldas:

Egy r sugart gomb, rajta dg toltés esetén eloszor adjuk meg, mennyi munkat végziink ha a gombhéj sugarat
dr-el megnoveljiik. Ehhez ki kell szamitani az energiat egy r sugard, dr vastagsagi géombhéjra, ahol dg, =

pdrridr = 47r/%471'7“2dr = %ﬂdn illetve az ehhez tartozé potencidl, d® = @ = 3k}g§jflr. Innen mér konnyen
felirhaté a gombhéj energidjanak megvaltozéasa:
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Ahonnan kiintegrdlhaté a teljes energia is:
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Mi torténik az elektromos térrel és potencidllal a gombon beliil és kiviil, illetve a rendszer energidjaval az R — 0

hataresetben, ha a ¢ toltés kozben allandé marad?

Megoldas:

Mig R— 0, de ¢ = pT R? = 4llandé:
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Vagyis a vart médon a ponttoltés energidja szingularissa vélik!
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II. TOLTESELOSZLAS POTENCIALBOL

Egy toltéskonfiguracié potencidlja

ahol A és A konstansok.
e Szamolja ki az elektromos teret (E(r)), a toltéseloszlast (p(r)), és a teljes toltést (Q)!

Megoldas:
Az elektromos teret a szokdsos Osszefliiggésebd] szamitjuk ki, E(r) = —V®(r)
de A =Ar) (1
B(r) - -5 - AN ( + A) P
dr r r
A toltés eloszlas esetében alkalmazzuk a:
1 O(r*E(r))  Ad[exp(—=Ar)(1+Xr)] A 9 AX%exp(—Ar)
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Figyelem! Ha sorbafejtjiik a toltéseloszléast, az els6 tag %, ami a ponttoltésnek felel meg, amird azonban lathattuk

korabban, hogy a toltése egy Dirac-deltaval irhato le és aminek a Laplace-ja hibasan 0- at ad.



e Ellenérizze és egészitse ki a kapott toltéseloszlast az integralis Gauss-tétel segitségével!
Megoldas:
Vegyiink egy tetszoleges R sugari gombot és alkalmazzuk a Gauss-tételt, kihasznalva a gémbi szimmetriajat az
elektromos térnek:

ygd2f E(r) = 4rAexp(—AR) [1 + AR] (14)
Most szamoljuk ki az el6z6 feladatban kapott toltés elsozlas dltali teljes toltést egy R sugart gémbon beliil:
3 2 eXP( Ar) 2 f
d°rAeg\* ————= = —4mweg A drrexp(—Ar) = dregA[AR + 1) exp(—AR) — 1]  (15)
0
A két eredmény Gsszehasoniltasabol 1atszik, hogy az 6ssztoltés kiszamitdsanal a Gauss-tétel esetén kaptunk egy

extra () = +4meg A jarulékot, ami egy origébeli ponttoltének felel meg, vagyis a teljes toltés eloszlas a kbvetkezs:

g0 AN? exp(—Ar)
r

p(r) = — + 4dmegAd(r) = Prolyt + Psaing (16)
e Szamolja ki a rendszer energidjat és vizsgalja meg a rendszer stabilitdsat!

Megoldas:

A rendszer energigjat egyszeruen kiszamolhatjuk, ha szétvalasztjuk a potencidlt is a folytonos és a szingulrais

tagokbdl eredd jarulékokra, ® = (exp( ar)—1)+ é = Piotyt + Poging:
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(17)

Ahol az els6 tag irja le a teljes potencialban 1év6 folytonos kozeg energidjat, mig a masodik tag egyszeriien a
folytonos kozeg potencidl ponttotlésre gyakorolt hatdséit frja le, ahol is a §(r) hatdsa miatt mindenhol r = 0-
at kellett tekintetniink a folytonos potencidlban, amibdl csak a legelsé konstans értékii tag maradt meg, azaz
Aexp(—Ar) —1) = —AX+ AN*r + ...

III. TOLTES VEZETON BELULI UREGBEN

Adott egy semleges, R sugart fémgémb, melyben egy iireg taldlhaté. Az iireg nem tartalmazza a gémb kézéppontjat,
viszont tartalmaz egy ¢ nagysigu toltést az origdtol a tavolsagra. Mi az elektromos tér a gombon kiviil? Miért nem
flige az tireg alakjatdl vagy elhelyezkedésétol?

Megoldas:

A gémbon kiviili t6ltés meghatarozdsahoz hasznaljuk ki, hogy tudjuk a fémek feliiletén érvényes hatarfeltételeket, azaz
annak érdekében, hogy a fémen beiil sztatikus dllapot alakuljon ki a szabadon mozoghaté elektronok tgyrendezddnek,
hogy a fém feliiletén az elektromos térnek csak normélis komponense legyen, ami rogotn implikdja, hogy egy gomb
esetén ez normalis komponens mindenhol ugyanakkora. Ha nem ugyanakkora lenne, az rogton implikdlna nem zérus
tangencidlis komponenst is! Ezt 0sszevetve a Gauss tétellel, illetve azzal, hogy a fémgémb nem vesz fel tobblet toltést
a foldbdl, egyszertien visszakapjuk egy ¢ nagysagu ponttoltés terét:

kqA

E(r>R) = 7"2 (18)

Ez nem fligg az iireg alakjatol, mivel a fémes anyag hatarfeltétele alapjan mind az iireg falandl, mind a gémb kiils6
faldnal normalis irdnyinak kell lennie minden pontban a térerésségnek!

IV. ELEKTROMOS TER — TOLTESSURUSEG

Adott a kovetkezd elektromos tér:

E,=az,E,=0,E, =0, (19)



4

ahol a egy konstans. Mi a p(r) toltéssiirliség? Mi a magyardzata annak, hogy az elektromos tér anizotrép, de a
tOltéssilirtiség homogén?

Megoldas:

Ki kell szamolnunk a toltéssiirliséghez, a ” megszokott moédon” a divergenciat:

V-E(r):%—aE + 0yEy + 0.E, = a — p(r) = goa (20)

Vagyis egy homogén toltéssiirtiséget kpatunk, ami mégis egy anizotrép elektromos teret kelt. Ezt a kovetkezoképpen
érthetjiikk meg:
Mivel egy differencidlegyenlet megolddsa onmagaban nem egyértelmi, sziikséges hozza specifiklni a hatarfeltételeket

is, ezt legtobbszor a Poisson-egyenelt esetében tessziik meg, A® = —%. Esetiinkben a potencial ® = —a”—2 + @,
2 2
de akér milyen més kombindciéji potencidl is ugyanezt a homogén eloszlast adnd, —%4- | “;2 ay + ‘” , 4+

ayy

+ay+a, =a,stb.... Azt, hogy melyik (konstans erejéig) egyertelmu potencialt kell alkalmaznunk
a hatarfeltetel szabja meg, peldaul a fent latott eredményt adja egy nagyon egyszerii hatarfeltétel, ®(x = 0,y,z) = 0,
aminek kovetkeztében az y? és z2-es tagok csak 0 egyiitthatéval mehetnek.

V. DIRAC -FUGGVENY ELOALLITASA
A Dirac d-fiiggvény eldéllithaté reguldris D(x) fiiggvények hatérértékeként:

0(x) = lim Dg(x), (21)

a—» 00

ahol

1. Mutassa meg, hogy
/ Dy (z)dr =1, Vae€ (0,00). (22)

Megoldas:

/ dz D, / dz aD(ax) / d(azx) D(ax) / dyD(y) =1 (23)

2. Mutassa meg a hatarértéket felhasznalva, hogy

o0

/ F@)5(z — z0)dz = f(xy). (24)

Megoldas:

Vezessiik be 1j véltozénak az y = ax valtozot, miel6tt még vessziikk az o — oo hatarértéket:
im [ dzaf(z) D(az) = lim / dy f(y/a) D(y) (25)
a—oo [ a—oo [_

Most vigyiik be a hatdrértéket az integrélba, ekkor lim,— . f(y/a) = f(0) Vy, vagyis kihozhaté az integralbdl:

| vt sw/a) D) = 50) [~ awDt) = 100). (26)
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3. Igazolja, hogy a kovetkez6 fiiggvények az o — oo limeszben tgy viselkednek mint a Dirac §-fliggvény.

Megoldas:

Léathatd, hogy az els6 fiiggvény integralja 1-et ad:

0o 1/2c
/ dzD,(z) = / dra =1
—o0 —1/2c

Hletve Dy(x) = a[O(x — 1/2) — O(x + 1/2)], ami igazolja az allitast!
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Léthat6, hogy ha D(z) = ¢

ami igazolja az allitast!

Vegyiik a D(r) = L L kifejezést, aminek 1 az integralja, illetve ekkor

— w1422
Tudvalevo, hogy

Ekkor D, (z) = aD(az) = oS0He2)|
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NG aminek 1 az integralja, tovabba lathatd, hogy
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sin(ax)
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Tazz = aD(ax) = Dy (x)!

VI. DIRAC §-FUGGVENY TULAJDONSAGAI

A Dirac d-fiiggvényre igazak a kovetkezd azonossdg:

S(f) =3 maw ),

ahol z,, az f(z) figgvény n. gyodke.

1. Hatdrozza meg a §(x? — a?) kifejezést értékét!

Megoldas:

A bels6 fuggvény két zérushelye, x4 = +a, ahonnan a kdvetkezé adodik:
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2. Az eléz6 eredmény alapjan mutassa meg, hogy |z|d(z?) = 6(z).
Megoldas:
Rendezziik at az eléz6 feladatbeli eredményt:

2a6 (z* — a®) = 226(2* — a®) = 6(z — a) + 6(z + a) (36)

ahol kihasznaltuk, hogy f(x)d(x) = f(0)d(x), illetve hogy f(z)d(g(z)) = f(z;)d(g(x)), g(x;) = 0, ha g-nek
csak egy zérushelye van! Ekkor 2ad(2? — a?) = 2|z|d(2? — a®) = 6(x — a) + 6(x + a), ez mér tetsz8leges a-re
igaz, a = O-ra is!

EGy masik dton is megkaphatajuk a fenti egyszerii Osszefiiggést, tetszéleges, alkalmas fiiggvény esetén, ahol
bevezetjiik az y = 22 4j valtozét:

/ " e f(2)5(2%) = / T ) = £0) / T s, (37)
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