Példak: Coulomb torvény, elektromos tér, potencial

I. PONTTOLTESEK TERE

1. Két egyenld nagysdgu és ellentétes eldjelli (¢ és —q) ponttoltés egymdstdl d tdvolsdgra van.

(a) Mekkora a potenciél és a térerésség a hely fliggvényében, ha az origét a két ponttoltést dsszekotd szakasz
felez6jének valasztjuk?

Megoldas:
Vegytik azt az dltaldnos szitudciét, amikor a +¢ ponttoltések az z tengely mentén a ro = +d/2 2 poziciéban
x
helyezkednek el. Ekkor a tér egy tetszéleges r = |y | pontjaban definicid szerint a +q toltések altal keltett
z
potencialok kiilon-kiilon a kovetkezdképpen irhatdak le:
+ +
Our) = h—i— =k < , (1)
v —ry 22 + 42 +(z:Fd/2)2
ahol k = ﬁ. Most alkalmazva a szuperpozicié elvét, azaz a két toltés altal keltett egyiittes potencidl

éppen a két potencial 6sszegével egyenld a tér minden pontjaban, azaz

1 1
Vo + 2+ /2 o2+ 4 (a4 d)2)°

D(r) = By (r) + O_(r) = kg (2)

Hasonlé médon a tér egy adott pontjaban az elektromos térerdsség is két részecske altal keltet térerdsségek
vektoros 0sszege, amiket egyenként ki tudunk szamitani a két potencialbdl:

X +yy+ (2 Fd/2)z
(22 +y? +(z F d/2)*)3/?

g ekt : 3)
E(r)z—mb(r):kq( XA yy+(z-d/2a__eXtyy+ (= +d/2)z )

Ei(r) = -Voi(r) = kg

(22 +97 +(2 = d/2)°)¥2 (22 +y2 + (2 + d/2)")2

(b) Milyen lesz az elektromos mez6, ha a két toltés nagysiga és tavolsiga egyszerre végtelenhez tart igy, hogy

kozben n = 1 q 7 alland6 marad? (Segitség: egyszer(ibb a potencidlt meghatdrozni, és utdna a térerdsséget
T

ebbdl kiszdmitani!)

Megoldas:

El6szor meghatarozzuk a potencialt, az utmutatasnak megfelelen, ehhez el6szor emeljink ki a nevez6bol
d-vel, ami altal a kovetkezd vezetOrendbel sorfejtést végezhetjiik el:

kg ! . 1
D\ \w/d) +/d? +(z/d—1/2°  \Jw/d)? +(y/d)* +(z/d+1/2)°

+0{1/d*} = kq/d(2+4z/d — (2 — 4z/d)) + o(1/d*) = 8kqz/d* + o(1/d?) .
(4)

Tehdt a vezetérendbeli sorfejtés sordn minden a két nevezébdl adédé 1/d? vagy magasabb rendii tagot
elhagytunk. Innen mér nagyon kénnyti meghataroznunk az elektromos térerdsséget:

1 1
B kQ/d<\/1/4— 2id \/1/4+z/d>

E(r) = —V®(r) = —8%2 +o(1/d?) = —8%2 (5)

Ertelmezziik ezt a kifejezést, két végtelen nagy toltés végtelen messzire egymadstdl olyan elektromos tert
kel az origétél "nem t1dl messzi pontokban”, z;/d < 1, ami vezetérendben homogén z irdnytnak érzédik!



II. ALAPVETO ELEKTROMOS TER SZAMOLASOK EXPLICIT INTEGRALASSAL

Szémolja ki a kovetkez6 rendszerek elektromos térerésségét és potencidljat a megadott pontokban! Ellendrizze az
E = —grad® OGsszefliggést!

1. Adott egy L hosszusagu palca A mennyiségli homogén toltéssiliriiséggel. A pont legyen a pélca egyik felezOpontjatol
a pélcara merolegesen z tavolsdgra. Ellenérizze a z > L esetet!
Megoldas:
Legyen a pélca fels6 és alsé végpontja z tengely mentén a +L/2 pontokban. Ekkor vdlasszunk a z’ pontban
egy dz infinitezimalis hosszisagu pontot, dg = dz infinitezimalis nagysagi toltéssel, illetve az ehhez tartozd
de(2') = k\/%w. Most ismét hasznalva a szuperpozicié elvét, azaz a teljes péalca potencidlja egyszeriien

csak az infinitezimalis jarulékok Osszege, azaz integralja:

Hasonléan jarunk el az elektromos térer8sség esetében is, azaz kiszdmitjuk el8szor egy z’ infinitezim4lis
" 7’ ’ / . .o 7’ 7’ ” . 7’ .
hosszlisdgi darabra a dE(z) = k:)\zzf:ﬁ, aminek a vetiilete a palcdra merdleges irdnyra, amit most z-vel

jeloliink a feladat konvencidja alapjan, dF.(z) = dFE(z)cosp = %\/ﬁ7 majd alklamazva ismét a

szuperpozicié elvét a kovetkezot kapjuk az felintagralas utan:

L/2 L/2z 1
k)\/ g @/ S (7)
1 (22 (2)2) 2 orpe (L4 (2)2)

Ahol dttértiink a 2’/ — 2’/z 1j véltozéra, most bevezetve 1j véltozénak az tanz = z’-ot, dz’ = —L—da:

fex [oretel/2e) 1 Jex [oretel/2e) 2k\ 2kN L2 2k\ 1

— decossxz— davcosaz::—sin(L/Zz)z—#z—i7
% J—arctg(L/2z) Cos=x % J—arctg(L/2z) z z 1 +(L/22)2 z (22/L)2 +1

(8)

ahol felhasznatluk, hogy sinz = \/% Lathato, hogy ez é;;pen a negativ z szerinti derivaltja a fentebb
o . . B L) _ 2kA__L/z _ 2kA 1

kiszamitott potencidlnak, hiszen —0, (Zk)\arsh(Qz)) R TS < e

Most vizsgéljuk meg a z > L hatdresetet, ekkor fejtsiik sorba a potencidlban 16v6 kifejezetést, arsh(L/2z) =
L 1

1 1 _ L
» 2\ /14(22/1)2 22\ /1H2L/2)?

L/2z + o((L/z)3>, illetve hasonlé médon a térerésségben 1évé kifejezést is

% +o(L%/21)

kXL
0(z) = == +o((L/2)") (9)
kAL kAL
E.(z) = =~ +0o(L%/z") 5 E(r) » —-2 (10)
z
Ami megfelel a virakozdsainknak, hiszen egyrészt vezetérendben is teljesiil, hogy E,(z) = —0,9(z), illetve egy

ponttoltés tereit kaptuk vissza!

2. Adott egy R sugari gytirli, A toltéssiirtiséggel. A pont legyen a gyliri kdzéppontjatdl z tavolsdgra. Ellenérizze
a z > R esetet!
Megoldas:
Paraméterezziik az infinitezimélis keriileti darabokat a df infinitezimdlis szoggel, amihez a korgylirti darab
dl = dfR, a toltés dg = ARdA. A kor kozéppontjdtdl vald tavolsig dllandd, v R2 + 22, vagyis az infinitezimélis

potencial jarulékok mind szogfiiggetlenek, d® = kA \/%. A teljes potencidl ismét ezek Osszege a szuperpozicd
elvének megfelelGen:
2
R 2w Rk
B(2) = / A0k ] . (11)
o VR VR



Hasonléan kiszdmithat a térerésség is, mivel egy infinitezimélis darab térerdsségének nagysiga, dE(z) =
kA B9 tovébbd az (2,y) sikon valé szimmetria miatt E,, = 0, illetve dE, a dE(z) vetiilete a z tengelyre,

R2+22
dE, = cos QDdE(Z) = \/R§+z2 dE = (Rlzlizé()ifm

27
kR 2m Rkz A k2w RA
Ez(z):/ d—— s = s S E(r) = ——— (12)
0 (R? + 22) (R? + 22) (R? + 22)
Lathatd, hogy —a, RQIJFZQ = (R2+§2)3/2, ami igazolja az E,(z) — 0,®(z) Osszefliggést.
Megvizsgalva a z > R hatédresetet elGszor a potencidl esetén a kovetez6 sorfejtés kell végrehajtanunk:
2m Rk 1 R? 4l 2w Rk 3, 3
mz?ka)\z<l—Z2+o(z /RY) | = +o(R*/2°) (13)

ahol az utolsé 1épésben csak a legalacsonyabb rendii 1/z-s tagot hagytuk meg. Innen egyszeriien meg lehet adni
a térerdsséget, E, = —0,9(z) = QWZRQ’“)‘. Vagyis "nagyon messzir6l” nézve a korgylrii ponttoltésnek latszdodik,
ahol a megjelend ”effektiv ponttoltés” a kor teljes, ¢ = 2wk toltése.

. Adott egy R sugarti korong, amelyen o mennyiségii homogén toltéssiiriiség helyezkedik el. A pont legyen a
korong kozeppontjatdl z tavolsagra. Ellendrizze a z > R, és az R > z eseteket!

Megoldas:

Mivel tudjuk, hogy egy r sugari homogén toltéseloszliisi kor potencidlja, illetve elektromos tere, dg = 27wrdro
0OssztoOltés esetén:

B 2rkrodr

do(2) \/ﬁ (14)
dE.(2) = 2wkrozdr (15)

(r2 + 22)3/2
FelGsszegezve minden ilyen dr vastagsagu korivre 0-t6l R-ig a kovetkez6 eredmények adédnak:
R

2nkor
®(2) = dr—— = 2nko(VR2+ 22 —|2|),
) 0o Vrr422 ( H)

R
2wkro 1 1 .
EzZ: dTiZQZﬂ'kO' _—— :27‘(’]{;0’ son(z) - ——— —>Er:EZZ.
) /0 (r2 + 22)*/? (IZI \/Jm) <g() m) (r) ()

Rogton lathatd, hogy teljesiil a E,(z) = —0,®(z), mivel —9,|z| = —sgn(z), illetve —0,V R? 4 22 = —ﬁ.

Most vizsgéljuk meg a R > z hatdresetben vV R2 + 22 —|z| = R+ % —|z|+0(2%/R?) = R(l - % + o(zz/RQ)),

ahol az utolsé 1épésben, kiemelve R-el a zardgjelen beliil elhagyhattunk minden z/R-nél magasabb rendii tagot,

vagyis az adott hatdresetben a potencidl, illetve a megfelel$ derivélds utdna térerésség, E,(z) = —0,P(z):
Y p— "ZJ
®(z) ~ 2rkRo 7 (16)
E.(z) = 2nkosgn(z) — E(r) = 2rkosgn(z) z, (17)

Az eredmény hiien tiikkrézi azt amit vartunk, a korlap méreténél jéval kozelebb a korlaphoz a tér vezetérendben
visszaadja a kondenzédtoroknal tanult kifejezést!

Most az ellenkez$ hatdreset, z > R: VR? + 22 —|z| = 2|R—22‘ + 0(R?/2%), innen egyszertien ismét a potencidl és a
beléle szarmaztatott elektromos tér:

ko R?
O(z) = E

ko R? wkoR? |
E.(2)~ = — E(r) = 2

Ami ismét nem masnak felel meg mint annak az esetnek, amikor nagyon messzirél tekintve egy toltés elrendezést,
az vezetOrendben ponttoltésnek latszédik, a rendszerben 1évo Gssztoltéssel!



III. ALAPVETO ELEKTROMOS TER SZAMOLASOK A GAUSS TETEL ALKALMAZASAVAL

Szamolja ki a kovetkezd rendszerek elektromos térerdsségét a megadott pontokban!

1. Adott egy végtelen hosszusagu palca A mennyiségii homogén toltéssiiriiséggel. A pont legyen a palcatdl r
tdvolsdgra. Vesse Ossze az eredményt a véges palcara talalt eredménnyel, ha a palca hossza a végtelenbe tart!
Megoldas:

Vegyiink egy henger feliiletet egy tetszéleges r tavolsdgnal a z tengellyel parhuzamosan, amely a Gauss-tételben
megjelend feliilletként fog szolgalni, ekkor a végtelen hosszi vonalat korbedlelé hengerfeliiletre a Gauss-tétel:

y§d2f E(r) = Q (18)

€o

Esetiinkben egy hengereszimmetrikus teret integrdlunk egy fix r sugart hengerre: ¢ d?f E(r) = 27r fOL dzE(r) =
AL,
€0 :

. 2kA,
E(r)=E.(r)t = —Tt (19)
r
Ahol a vonalvezet6 végtelen hossza miatt a rendszer transzlaciés szimmetriaval bir, vagyis tetszOleges véges L
darabon érvényesnek kell lennie a Gauss-tételnek!
A véges méretil pdlca esetén a kovetkezd erdményt kaptuk, F,.(r) = @ m, most sorbafejtve vezetérendig:
'

By(r) ~ 22 (20)

mivel legelsé rendben W =1+ O((T/L)2>.

2. Adott egy végtelen feliilet o toltéssiiriiséggel. A pont legyen a feliilettdl z tdvolsdgra. Vesse Ossze az eredményt
a véges sugaru korongra taldlt eredménnyel, ha a korong sugara a végtelenbe tart!
Megoldas:
Ismét alkalmazzuk a Gauss-tételt, ehhez vegyiik a végtelen feliillettol +z tavolsagra 1évé végtelen feliileteket,
a rendszer 2 dimenziés transzlacids szimmetridja miatt ismét elegendé tekinteniink egy A teriiletii négyzetet a
Gauss-tételhez, illetve ekkor az elektromos tér is csak a z irdnyu lehet és csak z-t6l fiigghet:

yﬁ PEE(r) = 24F.(2) = 27 5 B(2) = L sen(2) 2, (21)
A €0 260

ahol az sgn(z) eredete, hogy a Gauss-tétel felirdsa el6tt mér ilyen irdnydnak tételeztiik fe la teret szimme-
triaia megfontoldsokbdl. Osszevetve a korlapra kapott eredményiinkkel, ahol a véges sugér esetén E. (z) =

QWka(sgn(z) - \/R%“), ami vezetérendben, ha R > z, sgn(z) — %\/ﬁ = sgn(z) + o(z/R), vagyis a
Z z

z/R < 1 limeszben éppen visszakapjuk, hogy FE.(z) = 2rkosgn(z) .

3. Adott egy R sugaru géomb amelynek térfogati toltéssiiriisége p, feliileti toltéssiiriisége o. Szamolja ki a gémb

elektromos terét valamint potencialjat az r < R és r > R régidkban a Gauss tétel segitségével! Igazolja, hogy a

feliileti toltésstirliség az elektromos térerdsségben 2 nagysdgu ugrdst okoz!

Megoldas:
Vegyiink egy tetszélegs r < R sugard gdmbdt amiben sszesen Q(r) = %"r?’p toltés helyezkedik el, ekkor az r
sugaru gombfelszint tekintve a Gauss-tételben, az elektromos tér gémbszimmetrikussdga miatt:
4 . k
yﬁdQ fE(r) = 4nr2E, (r) = grdp S E®r) = %f - %f (22)

Most tekintsiik a gémbon kiviili teret, amikor az » > R sugart gomb magaban foglalja a gomb teljes toltését,
Q= %R?’ p, illetve amihez még hozz4 kell venniink a feliileten 1év6 toltéseket is, Q — @ + 47 R%0 ekkor hasonlé
megfontolasok alapjan a kovetkzé Gauss tételt irhatjuk fel:
Q+ 47TR20') R
g

_QrdnRo i,y HQF

(23)
€o r

% d*f E(r) = 47rE,(r)

Most megmondhatjuk, mekkora a véltozédsa az elektromos térnek a felilleten 1év6 toltéseknek koszonhetoen,
AE,.=E.(R+0)—E.(R-0)= =



IV. GAUSS TETEL ALKALMAZASA - INHOMOGEN TOLTESELOSZLASOK

(Megoldast 1d. a weblapon.)

Szamolja ki az elektromos teret a kovetkezo esetekben. Készitsen vazlatot is réla a relevans tavolsig fliggvényében.

1. p(r) = ar inhomogén toltésstirliségli, R sugard gdmb esetében, az origétdl r tavolsigra.
Megoldas:
Vegyiink ismét egy tetszéleges r sugaru gombfeliiletet a Gauss-tételhez, ekkro a tér gémbszimmetrikussdga miatt
$ A2 fE(r) = 4mr?E,.(r) = A1) ahol a toltést explicit térfogati integraldssal tudjuk meghatédrozni:

o ’

rd

Q(r) = /dgr p(r)=4r [ d’ () o’ = 471'0:2 = amrt, (24)
0

ahonnan a tér E(r) = ar’ g

2. Egy bizonyos régiéban az elektromos tér E = kr®# (gdmbkoordinatdkban), ahol k egy konstans.

(a) Szamolja a ki teljes toltést, amelyet egy R sugari origd kozépponti gémb tartalmaz!
Megoldas:
Alkalmazzuk visszfele a Gauss-tételt, vagyis hasonldéan eljirva mint a kordbbi példdkban egy R sugari
gbmbre vett feliileti integral értéke:

QR)

47R?E,(R) = 4nkR° =
€0

— Q(R) = 47k R%ey. (25)

(b) Szamolja ki a t6ltéseloszlast!
Megoldas:
Definicié szerint dQ(R) = p(R) 4w R*dR, ahol

_ dQ(R)
dR

dQ(R) = Q(R+dR) — Q(R) dR = 20mkegR*dR = p(R) 47 R*dR — p(R) = 5eokR%.  (26)

V. ELEKTROMOS KETTOSRETEG

(Nem keriilt sorra.)
1. Adott két R sugari korlap, az egyiken 4o, a médsikon —o egyenletes toltéssiiriiséggel, ugy, hogy Ossztoltésiik +Q).

A két korlap egyméssal parhuzamosan helyezkedik el az xy sikkal parhuzamosan, kozéppontjuk a z tengelyen a
+4/2 pontokban van.

(a) Irjuk fel a két korlap eredd elektromos térerdsségét a z tengely mentén!

Megoldas:
Tudjuk a IT/3-as feladatbél, hogy ekkor a két tér ellentétes iranyi EF(z) = +2nko (sgn(z) - V%) )

ahonnan a teljes tér:

2-82 a1
VR +(=3/2° R +(z45/2)°

E.(z) =2nko | sgn(z +0/2) —sgn(z — 6/2) + (27)

(b) Vegylik azt a hatdresetet, amikor 6 — 0 Ugy, hogy 0§ = 7 dlland6 marad (elektromos kettdsréteg 7 felileti
dipdlsiirtiséggel)! Mennyi az elektromos térerdsség a z tengely pontjaiban?
Megoldas:



Most fejtsiik sorba a J\/% kifejezést, ahol o — oo, § — 0, igy hogy od = all.:
z2F0/2 z2F0/2 1 z2F0/2 1
? %R 2 ¢ R 2
VR4 (5 6/2)° e V1+(/R) F 26/ R?
(28)
2
~y 2T 5/ 14 20 :
R\1+¢/R \ 2R (1+(:/R)?)
3 . , g s . . ~ oé/2 ‘. -~ 2268
Most véve a két tag kiillonbségét, lathatd, hogy csak a :FiR\/W és a j:—2R3(1+(z/R)2)3/2 tagok

fognak megmaradni:

od 22 2T
E.(z) = 2k ( - R2> = (29)
R3\/1+(z/R)? \1 +(/R)? R(l +(z/R)2>3/2

Ezt kovetben mér csak a ketté sgn fiiggvényt kell megfeleléen sorbafejtentink, 27kosgn(z £4/2) =
2rkosgn(z) £+ 2wkTd(z), amibél az els6 tag kiesik a 4-os tagok Osszegzése utan, tehat végeredményben:

1
R(l +(Z/R)2)

E(r) =2n7| §(2) — (30)

3/2

(¢) Széamolja ki az elektromos potencidlt a z > 0 és a z < 0 félegyenesek mentén! Mennyi a kettds réteg két
oldala kozott a potencialkiilonbség? Mi ennek a szemléletes fizikai magyarazata?
Megoldas:
Most szamitsuk ki ismét hasonld sorfejtések segitsévéel a portencidlkiilonbséget a két réteg 16z6tt, ahol a

potencial ®4(z) = :l:27r0< R24+(276/2)° —|2F 5/2|>. Sorba fejtve az elsé tagot, eldszor a gyok alatt

vezetSrendig & szerint, vVRZ + 22 F 20 ~ VRZ + 22 (1 T ﬁ) = VRZ+22F 2\/;737%, amibdl a két
tag kiilonbségét vége csak a mdsodik fog megmaradni, &4 (z) + ®_(z) — ﬁ. Most végezziik el a

vezetOrendbeli sorfejtését a |z F §/2| tagnak:
125 6/2] =|2] % 6/2sgn(2) (31)

amibdl a két tag Osszeaddsa utdn csak a 0/2sgn(z) marad meg, Osszességében a potencidlra a kovetkezd
kifejezést adva:

z sgn(z))

P(z) =277 — , 32
=2r( (32

Léthto, hogy telejsiil ismét a E,(z) = —0,P(z) Osszefiiggés, hiszen 0,sgn(z) = 20(z), ileltve 76ZR++2:2

—1
R(1+(z/R)?)**"



