1. Elektrodinamika gyakorlat
Vektor kalkulus - ismétlés

Jelolések:
grad f =V f
divv=V-v
rot v=V xv
ahol

900
ox y

V=X Jy 0z

a nabla operator, - a skaldris és x a vektoridlis szorzatot jeloli. A Laplace operdtor

I. SZORZATOK DERIVALASA

Bizonyitsa be az aldbbi azonossdgokat!

1.

V-(fv)=fV-v+v -Vf

Megoldas:

Alkalmazzuk az indexes jelolésmddot, V-v = 9;v; vektormez esetén a divergencia, ami egy skalarmennyiség
és az Einstein konvencié alapjén az ¢ index szerinti Osszegzés értendd, illetve (V - f), = 0;f, skalartér esetén
a gradiens, ami egy egy vektormennyiség, i a vektor komponenseit indexeli, ami a skaldrtér/tobbvéltozds
fiiggvény ¢. parcidlis derivéltja.

V- (fv) = 0i(fv); = 0:i(fvi) = (0if) vi + f(Oivi) = (V) vi + f(V0) =(V - [)v+ f(V-v) (1)

Vi(uxv)=(Vxu)-v—u-(VxXvV)

Megoldas:
Ismét alkalmazzuk a rotaciéndl tanult indexes kifejezést, (V x v), = €;;,0;vy, illetve hasonléan két vektor
keresztszorzata esetén, (u X v); = e;;xu;v;. Alkalmazva a divergencia indexes kifejtését:

V(uxv)=0i(uxv); =0i(eijru;vr) = €ijr0i(ujvr) = €iji [0i(uj) v + u;0i(vi)], (2)

ahol az utolsé 1épésben egyszertien csak alkalmaztuk az u;vy szorzatfiiggvényre vonatkozé derivalasi szabalyt.
Az Osszeg elsé tagja ezt kovetéen a Levi-Civita szimbdélum indexeit ciklikusan permutdlva, €ix = €pij, a
kovetkezdképpen irhaté fel:

vkaijk&uj = ’Uké‘kijaiu]' = ’Uk(v X u)k E(V X u) - V. (3)

A maésodik tag esetén hasonléan jarunk el, azzal kiilonbséggel, hogy most a Levi-Civita szimbdlum antiszim-
metrikus tulajdonsagat haszndljuk fel, ;;, = —€ji:

Uj€ik 050k = —Uuj€ix 00 = —u;(V X v)j =-u-(Vxv). (4)

Osszerakva a (?7)-es egyenlet két tagjat a végeredmény egyezik a kivant kifejezéssel! Természetesen mindenhol,
ahol kétszer fordult el egy index, fiiggetleniil attdl, hogy ezt éppen milyen betiivel jeloltiik, Gsszegzést kellett
érteni az Einstein-konvenciénak megfeleléen!



II. GRADIENS/GAUSS/STOKES-TETEL

1. Adott a kovetkezd vektormezd:

v = (222 + 3yH)y + (4y2*)z. (5)

Adott ezenkiviil a kovetkezo feliilet: egy egységnégyzet, amelynek az egyik sarka az origéban, két oldala pedig
a pozitiv y, z tengelyek mentén talalhatok.

(a)

Szédmolja ki a vektormezd rotacidjat!

Megoldas:

Azokban az esetekben, amikor ismerjiik a vektormezé alakjat egy adott koordinata-renszerben, elonyosebb a
rotécié (avagy egyéb differencidl operdtor) ismert alakjat haszndlni, ami a legegyszer(ibb esetben, Descartes
koordinédta-rendszerben a kovetkezo:

Oyv; — 0,0y
V xv(r) = |00y — Ozvz | . (6)
02Uy — OyUy

Esetiinkben v, = 0, vy = 2xz+3y2, v, = 4yz?, ahonnan Oyve = 0,V = 0; Oyvy = 22, 0,0y = 225 0,0, = 0,
dyv, = 42°, aminek segitségével visszahelyettesitve (??)-ba:

422 — 2z
V xv(r)= 0 (7)
2z

Ellenérizze a Stokes-tétel érvényességét erre a vektorfiiggvényre az adott feliileten!

Megoldas:

Az egységnégyzet széleinek koordintétéi: (0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(0,1, 1), a pontokat 6sszekotd élek mentén
vett vonalintegrdl elvégzéséhez a természetes paraméterezés a t € [0, 1] segédvaltozd segitségével, illetve
feltiintetve a vektormezo t fiiggését is:

z(t) =0

(0,0,0) —(0,1,0) : y(t) = t,2(t) = 0,v,(t) = 3t3,v,(t) = 0,

(0,1,0) = (0,1,1) : y(t) = 1,2(t) = t,v,(t) = 3, v,(t) = 4¢2, (8)
(0,1,1) =(0,0,1) : y(t) =1 — ¢, 2(t) = 1,v,(t) = 3(1 — ), v, (t) = 4(1 — t),

(0,0,1) =(0,0,0) : y(t) = 0,2(t) =1 —t,vy(t) = 0,v,(t) = 0.

A vonalmenti integraldst a megszokott médon végezziik el: [, dru(r) = fttol dtr(t)v(r(t))

= fol dt [&(t)ve(t) + y(t)vy(t) + 2(t)v.(t)], ami tetszéleges egymas utani szakaszdarabokra is igaz.
Beirva ezeket az értékeket és véve a megfelel6 szakaszokat, Gsszességében elegendd egy integralt leirnunk,
mivel mind a négy szakasz mentén az integraldsi ¢ valtozd 0-tdl 1-ig valtozik.

/1 dt [3t2 F4£2 - 3(1— t)Q] = 4/3. (9)
0

Most a Stokes-tétel alapjan teljesiilnie kell(ene), hogy erre az egységnégyzetre vett feliileti integrdlja a
v(r) vektormezének megegyezik a fenti vonalintegrélds altal kapott értékkell A Stokes tétel alapjan
Jocopdr v(r) = [Ld*f - (V x v(r)), a vektortér rotacidjanak adott feliiletre vett integral értéke mege-
gyezik a feliilet hataran hizodé gorbére vett vonalintegrallal.

Feliileti integralok kiszdmitdsahoz, kett6 segédparméterre van sziikségiink, (u,v) € [0, 1]27 ami paraméterezi
a feliiletet, esetiinkben ezekkel a kovetkezéképpen fejezhetjiik ki az x,y, z koordinata valtozokat, illetve a
v(r) vektortér elemeit:

z(u,v) =0, y(u,v) = u, z(u,v) = v (10)
v (u,v) = 0, vy (u,v) = 3u?, v, (u,v) = duv?



Ekkor afeliileti integrél egyszertien, tudva, hogy feliilet normalis vektora —z irdnyd, d’f = —dudv X

/du/ dv x - (V x v(r(u,v) /du/ dv x - /du/ dv4v? = 4/3. (11)
2v

Lathatéan a két eredmény megegyezik, engedelmeskedve a Stokes-tételnek!

III. PARCIALIS INTEGRALAS

Mutassa meg a kovetkez8 azonossdgokat! Az [i,...d%, [....d*f, [ ...dl jelolések térfogati, feliileti, valamint
vonalmenti integralokat jelentenek.

1.
/ f(V-A)dPr = —/ A (Vf)dPr +/ fA - d*f. (12)
1 1% F
Megoldas:
Hasznéljuk az 1. feladatban levezetett azonossagot V- (fA)=(Vf)-A+ f(V-A). Ezt kombindlva a Gauss-
Osztrogatszkij torvénnyel, fv dPrV-v(r) = [ oV d?f v(r), vagyis adott térfogatra vett integrélja egy tetszéleges

vektormezd divergencidjanak megegyemk a vektormezonek térfogatot lezard zart felillere vett integraljaval, a
kovetkez6 adddik:

/d3rV~(fA):/ defA:/d3rA-(Vf)+/d3rf(V-A). (13)
1% F=8V 1% 1%
Ezt atrendezve mar konnyedén kovetkezik a bizonyitani kivant egyenléség.
2.
[ BEC ) [ g BOD [ ¥ B )
1% r—r/[? F v — x| 1% r—r’|
Megoldas:
Hasznéljuk fel az elézd részfeladatban kapott Osszefuggést, az A(r) = B(r), illetve f(r) = = r,‘ megfelel-
tetésekkel! Ekkor egyszertien kiszamolhaté a V f, ugyanis tudjuk, hogy egyrészt r = \/2% 4+ 23 + 3, illetve
1 01 or 01 xT; 1 r
i — = —_ = —_— = —— — = — —. 1
87“ Ox;r  Ox; Orr r3 %V<r) r3 (15)

Innen pedig, mivel csak konstans eltolast, illetve egy —1-el valé szorzast alkalmaztunk az argumentumban,

L a kérdéses gradiens is hasonléan adhaté meg;:

Trf v/ —r[”

/_
v_1 __r-r (16)

ot P

Tehédt belattuk, hogy ha (most, midén az integrdldsi véltozé az r') A(r') = B(r'), illetve f(r') = ﬁ,

visszakapjuk az els6 részfeladatban belatott Osszefliggést, ahol még atrendeztiik a két térfogati tagot a tuloldalra,
amivel az allitdsunkat beldttuk.

IV. A GAUSS ES A STOKES TETELBOL KOVETKEZO TOVABBI TETELEK

Bizonyitsa be a kovetkezd allitasokat! Az [, ..d°r, [, ...d*f, [ ...dl jelolések térfogati, feliileti, valamint vonalmenti
integralokat jelentenek.



L [, (VT)dr = §,, Td*f

{Javaslat: Alkalmazza a Gauss tételt a v = cT kifejezésre (ahol c egy konstans vektor), és alkalmazza a
szorzatmez&k derivdldsdra érvényes szabélyokat.}

Megoldas:

Hasznaljuk a segitséget, azaz vegytik az dltalanos kifejezést, az altalanossag megcsorbitasa nélkiil, v = ¢T’, ahol
c egy konstans értékli vektor. Ekkor a v vektormezore hatatva a nabla operatort, azaz véve annak divergenciajat
az 1. feladat alapjan egyszerien V -v =V -(cT) = ¢ - VT. Ennek ismeretében alkalmazzuk a Gauss-tételt a v

vektormezére:
/ d®r V - (cT) :/ d®rc-VT :55 d*f cT. (17)
\4 14 ov

Mivel c egy konstans értéketi vektor kihozhaté az integralas elé, ekkor az masodik kifejezést, c - fV VT, dgy
kell értelmezniink mint a ¢ vektor és az infinitezimalis térfogatelemekkel beszorzott V1 gradiensek Osszegének,
ami tovdabbra is egy vektor, a skalarszorzatat. A harmadik tag esetén, c - f av d2f T, pedig arrél van szé, hogy
a ¢ vektort skaldrisan szorozzuk a d*f infinitezimalis feliilet vektorok és T adott feliileti pontban felvett értékek
szorzatainak Osszegébdl kapott vektorral. Vagyis ekkor minden v = ¢T' és igy minden c esetén teljestilnie kell,

hogy

c-/ d*rVT = c-yg d*f T, (18)
\4 ov

ami viszont csak Ugy lehetséges, ha a c-el skalarisan szorzott két tag is megegyezik, a 3 dimenziés szokasos
skalarszorzatos tér teljessége miatt, amivel allitasunkat igazoltuk!

2. [([TV2U + (VT) - (VU)]d*c = §,,,(TVU) - d*f
{Javaslat: Alkalmazza a Gauss tételt a v = TVU Kkifejezésre.}

{Megjegyzés: Ez Green 1. azonossiga.}

Megoldas:

Az dtmutatasnak megfelel6en ismét alkalmazzuk a Gauss-tételt, de most a v = TVU Kkifejezésre. Ekkor ismét
az 1. feladat alapjan, illetve a Laplace operatort A = V2 médon jeldlve az egyértelmiiség kedvéért:

/d3rV~(TVU):/ dPr VT - VU +TV?U = ¢ d*f-(TVU) (19)
14 Vv oV

Ahol csak alkalmaztuk, mégegyszer kihangsilyozva, hogy V(TVU) = VT-VU+TV (VU) = VT -VU +TV?U,
illetve a masodik egyenléségnél alkalmaztuk a Gauss-tételt!

V. DIRAC §-FUGGVENY

1. Vézolja fel a

v = s (20)

vektorfiiggvény “erdvonalait” (r = (x,y,2),r = /22 + 3% + 22).

2. Szamolja ki v divergencidjat. Miért meglepo ez az eredmény a felvazolt vonalakkal 6sszehasonlitva?
Megoldas:
A divergencia operator gombi koordindtrendszerben:

A(r?v,
1 (o) ! g(w;sin&)—&— L v,

V.VZTQ or rsin @ 00

21
rsinf Oy’ (21)
ahol v, =1 -v, vy = 0 - v, v, = ¢ - v. Esetiinkben v, = vg =0, v, = r% Ekkor a divergencia kiszamitdsanal
csak az (?7)-es egyenlet elsd tagjat kell tekinteniink:

10(r’5)

VvEET e

=0, (22)



mivel egy konstanst kell derivalnunk r szerint! Ez azt sugalland, hogy ez az erdtér forrdsmentes, ami intuitivan
ellentmond annak az er6vonalképnek, ami nyildvnvaléan olyan képet ad nekiink, mintha az erGvonalak egy
pontszeri forrasbdl szarmaznanak.
3. A Dirac J-fliggvény segitségével megoldhatjuk a fenti “paradoxont.” A
r
& (23
vektormez6 divergencidja nulla minden pontban, az origd kivételével, ahol viszont szingularis. A harom-
dimenziés Dirac §-fliggvény definiciéjabdl kiindulva

Afw%ﬁm:ﬂm (24)
A Gauss tétel

/dSr(V-A(r)):/ d*f - A(r) (25)
14

F

segitségével mutassa meg, hogy

ry _ 3
v (r3) = 4783 (x), (26)
valamint, hogy

v? C) = —4783(r). (27)

Megoldas: A hiba tehdt onnan szdrmazik, hogy a v = 5 az r = 0 nincs definidlva, ott a vektortér szinguldris.
Hogy feloldjuk az ellentmondést és informdciét szerezhessiink arrdl, hogy miként lehet értelemzni ennek a di-
vergenciat az r = 0-ban, tekintsiik a térfogati integraljat egy R sugart gombon beliil a kérdéses kifejezésnek,

V(r%) és hasznéljuk a Gauss-tételt:
r r
dPPr V(= =§£ d*f - —. 28)
/VR (T’g) F=0Vg 7”3 (

A feliileti integralnal a sugédr hossza dlland6, r = R, tovabba ha attériink gombi koordinatakra, az integralasi
mérté ka kovetkez6 alakot 6lti, d?f = dp d@ sin § R+

27 ™ - 2 ™
/0 d@/o do Sin@f]‘#% :/0 d(p/o df sin6 = 4n. (29)

Vagyis adott egy kifejezés, “fiiggvény” minden r € R?
left0 zérus, mig a nulldban oly médon szingularis, hogy az itnegralja minden R > 0 esetén:

/V d3rV<:2> =47 (30)

Ez definicié szerint azt jelenti, hogy V(T%) = 47)(r).

VI. VEKTOR DERIVALT SZAMOLASOK

Szamolja ki az alabbi derivaltakat!

L. rot =%
Megoldas:
Alkalmazzuk ismét az indexes szdmoldst, illetve a kordbban az 1-re levezetett szabdlyt dltaldnosan, 0;f(r) =

UM 2 4 v f(r) =10, f(r)

T or

mXxr mix ;
T0t7r3 = €ijkEkin0j (47“3”) = €ijkEkinM [—3 5 + ] . (31)




Most alkalmazzuk a két Levi-Civita szimbélum szorzatdra vonatkozé Osszefiiggést, €;jnerin = 6idjn — Oindji,
amit visszairva és egybeejtve a megfelel6 indexet a kovetkezot kapjuk:

Tilj
J 75

; 0 o
Si16im — Sundi)my |—320%d 4 G| gy, TV g,
J ] 7"3

1 1
715 7"5 + 3’/77,171*3 — mj57lj5inﬁ, (32)

ahol a harmadik tagban 1év6 3-as szorzé egyszertien csak a d;,0;, = d;; = 3 dupla indexre valé Osszegzésbol

jott. Az utolsé tag eredménye pedig fmj(;ijr% = —74. Ami igy Osszességében a kovetkezét adja:
mxr 3r;m - r —m;r? mxr 3m-r)r—mr?
(rot 3): ¢ ——— —rol—jg :( )5 . (33)
r ; r r r
2. grad 2y
Megoldas:
Irjuk ki definicié szerint a kérdéses gradiens, mint vektor ¢. komponensét:
pr\ . (PiT;\ Ti\ i Ty | pi TipjT; i ;p - X
0 (55) = (%5) < pa(5) = [f -57] < st _gmen
Azaz vektorosan kiirva gradiens értéke:
2
p'r prf=3@p-rr
rad = . 35
grad = - (35)

VII. SZAMOLASOK DIRAC §-FUGGVENNYEL

Szamolja ki az alabbi integralt!

L [, (r*+r%(r-c)+c*)63(r —c)dr, ahol V egy 6 egység sugari gomb az origé koriil, és ¢ = 52 + 3§ + 22, amelynek
hossza c.
Megoldas:
Definicié szerint [, d®rf(r) 63(r — c) = f(c), ha c € V, egyébként pedig nulla. Alkalmazva ezt arra az esetre,
ha V az origd kozépponti R = 6 sugart gomb és ¢ = bk + 3y + 2z, elegendd csak azt megvizsgalnunk, hogy
mekkora a konstans c vektor hossza, |c| = v/38 > 6, vagyis a pont nincs benne az integraldsi tartomanyban,
ami lenulldzné a Dirac-delta argumentumat, vagyis az integral értéke = 0!



