Mechanika 1 4. Hazi feladat Mozgés centralis er6térben

1. kis-ZH feladatok

1. Egy rugalmas gumiszal egyik végét egy vizszintes, surlédasmentes asztalhoz szogeltiik, a masik
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végére egy m tomegi kicsiny tomegpontot erdsitettiink. A gumiszal nyujtatlan hossza elhanya-
golhatod, a benne ébredo feszitoerd a megnytlassal ardanyos, ezért a tomegpont egy

1
V(r)= §D r?

centrélis potencidlban mozoghat.

(a) frja fel a tomegpont mozgasegyenletét, sikbeli polarkoordinatakat hasznalva tgy, hogy az
origd a vonzd potencial centruméban legyen!

(b) Feltéve, hogy ismeri a tomegpont L perdiiletét, adja meg a sugdrirdnyd mozgast meghatarozé
Verg(r) effektiv potencialt!

(c) Rajzolja fel a V.;/(r) effektiv potencialt!

(d) Ismerjiik a tomegpont E energidjat és L perdiiletét. Adjuk meg ezek (valamint a D és
m paraméterek) segitségével a tomegpont mozgdsa soran mért ry;, €S Tma.x minimélis és
maximalis origdtol mért tavolsagokat!

Surlédasmentes vizszintes asztal kdzepén egy kicsiny lyukat furtunk. A lyukon atvezettiink egy
vékony madzagot, ami a lyukon keresztiil surléddsmentesen mozoghat. Az madzag asztal feletti
végére kotottiink egy m tomegli tomegpontot, az asztal alatti végét pedig idoben allandé Fj erével
hizzuk!

(a) A fenti elrendezésben a tomegpontra mindig Fj nagysigi vonzderd hat a centrum irdnyaban.
Adja meg az er6tér V(r) potenciéljat!

(b) Feltéve, hogy ismeri a tomegpont L perdiiletét, adja meg a sugarirdnytd mozgast meghatarozé
Verg(r) effektiv potencialt!

(c) Rajzolja fel a V.;f(r) effektiv potencialt!

(d) Adott L perdiilet esetén adja meg, milyen rq sugaru egyenletes kormozgast végezhet a test?
Mekkora a T,;.. keringési id6?

(e) Az elébbi kérpalyan mozgo testet kicsit megloktiik, ezért a korpalya koriil oszcillalé mozgést
végez. Adja meg az oszcillacié T, periddusidejét! Hogy viszonyul ez T,;,..-hez?

Egy Ry sugaru vizszintes sikban fekvd hullahopp-karika egyik keriileti pontjat egy fliggdleges
tengelyhez rogzitettiik, majd a tengely koriil forgatjuk allandé wq szogsebességgel. A tengelyhez
képest a karika atellenes pontjan van egy m tomegi bogar, aki a karikdhoz képest allando vg
nagysagu sebességgel maszik az dbran jelolt iranyban. A bogar mozgéasat a karika sikjat leird, a
karikaval egyiitt forgd polarkoordinatarendszerrel kovetjiik, aminek origdja a fliggoleges tengelynél
talalhaté és a korpalya tengelyen atmend atmérgje jeloli ki a ¢ = 0 iranyt.

(a) Mutassa meg, hogy a korpélya polarkoordinatas egyenlete r(¢) = Acos(p)! Adja meg az A
allandét! (Az dbran rejtett segitség talalhato. :) )
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(b)
()
()
(e)

Feltéve, hogy ismeri a ¢ idoderivéltat, irja fel a korpalyan mozgd bogar sebességvektorat az
€, €, bazisban!

Mutassa meg, ha a bogar sebességének nagysiga (a karikdhoz képest) vy dllandé nagysag,
ugy ¢ is allando nagysagu. Adja meg -t ebben az esetben!

A forgd koordinatarendszerben a bogarra tehetetlenségi erék hatnak. Sorolja fel ezen tehe-
tetlenségi erdket, és adja meg Oket!

Mennyi munkat kell végeznie a bogarnak, amig kicsiny vy sebességgel mészva eljut az origéba?

2. Gyakorlo feladatok

Gyl. (A fenti 1-es feladat kis médositasa) Surléddsmentes vizszintes asztal kézepén egy kicsiny lyu-
kat furtunk. A lyukon dtvezettiink egy vékony madzagot, ami a lyukon keresztiil surlédasmentesen
mozoghat. Az madzag asztal feletti végére kotottiink egy m tomegli tomegpontot, az asztal alatti
végére pedig egy M tomegi téglat kotottiink, ami fliggélegesen mozoghat fel/le.

(a)

frjuk fel a két test mozgasegyenletét! Az asztalon 1év6 test mozgasat sikbeli polarkoordi-
natarendszerben irjuk le. Az asztal sikjaban mozgdé m tomegl test lyuktél mért tavolsagat
jelolje r. A fonal elegendGen hosszi, igy nem kell aggédnunk amiatt, hogy a leloégd tégla az
asztal lapjanak ttkozik.

Hasznéljuk ki a perdiilletmegmaradast! frjuk fel az r(t) sugdriranyd mozgast leiré mozgése-
gyenletet!

Mutassuk meg, hogy a mozgasegyenlet formailag megfeleltethet6 egyetlen tomegpont centrélis
potencidlban valé mozgasaval. Mekkora ennek a tomegpontnak a tomege? Mi az effektiv
potencial?

Ha ismerjiik a rendszer E energidjat és L perdiiletét, akkor milyen [r,,in, Fmaz] értékek kozott

valtozik az asztalon 1évo test lyuktél mért tavolsaga a mozgds soran?

Mi a feltétele annak, hogy az asztalon 1évé tomegpont egyenletes kormozgast végezzen? Ha
a perdiilet L, mekkora a korpalya sugara?

Mutassuk meg, hogy a korpélya stabilis. Kicsit kitéritve rola a tomegpontot, milyen pe-
riodusidejii oszcillaciokat végez a korpalya korul? Hogy viszonyul ez a kormozgas pe-
riodusidejéhez?
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Gy2. Beadhatd. Egy fliggélegesen tartott tolcsérbe bedobunk egy kis golyét, vizsgaljuk ennek mozgasat!
Az egyszerliség kedvéért vegyiik a tolcsért fejjel lefelé allé6 o nyilasszogli kupnak, a szimmetria
tengelye legyen fiiggoleges. Vegyiik azt a kozelitést, hogy nincs surlodas.

(a) Vegylink fel a kiphoz igazodé koordindtarendszert! A mozgast két koordinataval tudjuk
lefrni. Szamitsuk ki a koordinatarendszerhez tarsul6 egységvektorokat, beleértve a harmadik
egységvektort, mely merdleges a kup feliiletére.

(b) Szdmoljuk a tomegpont sebességét és gyorsuldsat ebben az egységvektor rendszerben kife-
jezve! Irjuk fel a mozgasegyenleteket! Felhasznalhatjuk, hogy a gravitdciés erének a kip
sikjdba es6 komponense a kdzéppont felé mutat, és nagysaga mg cos(«).

(c) Hatarozzuk meg a perdiilletmegmaradés torvényét! Ez torténhet akar a kiilsé 3-dimenzids
koordinatakkal, akar a bels6 mozgasegyenlettel.

(d) frjuk fel a sugar iranyd mozgasra vonatkoz6 mozgasegyenletet, illetve az itt kapott effektiv
potencialt, kihasznélva a perdiiletmegmaradast!

(e) Legyen a tolesér aljan egy r sugaru kor alakid lyuk. Milyen kezdeti feltételek esetén eshet ki
a goly6 ezen?

(f) A valésdgban persze mindig kiesik a goly6 a tolcsérekbél. Mi okozza ezt az eltérést, és hol
bukik meg a szamolasunk?

Gy3. Egy vizszintes sikon elhelyeztiink egy in. exponencidlis spiral alakd dréotpalyat, aminek polarkoordinatas
egyenlete az alabbi alaku:
(@) = Roe™?

ahol Ry egy hossziusag dimenziéju konstans. A spirdlra egy m tomegi kicsiny gyongyszemet
fliztiink, ami surlédasmentesen mozoghat a spirdlon. A gyongyszemet a ¢ = 0 helyzetbdl el-
inditottuk vy nagysagu sebességgel. Mivel a nincs surldédés, ezért mozgasa sordan a gyongyszem
sebességének nagysaga nem valtozik.

(a) Feltéve, hogy a pélya egy adott ¢ helyzetli pontjdban ismeri a gyongyszem ¢ szogsebességét,
adja meg a gyongyszem sebességvektorat.

(b) Tudjuk, hogy a mozgédsa sordan a gyongyszem sebességének nagysdga allandd, vg. Ezt ki-
hasznalva adja meg a gyongyszem ¢ szogsebességét a ¢ helyzet fliggvényében!

(c¢) Oldja meg az igy nyert differencidlegyenletet, azaz adja meg a @(t) fliggvényt! Haszndlja ki
a korabban megadott kezdeti feltételt!

(d) Adjameg a gyongyszem origéra vonatkoztatott perdiiletének L(t) nagysdgat az id6 fiiggvényében!

(e) Lathatéan a perdiilet nem marad meg. Milyen er§ forgatényomatéka okozza a perdiilet
megvaltozasat?

(f) Adja meg az emlitett er6 nagyasat az id¢ fliggvényében!
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