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6. ora: Vezetési jelenségek kvantumosan:
a Sommerfeld-modell
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Emlékeztetd: kvantummechanika, egy részecske:

hullamfliggvény tartalmazza a részecskéral az
0sszes hozzaférheto informaciot

elektron allapota: W(r)
komplex értékd hullamfiiggvény

, . , U(7) |2
helyének valészinlségeloszlasa: [ (7))

hely komponensének varhatéérteke: () — /d3r|\11(77)|2x _ /d37=\1;<7?‘)*x\1;(7?)
impulzus: Pz = —1ho,

A - 3 —\ k A —
impulzus varhatoértéke: ; (D) = /d rU(7) e W (7)
D

telies energia: 4 = o T 4

idéfejlédés a Schrédinger-egyenlet /9,0 = HU

Energiasajatallapotok: .
idéfliggetlen Schrédinger-egyenlet  HY = Ev



Ha tobb azonos részecském van egy rendszerben,
az egylttes hullamfliiggvényt
szimmetrizalni/antiszimmetrizalni kell.

Vagy bozonok vagy fermionok.

B ¥ v

<
() (2 1) = Caa Pa (2) Pa (1> T Cab Pa (2) “b (1 ) A Cha Pb (2) Pa (1) T Chb Pb (2) @b ( 1 )

Pa (1) Pa (2)
bozonok: cap = eha — § %2 (0 (1) @3 (2) + 95 (1) 9a (2))  hérom lehetséges szimmetrikus
B op (1) 0 (2) kétrészecske allapot

Caa = 0 \/§

fermionok: c.p = —Cpa —
Cpp — O

(Ve (1) @b (2) — @ (1) g (2)) €9y lehetséges antiszimmetrikus
' kétrészecske allapot

Az elektronok fermionok, azaz a sokelektron hullamfuggveény eldjelet valt két elektron
felcserélése esetén (antiszimmerikus hullamfuggvény).



Kovetkezmény: fermionokra érvényes a Pauli-féle
kizarasi elv. Két fermion nem lehet azonos
allapotban.

Az elektronok fermionok, azaz a sokelektron hullamfuggvény eldjelet valt két elektron
felcserélése esetén (antiszimmerikus hullamfuggveény).

. - ” .

Két elektron nem lehet ugyanabban az egyrészecske allapotban!
(Pauli 1924)

Wolfgang Ernst Pauli
(1900-1958)




Minden kvantumos részecske vagy bozon, vagy
fermion. Az elemi részecskék is

fermionok az anyag épitokovei

mass —
charge -

spin -

name —

Quarks

Leptons

bozonok az erok kozvetitoi
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Az Osszetett részecskék:
Fermionok, ha paratlan sok fermion van bennuk.
Bozonok, ha paros sok (pl. O vagy 2).

Three Generations
of Matter (Fermions)

fermion: | I 1l
proton = 3 kvark: 2u eS’ 1d mass . 2.4 Mev,c2 1.27 GeVlc’ 171.2 GeVlc’
neutron = 3 kvark: 2d és 1u charge -| 2 2 2 t
spin —| 34 u Y2 C b
name — up charm top
bozon:

4.8 MeV/c*

d

down

4.2 GeVjc*

b

bottom

104 MeV/c
S
b3

strange

pion = 1 kvark és 1 antikvark , lehet 3 féle:
u és anti-d, d és anti-u,

semleges pion:
(u és anti-u) + (d és anti-d)

Quarks

<2.2 eVjc* <0.17 MeV/c*l| [<15.5 MeV/c*?

0 0 0

1/2V e 1 V l_[ I/ZV'[
electron muon tau
neutrino neutrino neutrino
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Gauge Bosons



~1920, elmélet: fuggetlen részecskék gaza
alacsony homérsékletre tulhitve furcsan,
kvantumosan viselkedne

Eloszlasfliggvény: egy kvantumallapot atlagos betoltottsége o = Z Na Po (M)

o

Fermionokra Bozonokra
1 1
frp (5) - e(e—n)/ksT 41 far (C) — ele—n)/ksT _ 1

Fermi-Dirac eloszlas Bose-Einstein eloszlas

Enrico Fermi Paul A. M. Dirac Satyendra Nath Bose Albert Einstein
(1901-1954) (1902-1984) (1894-1974) (1879-1955)
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1990-es évek: atomi gazok villamgyors lézeres
tulhGtésével kisérletileg is kvantumos
kondenzatumot allithatunk el6

In 1995 (70 years after Einstein’s prediction) teams in Colorado and
Massachusetts achieved BEC in super-cold gas.This feat earned
those scientists the 2001 Nobel Prize in physics.

Magyarorszagon ilyesmi
kisérlet: Wigner FK, Domokos
Péter laboratoriuma

vakuumkamra, benne fémdarabka,

S.Bose, 1924 A. Einstein, 1925 E. Comell aram hatasara parolog

C. Wieman W. Ketterle
Light Atoms Using Rb and Na atoms

|ézeres tulh(ités (pl. Doppler-
effektussal) > ~100 nK, <1s alatt

transfer = Ak
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¥ isetropic spontanecus emission:
net momentum transfer =0




Kitéro: A litium melyik izotépja bozonikus,
melyikbdl lehet Bose-Einstein-kondenzatumot

csinalni?
6 = 7l 8y =
. LI LI LI
A} 6-os
Bl 7-es T
C) 8-

D) tobbis




Emlékezteto:

atom el6allitasa (elméleti recept):
1) vegyiik az atommagot:

N proton + A-N neutron,
2) ez létrehoz egy potencidlgodrot
3) ebbe tegyiink be egyesével

N elektront

4) mindegyik a legalacsonyabb energias . |z

Pauli-féle kizarasi elv miatt van
periodusos rendszer, kémia

Periodic Table of the Elements
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(Pauli-elv)
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Sommerfeld-modell: Fém = atomtorzsek elkent
hattere + vezetési elektronok sikhullam-
allapotokban

atom el6allitasa (elméleti recept):

1) vegyiik az atommagot:
N proton + A-N neutron,

2) ez létrehoz egy potencidlgodrot

3) ebbe tegyiink be egyesével
N elektront

4) mindegyik a legalacsonyabb energias
még szabad allapotba megy

(Pauli-elv)

fémkristaly el6allitasa (elméleti recept):

1) vegylink ~6e23 atomtorzset:
(atommagok+torzselektronok)

2) ezek létrehoznak egy téglatest alaku
potencialgodrot

3) ebbe tegyiink be egyesével
~ 6e23 elektront

4) mindegyik a legalacsonyabb energias
még szabad allapotba megy

(Pauli-elv)



N db. nemkolcsonhatod elektronbdl alapallapot =
minimalis energias allapot: “bedobaljuk a vodorbe”

Fémek legegyszeribb modellje: N db. m
vegyeértékld fématom egy téglatestben = Nm db.
elektron a téglatestben, periodikus hatarfeltétel



Szamolashoz praktikusabb doboz helyett
periodikus hatarfeltételt venni. Sok részecske =
feltlet kicsi a térfogathoz képest — hatar mindegy

Egy dimenziéban:

Mint a két végén befogott hir rezgései

V2 1 ik ik
xr) = ——=sinkx = et — e,
7
k=n—, n=1,2, L
L hi-

(&)

1 1kx 1
Yr(r) = ﬁe 7 F\: (G»%A* M\x}
k:n%, n=...,—2,—1,0,1,2,



Emlékezteto: sikhullam diszperzios relacigja,
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csoportsebesseg, effektiv tomeg
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o B

milyen sebességgel
terjednek a

hulldmfrontok

milyen sebességgel terjednek
a hulldamcsomagok

minden hulldmhosszhoz azonos fazissebesség
tartozik -> csoportsebesség is c



A megengedett k hullamszamvektorok egy kobos
racs pontjain vannak a k-térben

Kﬁcio\ : (CZ- o — Quc



Fém Sommerfeld-modellje, alapallapot: Nm
legalacsonyabb energias egyrészecske-sajatallapot
betoltve = Fermi-gomb. Tobbi Ures.




Sommerfeld-modell Képletekkel, 1 dimenzidban

Born-Karman periodikus hatarfeltétel voges moret —» cidikus™ hatarieltote:

i . .
— (p, x—¢,t) _ ikx _ A ik(x+L)
[//nerh , pnzhkn e Ae
); L ’x+L
-
k=n2Z. aholn=0.12 457 szamok ; ;
= nT, anoln=0,1,2, ... egeSZ Szamo LP(X) LIJ(X"'L): w(x)

A nivok betoltése N db. elektronnal (T=0 hédmérsékleten, alapallapotban)
érvényesul a Pauli-elv:

az elektronok egyre magasabb energiszintekre kerulnek Definiciok
a legmagasabban betoltott
. - 7 N T gk A p T
1d szemléltetés allapotsiriiség kg =——=—n allapot energiaja:
£ hossz 2L 2 a Fermi-energia
1 (térfogat) 232
i) L] h kF
|
L 2m
: ' N=2 — 2k
. . 2
. H I impulzusa:
. . a Fermi-impulzus
. . egy adott sajatallapotban -
- . csak 2 db. elektron lehet, Pr ‘f’ kg

e B i entetes spinnel

k




A kvantummechanika a szabad elektronok leirasara valészinldségi hullamfuggvényt alkalmaz: az
elektron megtalalasi valészinlisége a fémben egyenletes, |1//|2 mikézben terjedését a p =hk impul-
zus és a j valoszinUségi aramsriseég jelzi (lasd pl. 6sszefoglald eléadas 6. lapjan az A amplitadoju
sikhullamra vonatkoz6 szamolast).

Az elektronok lehetséges allapotait a hullamszammal jellemezhetjlik, amelyek egy véges méreti
rendszerben — a Born-Karman periodikus hatarfeltétel alkalmazasaval — diszkrét k, értékeket
vehetnek fel. A hullamszam novekedésévek a hozza tartozé energia-sajatallapotok értékei is
novekszenek. Az N darab elektront tartalmazé alapallapotu (T=0 K) rendszerben, a magasabb
energiaju nivok is betoltédnek, mivel a kvantummechanikai Pauli-elv* miatt azonos allapotban csak
2 db. elektron lehet (ellentétes spinnel). A legmagasabb betoltott nivd energiaja az Fermi-energia,
a hozza tartoz6 hullamszam a Fermi-hullamszam.

Egy egydimenzios fém esetében konnyl leszamolni az allapotokat, és ennek segitségével
meghatarozni az L (linearis) méretl dobozba helyezett N db. elektronhoz tartozé Fermi-energiat.

Az kovetkez6 lapon a 2- és 3-dimenzids szamolas lathato. Itt felhasznaljuk, hogy makroszkopikus
meéretl anyagra a k-térben az allapotok slrln helyezkednek el, és az allapotok szama a k-térbeli
allapots(r(iség és a betdltott allapotokat jellemzd gomb térfogatanak szorzata adja.

A legmagasabb energiaju betoltott allapotok ekvienergias felulete, a Fermi-feliilet, fontos szerepet
jatszik a fémek tulajdonsagainak leirasaban. (Fermi-felulet: azon k-térbeli pontok halmaza, amelyek
£ energiaval rendelkeznek).

*A Pauli-elv szorosan kapcsolodik ahhoz, hogy az azonos részecskék megkiilénbéztethetetlenek.



Sommerfeld-modell 2 és 3 dimenzidban

Fermi felulet

Definicio

a Fermi-energiahoz tartozé
elektron-allapotok a k-térben:
Fermi-felulet

1 dimenzié
ekvienergias felulet a k-térben:
2 db. pont

2 dimenzié
ekvienergias felllet a k-térben:
kor
Ak, = 27

L

3 dimenzio
ekvienergias felllet a k-térben:
gébmb

A kalium Fermi-felllete

@




A megengedett k hullamszamvektorok egy kobos
racs pontjain vannak a k-térben

Fém Sommerfeld-modellje, alapallapot: Nm
legalacsonyabb energias egyrészecske-sajatallapot
betoltve = Fermi-gomb. Tobbi Ures.

Fermi Surface




Sommerfeld-modell;: Fém=vezetési elektronok
Fermi-gombben

A nivok betoltése N db. elektronnal (3 dimenzid) A Fermi-hullamszam meghatarozasa
ervényesul a Pauli-elv: az elektronok az elektronlriségbdl:
egyre magasabb energiszintekre kerulnek
gy g g N k,‘? }\/ﬁz
h’k? jllapots(ir(isé Vzn: PR
[ . . aipae a 3
Az energianal kisebb energiaju 3 tsﬁogat
2m A legmagasabban betdltott
betdltott allapotok a reciprok térben egy l l allapot energiaja:
- — " .. V 4r .
‘k‘ sugaru gombom belll helyezkednek el N=2 — —k; oD
877 3 e h kg
" om
egy adott sajatallapotban impulzusa:
csak 2 db. elektron lehet, a Fermi-impulzus

|E Yk, === ellentétes spinnel g =
1] v L Pr =hkF

origo
_A\/I' i A Fermi-energiahoz tartozo6
> =y I elektron-allapotok a k-térben:
ik 2r Fermi-felllet
RGO a kalium Fermi-felulete
A k-terlbell gllapotsuruseg A Fermi-energiat a térfogategységre juté '
egyenletes: elektronok szama hatarozza meg: |
\%
N(k)= —a ’-2
3 ) 2
87 Ep =—3 (37r2n)'

2m



kis szamolas: tipikus értékek

A Fermi-paraméterek szamszer( értékei

szabad elektron tomeggel, és tipikus

elektrons(iriiséggel szamolva (6x1022 elektron/mol)

Fermi-energia:
r?.k.?_ r?.
— a E gF =1—3
2m 2m

€F

Fermi-hullamszam:

(37r2nf

3
ﬁznzk—F, kp=337’n
\'4 3z*
Fermi-sebesség: hk
VE=——
m

Tipikus értekek

_€F

B

Ip = k_ = 60.000-100.000 K

n=1023%—>kp= 10%cm™
cm’
VE= 108ﬂ
S

Allapotsiir{iséq
D(&)

A

D(&)de = N(k)d’k = N(k)-47k>dk

Die)=2 ¥

8 3

v/

o g

2 )
T h°

2]
4nk2(£} =
dk
k:Lﬂ(z_mj-‘\/g
275\

izotrép rendszer

D(ep) =2x102 222

eVmol
nivotavolsag:
~5x10 eV 2 5x1072°K

folytonos spektrum!




Példaszamolas: milyen gyorsak a Cu leggyorsabb
vezetési elektronjai?



Elektromos vezetés szemléletes magyarazata a
Sommerfeld-modellben: Fermi-gombot
elektromos tér eltolja

Equilibri
QLE':'e'mr\lium Diffuse scattering
distribution; % P: 1 P 4 .iNon—equilibrium Fermi

\ _/"7 : e distribution, f, due to
; g / electric field
/ // \\ i




Hoémérséklet hatdsa: Fermi-gomb felszine (Fermi-
felllet) elmosédik, ~k_ T energidval elektronok

bentrél kigerjesztodnek. Termikus egyensulyban
Fermi-Dirac-eloszlas

P(E) — 1 w: kémiai potencial = E_ Fermi-energia
E—p
ekBT 4+ 1
T=0K hémérséklet: éles hatar Homérséklet miatt a hatar
betoltott és be nem toltott allapotok kiszélesedik, kB T tartomanyban
k6zott (pl. 300K — 25.9 meV kiszélesedés)
1 ‘ 1 :
/_h[; /bF
< 05 < 05 .
= T=0 n T=1000 K
0 2 1 6 8 10 0 2 1 6 8 10



Sommerfeld-modell rovid osszefoglalasa

Drude-modell: fém=atomtorzsek kozott pattogd elektronok

Sommerfeld-modell: fém
= szabad (sikhullam) elektronok egy téglatest alaku potencidlgédorben

= Fermi-goémb

ap®
o A

il 2m A \
Fermi Surface &%@?
{a)




H-atom

Ha az elektron tomegét gondolatban 10-edrészére
csokkentem, hanyszorosara valtozik a H-atombeli
elektron alapallapoti energiaja?

A) 10
Bl 100

C) 1/10
Bl 1/100



