Fizika 1 — Mechanika orai feladatok megoldasa 6. hét

Rugderod
Rugalmas test alakvaltozasa esetén a rugalmas test végéhez rogzitett testre kifejtett erd.

Legegyszer(ibb esetben ezt az eré6t linedrisnak vesszik (Hooke-torvény).
Fr = _k'A'e, ah0| ‘BO

k a rugdéllandé [N/m] = [kg/s?],

D X
AL = 8- rugé megnyula
=2 {’Jola ugcl) ' egnyulasa, | AV re-r
€ a rugd aktuadlis hossza, €0 a nyugalmi hossza; 0L
irdnya: mindig a rugé nyugalmi hosszat visszaallitd iranyba mutat. F:
£<4g

Szokds a rugd megnyulasat x-szel jeldlni, ami a rezgémozgas képletében
a kitérést fogja jelenteni, ha a rezgémozgds egyensulyi helyzete a rugd nyugalmi hosszanal van.
Vegyiik fel az x tengelyt Ugy, hogy x=0 az €0 nyugalmi hossznal legyen, és x pozitiv iranya mutasson
a megnyujtott allapot irdnydba, vagyis x>0, ha megnyujtottuk, illetve x<0, ha 6sszenyomtuk.
A rugderd képlete az x megnyulassal felirva
vektorként:

Fr =—kxi,
skalarként

Fr=—kx.
A negativ elGjel azt jelenti, hogy a rugé altal kifejtett er6 mindig ellentétes iranyba mutat azzal,

amerre a test elmozdul a rugd nyugalmi allapotdanak megfelel6 ponthoz képest, mert a rugderé
mindig a rugo eredeti hosszat probalja visszaallitani.

Harmonikus rezgémozgas kinematikaja

A kitérés
X(t) = A cos(mt+@o), ahol
A: amplitudd, a kitérés maximalis értéke [m];
ot+@o = ¢(t): fazis [rad], azaz dimenzidmentes;
o: kérfrekvencia [s71], o =2nf= 2?117
T: periddusidd [s]
f: frekvencia [Hz], f = 1/T (jelolése sokszor f helyett v)
¢o: kezd6fazis, fazisallando [rad]; ez a fazis értéke a t=0 pillanatban.
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PLittA=2m;go=0;T=5s — f=1/5=0,2Hz; ®=2n/5=0,41=1,257sL.
X(t) = 2 cos(0,4m t) [m].

Rezgés kilonboz6 fazisallanddkkal:
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Azonos fazis: nemcsak x értéke egyezik meg, hanem v értéke is! (Adott kitérésnél kozeledik-e az
egyensulyi helyzethez vagy tédvolodik téle.)
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A sebesség
v(t) = x = —Aw® sin(wt+po);
a sebesség maximalis értéke vmax = A®, amit a test x = 0 esetén vesz fel.

A gyorsulas
a(t) = v = —Aw? cos(mt+@o);

a gyorsulds maximalis értéke amax = Aw?.

t(s)

AzdbranT=4s; o =1/2 s% azx [m], v [m/s], ill. a [m/s?] fliggbleges tengely nincs skaldzva.
Lathatjuk, hogy
a(t) = - x(t),
a kitérés és a gyorsulds ellentétes iranyuak,

ez jellemzi a harmonikus rezgémozgast.

A maximalis sebességet az egyensulyi helyzeten valé dthaladaskor éri el a test, ekkor vimax = Am.
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Csillapitatlan szabadrezgés

Rugd végéhez rogzitett test vizszintes, surlédasmentes sikon:
A mozgasegyenlet:

ma = Fr+ Fg + Fny I Fr $ Fry
A flggdbleges er6k eredé6je zérus:

ma;=Fny-mg=0 — Fny=mg. ‘l' Fe

Vizszintes sikban a rugder6 hat a testre:

max = Fr,
igy az x koordinatdra, azaz a rugd megnyuldsara felirhaté mozgasegyenlet:

mX = —kx .
Ennek a masodrendu differencidlegyenletnek a megolddsa az x(t) fliggvény, és az x(t) fliggvénybdl
derivdlassal elGallithatd a v(t) fliggvény. A fliggvények felirdasdhoz persze sziikséges a kezdeti
értékek ismerete is (xo és vy, ill. x és v értéke egy adott id6pontban).
A differencidlegyenletet nem fogjuk megoldani, hanem megmutatjuk, hogy a megoldas
harmonikus rezgémozgast ir le.

Harmonikus rezgémozgast végz{ test esetén a kitérés fliggvénye:
X(t) = A cos(mt+@o) .
Kérdés, hogy a létrejové rezgbmozgdas A amplitudodja, o korfrekvencidja és @o fazisallanddja mitdl
és hogyan fligg.
Ezeket abbdl tudjuk meghatdrozni, hogy a gyorsulas felirhaté
— egyrészt az x(t) derivalasaval:

v(t) = x = Ao sin(ot+@o)
2

a(t) = X = —Aw? cos(wt+@o) , azaz: X =—®?X;
— masrészt a mozgasegyenletbdl:

mx = —kx - X =—(k/m) x.
Ezek Osszevetésével lathatod, hogy ®?=k/m;

— a korfrekvencia

W= [—
m’

. . 2T . . s c
és mivel w = T ezért a periédusidé

m
T—2Tt\/%.

A korfrekvencia és a peridodusid6 tehat a rugdallandétdl és a rugd végéhez rogzitett tomegtél fligg.

Az A amplitudd és o fazisallando értékét pedig az xo kezdeti kitérés és a vo kezdeti sebesség
hatarozza meg:

X(0) = A cos(®-0+@o) = A cospo = Xo

v(0) = —Aw sin(®-0+@o) = —A® sin@o = Vo
Az egyenletrendszerbdl kifejezhet6
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az amplitudo:

2
Vo
= oo ()
a fazisallando:

¢, =arctg (—V—O) .

W Xp

Figyelem! A fazisallandé meghatdrozasakor mindkét egyenletet (xo = A cosgo és vo =—Awm singo)
figyelembe kell venni, és vigyazni kell az eljelekre!
Pl. xo=0, azaz cospo= 0 esetén (po=g vagy o= %ﬂ is lehet.
Qo = g esetén a test sebessége ( v(0) = —Am-sing ) negativ, azaz a rugé éppen nyomaddik 6ssze,

3 . . . 3 . . . -
Qo = ?ﬂ esetén a test sebessége ( v(0) = —Aoa-sm?1T ) viszont pozitiv, azaz a rugé éppen nyulik,
tehat vo elGjele fogja eldonteni, hogy melyik a j6 megoldas.

Ha a mozgdst ugy inditjuk el, hogy egy adott xo kezdeti kitérésnél kezd6sebesség nélkil elengedjiik
(azaz vo = 0), akkor A = xo és o = 0, tehat x = A cos(mt). Ezért el6nyds a cos(...) alaku feliras.

A maximalis sebességet az egyensulyi helyzeten vald dthaladdaskor éri el a test, ekkor vmax = Am.

Energia-megmaradas (Id. késébb):
Emech = % kA? = % MVmax® = % kx? + % mv? = konst.

Rugo végéhez rogzitett test fiiggbleges helyzetben:
A mozgasegyenlet
ma =F,+ Fg
Most kivételesen nem a fligg6legesen felfelé mutaté z tengelyt vessziik fel, hanem a rugé
megnyulasanak irdnyaba, azaz lefelé iranyitott x tengelyt:
mX = mg —kx, ahol x a rugd megnyulasa a nyugalmi hosszhoz képest.

£o £o 2o 2o Lo

Olyan rezgés jon létre, aminek az egyensulyi helyzete nem a rugé nyugalmi hosszanal van, hanem
ott, ahol az ered6 erd zérus:

Mg—kXxes=0 —

Xes = Mg/k  megnyulasnal lesz az egyensulyi helyzet, amikor a rugd hossza €o + Xes.
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Tehat az egyensulyi helyzetben Fe = 0; a tobbi helyzetben Fg és F,
ereddje az egyensulyi helyzet felé mutat.

A rugderd a fels6 szélsé helyzetben mutathat felfelé vagy lefelé is, 2o
attél figgben, hogy a nyugalmi hossz alatt vagy felett van a test.

Fr & Mo 0
Vezessiik be Uj valtozénak az egyensulyi helyzettél valo eltérést: i xs:-10
Y = X — Xes = X — mg/k. &
Ennek derivaltjai megegyeznek x derivaltjaival (mivel csak egy X y

konstans koztik a kiilonbség): y = X.
Az Uj valtozoéval kifejezve az eredeti valtozot:

x =y +mg/k.
irjuk be ezt a mozgasegyenletbe, és rendezziik:

mxX = my = —kx + mg = —k(y + mg/k) + mg=—ky-mg+mg=—-ky —

my = —ky .
Tehat az egyensulyi helyzettdl (és nem a nyugalmi hossztdl!) mért eltérésre ugyanolyan egyenletet
kaptunk, mint vizszintes helyzet(i rugd esetén. Ennek megoldasa

y(t) = A cos(wt+o) ,
vagyis a rugé megnyuldsa

X(t) = A cos(ot+po) + mg/k .
A rezgbmozgas korfrekvenciaja és periédusideje ugyanannyi lesz, mint vizszintes elrendezés
esetén, de az egyensulyi helyzet nem a rugd nyugalmi hosszanal van, hanem az egyensulyi
megnyulasnal. Az amplitudot és a kezd6fazist a vizszintes helyzetben Iévé rugdhoz hasonldan kell
meghatdrozni, csak xo helyett yo = (X0 — Xes) -t kell beirni a képletekbe.

Energia-megmaradas (ld. kés6bb):
A helyzeti energiaba egy —mgx tagot is be kell venni (amit sokszor célszer( Ggy valasztani, hogy a
rugd ¥%:kx? energidjahoz hasonldan ennek is a rugd nyugalmi hosszanal legyen zérus az értéke).

Kozegellenallas

A testre hatd kdzegellenallasi er6 mindig ellentétes iranyu a test sebességével, nagysagara pedig
kiilonb6z6 esetekben kiilonb6z6 kozelitéseket alkalmazunk. Mivel ilyenkor a testre hatd eré6k nem
allando nagysaguak, a v(t) = vo+ at és r(t) = ro + vot + % at? képletek nem érvényesek, hanem az
adott a(v) differencialegyenlet megoldasaval kaphatjuk meg a v(t) és r(t) figgvényeket, ami nem
mindig konny( feladat. Kdnnyen kiszamolhatd viszont a test staciondrius (allanddsult) sebessége
(az a sebesség, aminél a test nem gyorsul, vagyis az eredd erd zérus).

A kozegellenallasi erére alkalmazott kozelités

kis sebességeknél (lamindris aramlasnal) linedris: Fkszeg =—b v ;

nagyobb sebességeknél (turbulens dramldsnal) négyzetes: Fiseg = —C V2.
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6/1. Egy tomegpont harmonikus rezgémozgast végez az x tengely mentén:
X(t) =x*-cos (wt+m, ahol x*=-2m, w= 2?“ st
a) Abrazoljuk a test x koordinatajat a [0, T] idSintervallumban! (Mennyi a T periédusidé? Mekkora
az A amplitidé? Honnan indul a test at = 0 s-ban?)
b) Mennyi a sebesség atlagértéke egy teljes periddusra?
c) Mennyi a sebesség nagysaganak atlagértéke egy teljes peridédusra?

Megoldas
a) Harmonikus rezg6mozgds esetén a kitérés az id6 fliggvényében
X(t) = A cos(mt+o).
Helyettesitsiik be a megadott értékeket a fliggvénybe:
x(t) =-=2 cos ( Z?T[ ‘t+7) [m]
Alakitsuk at:
cos(a+pB) = cosa cosP — sina sinf
cos(a+1) = cosa cosmt — sina sinmt = cosa+(—1) — sina-0 = —cosa,
tehat

x(t) = 2 cos(z?ﬂ-t) [m]; atid6 s-ban értends.

Lathatd, hogy az amplitudd A = |x* ‘ =2m.

A periddusidét a korfrekvenciabdl tudjuk kiszamolni:

2T 2T 2T
w=>= - T=—=3¢=5s.
T w 2?“

Egy periddus, azaz T id§ alatt a ¢ fazis 2r-vel né: o@(t+T) — ¢(t) = ( Z?T[ (t+T)+po ) — ( 2?ﬁ-tﬂpo ) =2m.

A test at = 0-ban az x(0) = x* cos(w) = — x* =2 m pontbdl indul.

37 x(m)

2 -

1 '\ /
t(s

0 T T T T T T T T T (I)

q 0,5 1 h 2 2,5 3 4 4 4,5 5

_2 .

_3 J

b) Az atlagsebesség
— _Ax  x(t)—x(tq)
= Vatl = A —tz—t1

egy periddusra nézve
Vil = x(T)-x(0)

4t - =0, mivel a fliggvény T szerint periodikus.
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c) A sebesség abszolut értékének az atlaga
T 71 S
[v| = |vlsu = IR
A rezgbmozgast végzl test egy periddus alatt kétszer teszi meg oda-vissza a tavolsagot az egyensulyi

helyzet és a maximalis kitérés kozott, vagyis az 6sszes megtett Ut az amplitidd négyszerese:

— 4A 4-2
V] = |v]zn = - =5 =16 m/s.

6/2. Vizszintes, surlédasmentes asztalon a rugd végéhez rogzitett m = 100 g tomeg(i golydé 10 cm-
rel valé kihtizasdhoz 1 N erére van sziikség.

a) A golydt elengedve mekkora lesz a rezgésidg?

b) Mekkora a golyd sebessége a nyugalmi helyzeten valé athaladaskor?

c) Az elengedés utan 2 s mulva hol lesz a goly6?

d) Mekkora ebben a pillanatban a kinetikus energia?

Megoldas
a) Arezgémozgas periddusidejét a rugddllando és a rugd végéhez erbsitett test tomege hatarozza
meg (Id. a bevezetést):

m
T—ZT[\/;.

A rugddllandét abbdl tudjuk kiszamolni, hogy F = 1 N er6 kell ahhoz, hogy
x=8—280=10 cm = 0,1 m-rel kihlizzuk a rugét.
A rugderé képlete Fr=-k-x, ahol k a rugddllando, és
X a rugd megnyulasa az €0 nyugalmi hosszhoz képest: x = £ — €o.
Az altalunk kifejtett er6 éppen ellentétes a rugé altal kifejtett erével, F = —F,, tehat
k=F/x=1/0,1=10N/m =10 kg/s?
Behelyettesitve az adatokat

T=2T[\/E =2n / 01k =2m./0,01s2=0,2rts=0,6283s.
k 10 kg/s2

b) Arezgbmozgast végz6 test sebessége
v(t) = x =—Aw sin(ot+@o)

X (M)

A sebesség akkor a legnagyobb, amikor a test az egyensulyi helyzeten halad at, nagysaga ekkor
Vmax = A(D .

A korfrekvencia

oo=\/£= ’1—0=105‘1.
m 0,1
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A rezgés amplituddjat onnan tudjuk, hogy a rezgést ugy inditottuk el, hogy 10 cm-rel kihdzva a
rugot kezd6sebesség nélkil elengedtik, vagyis xo = x(0) = 0,1 m és vo = v(0) = 0, tehat
X(0) = A cos(®-0+@o) = A cospo = X0 = 0,1 (m);
v(0) = —A® sin(®-0+@o) = —A® singo = vo = 0.
A masodik egyenletbdl sinpo=0 — o =0 vagy @o =t lehet a fazisallando értéke.
Az elsé egyenlet
@o =0 esetén x(0) = A cosqo=A cosO=A,
@o =Tt esetén x(0) = A cos@o = A cosm = —A.
Tudjuk, hogy a rezgést ugy inditottuk el, hogy a rugé meg volt hizva, vagyis x(0) > 0, tehat a
fazisallandd o = 0:
x(t) = A cos(wt) .
Az amplitudét pedig a t=0 -ra felirt egyenletbdl olvashatjuk ki:
x(0)=Acos(0)=A=x=0,1m — A=01m.
Tehat a kitérés w, o és A behelyettesitésével
x(t) = 0,1 cos(10t) [m].

Természetesen ugyanezt adna a bevezetGben levezetett 6sszefliggésekbe vald behelyettesités:
@y = arctg (— (:—0) = arctg (—

) =arctg(0) =0,
Xo

A= fx7+(2) = Jor2+ (L) =o1m,

azonban ez a szamol3as feleslegesen bonyolult.

10-0,1

Olyan esetben, amikor a rezgést ugy inditjuk el, hogy a rugdt meghuzzuk, majd kezdGsebesség
nélkul elengedjiik, A = xo, és ha az x(t) fuggvényt cos(mt+@o) alakban irjuk fel, akkor @o = 0, ezért
elényosebb a cos(...) figgvény valasztasa a sin(...) fliggvény helyett.

A kérdés a test sebessége volt a nyugalmi helyzeten vald athaladdskor, vagyis a maximalis
sebessége volt:
Vmax=A®=0,1m-10s1=1m/s.

c) Atest kitérése
X(t) = A cos(mt+@o) = 0,1 cos (10t) [m],
t=2s-ban
x(2) = 0,1 cos (10-2) = 0,04081 m = 4,081 cm. RADIANBAN KELL SZAMOLNI!

d) A kinetikus (mozgasi) energia
Ekin = % mv2 .
A test sebessége az id6 fuggvényében
v(t) =-0,1-10 sin(10t) = — sin(10t) [m/s].
t=2s-ban
v(2) = =sin(20) =-0,9129 m/s .
A kinetikus energia az adott pillanatban
Exin(2) = % -0,1-(-0,9129)? = 0,04167 J.
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Megjegyzés: Mivel a rugder6 konzervativ erd, a kinetikus energia kiszamolhato
energiamegmaradassal is (ezt majd az adott gyakorlat utan érdemes megnézni):

Emech = Epot + Ekin = %2 kx? + % mv? = konst.
A konstans értékét onnan tudjuk, hogy a szélsé helyzetekben ‘ X ‘ =A és v=0:
Emech = Epot,a + Ekina =72 kA2

Energiamegmaraddssal a test helyének ismeretében egy |épésben (az id6 kiszamoldsa nélkdil) ki
tudjuk szamolni a kérdéses kinetikus energiat:

% kx? + Exin = %5 kA2 —

Exin = ¥ kA% — % kx? = % k(A’>—x?) = 0,5-10(0,1%2-0,040812) = 0,04167 J.

Ugyanigy egy |épésben ki tudnank szamolni a test sebességének a nagysagat az adott helyen:
¥ kx? + ¥ mv? = % kA?
—  v2=k(A>-x?)/m = 10(0,1?>-0,04081?%)/0,1 = 0,8335 m?/s?, v=0,9129 m/s.
Exin = % mv? =0,5-0,1-0,8335 = 0,04167 J.

Energia-megmaradassal egyébként a maximalis sebesség is konnyen szamolhatd, mivel a nyugalmi
hosszon vald athaladdskor x =0 és vV = Vmax = Aw

k
Emech = % klA2 = Epot,() + Ekin,O = O + % rT'IVmax2 —> Vmax == A —_ = A(l) .
m

6/3. Van egy €0 = 32 cm hosszu, k = 8,4 N/m rugdallanddju rugdnk. Ezt a rugét fuggblegesen
fellégatjuk, és a végére akasztunk egy m tomegl( testet, majd meghuzzuk lefelé, hogy a hossza
A: 50 cm; B: 52 cm; C: 54 cm legyen,

elengedjiik, és megmérijlik a rezgés periddusidejét: T=0,2ns (T=0,6283s).

a) Mekkora a rugd végére akasztott test tomege?

b) Mekkora a rezgés amplituddja?

c¢) Szamoljuk ki a testre hatd erGket és az eredd er6t a rezgdmozgas alsoé és felsé pontjaban!

Megoldas
a) A tomeg kiszamolhato a rezgésid6bél, mivel k értéke ismert:

T=2n J% > m= k(%)2 = 8,4 (0'2“)2= 0,084 kg.

2T

b) Flggdbleges helyzetben a rezgémozgas egyensulyi helyzete (amire

szimmetrikus a rezgémozgas) nem a rugd nyugalmi hossza lesz, hanem az

a helyzet, ahol akkora a rugd megnyulasa, hogy az eredé erd zérus legyen: 2 e,
k'Xes=mg — Xes=mg/k=0,084-10/8,4m=0,1m=10cm. (I — 2 0
Arugo az egyensulyi helyzetben @& |
Bes =20+ Xes = 0,32 +0,10 = 0,42 m = 42 cm hosszu. Fg Xes
X
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A rezg6mozgast ugy inditottuk el, hogy a rugét kihtztuk, és abbdl
a helyzetbdl kezdG6sebesség nélkil engedtiik el, vagyis ekkor a
leghosszabb a rugd, elengedéskor a rugd hossza €max.

Az amplitudé a legnagyobb megnyllas, vagyis a legnagyobb hossz
és az egyensulyi helyzetnek megfelel§ hossz (nem a nyugalmi

hossz!) kilonbsége:

A = 8max— Les .
Behelyettesitve az értékeket:
A:A=0,50-0,42=0,08 m; B:A=0,52-0,42=0,10 m; C:A=054-0,42=0,12 m.

A rezgmozgas egyensulyi helyzete tehat e, erre szimmetrikusan végez a test rezgémozgast, a
széls6 helyzetek €max = €es + A és €min = €es — A.

c) Atestre haté erd6k:

» anehézségi er6: F; = mg =0,084-10 = 0,84 N, lefelé mutat, ez most pozitiv elGjell lesz, mivel a
rugé miatt lefelé iranyitott x tengelyt vettiink fel;

» arugoerd: Fr=-k-A8, arugd nyugalmi hosszanak megfelels pont felé mutat; el6jele negativ,
ha a rugd meg van nyulva, de lehet pozitiv is, ha a rezgés fels6 helyzetében a rugd
0sszenyomadik a nyugalmi hosszahoz képest.

A A€ megnyulds az aktudlis pozicié és a rugd nyugalmi hosszdnak kilénbsége.

Az also helyzetben a rugd megnyuldsa Afaiss = 8max— 8o ( = £es + A — €0 ). Behelyettesitve:

A: A,s=0,50-0,32=0,18 m; B: Aass=0,52-0,32=0,20m; C: ABass=0,54-0,32=0,22 m.
Arugber6: Fr=—-k-AL

A:F=-8,40,18=-1,512N; B:F=-8,4-020=-1,680N; C:F=-8,4-0,22=-1,848N;
azered6er6: Fe=Fg+F,

A: F. =0,840-1,512=-0,672 N; B:F.=0,840-1,680=-0,840N; C:F.=0,840-1,848 =-1,008 N.

A rugd hossza a fels6 pontban 8min = €es — A:

A:€nmin=0,42-0,08=0,34m; B:€4,in=0,42-0,10=0,32 m; § e, 0 .
C:8min=0,42-0,12=0,30 m; é es min

a megnyllasa Aeiss = 8mn— 80 (= Bes—A-8)  ©—% 0 /[\A _____
A: Aleiss = 0,34-0,32 =0,02 m; B: Alfeiss =0,32-0,32=0m; T Xoproeeob e

C: Alfeiss = 0,30-0,32 =-0,02 m.
Az A esetben a rugd meg van nyulva a rezgés fels6 pontjaban is;
a B esetben a rezgés fels6 pontja éppen a rugd nyugalmi hosszanal

van; a C esetben a rezgés fels6 pontjaban a rugd 6ssze van
nyomaodva; ezért a rugo altal a testre kifejtett er6 az A esetben

felfelé mutat, a B esetben zérus, a C esetben lefelé mutat. & € in
Arugéeré: gl 0 F,
A:F,=-8,4-0,02=-0,168 N; B:F,=-8,40=0N; Fe ) FrA g €

es

C: F, =-8,4:(-0,02) = 0,168 N;
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az eredd er6:

A: Fe=0,840-0,168=0,672 N; B:F.=0,840+0=0,840N; C:Fe=0,840+0,168 = 1,008 N.
Lathatd, hogy az eredd eré nagysdga megegyezik a rezgés alsé és felsé pontjaban. Az eredé erd és
a gyorsulds szimmetrikus az egyensulyi helyzetre.

Osszefoglalva:

A B C
£(0) 0,50 m 0,52 m 0,54 m
Les 0,42 m 0,42 m 0,42 m
A =£(0) — €es 0,08 m 0,10 m 0,12 m
Lmin = Les— A 0,34 m 0,32 m 0,30 m
A8 rmin = 8min — Lo 0,02 m 0 -0,02m
(meg van nyulva) (éppen £o) (6ssze van nyomadva)
Frugs, fent = —K Amin -0,168 N 0 +0,168 N
(azaz felfelé) (azaz lefelé)
mg +0,84 N +0,84 N +0,84 N
Fereds, fent = Frugs,fent + Mg +0,672 N +0,84 N +1,008 N
Lmax = es + A 0,50 m 0,52 m 0,54 m
A8max = max— B0 0,18 m 0,20 m 0,22 m
Frugo, lent = =K Amax -1,512 N -1,68 N -1,848 N
mg +0,84 N +0,84 N +0,84 N
Fereds, lent = Frugo,lent + Mg -0,672 N -0,84 N -1,008 N
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A KOZEGELLENALLASOS FELADATOKNAL CSAK A NEM SZURKE RESZEK KELLENEK A ZH-RA!

6/4. a) Mekkora Ut megtétele utan all meg egy vizszintes Uton haladé Polski Fiat a motor
kikapcsoldsa utan, ha ra a surlédasi erén kiviil a sebesség négyzetével aranyos kdzegellenallasi eré
is hat? [rjuk fel a Polski Fiat mozgasegyenletét!

A gépkocsi tomege m = 650 kg, sebessége a motor kikapcsoldsanak pillanataban

vo = 80 km/h, a surlédasi egyltthatd p = 0,015; a kozegellenallasi eré 40 km/h sebességnél 54 N.
b) Milyen huzder6t képes a gépkocsi motorja kifejteni, ha a maximalis sebesség 100 km/h?

Megoldas
a) Az autdra hatd erék: Fg nehézségi erd, Fny az Ut altal kifejtett nyomders, Fmotor @ motor altal
kifejtett hizéer6 (ami a kerekek és az ut kozotti tapadasi surlédasi erd révén fejti ki hatasat), Fs
surlodasi erd (gordulési ellenallds), Fszeg kOzegellenallasi erd, tehat a mozgdsegyenlete vektori
alakban

ma = Fg + Fny + Fmotor + Fs + Fkozeg -
A mozgasegyenlet fliggbleges komponense

ma;=Fny—-mg=0 — Fny=mg;
a vizszintes komponense

Ma = Fmotor — Fs — Fkozeg -
A surlodasi er6 nagysaga

Fs = WFny = pmg = 0,015:650-10 = 97,5 N.
A kozegellenalldsi eré nagysaga a sebesség négyzetével aranyos: Fiszeg = CV2 .
A kozegellenadlldsi er6ben szerepl6 c egyltthatod értékét abbdl tudjuk meghatarozni, hogy ismerjik
az erG értékét egy adott sebességnél, v =40 km/h =40/3,6 m/s -nal:

C = Fiozeg / V2 = 54 kg m/s? / (40/3,6 m/s)? = 0,4374 kg/m.
Az auté mozgasegyenlete tehat

ma = MV = Fmotor — UME — cV2 = Fmotor — 97,5 — 0,4374V? .

Ha a motor ki van kapcsolva:

ma=mv =—pumg-—cv?>=—97,5-0,4374V2.
Ennek a differencidlegyenletnek a megoldasa a v(t) fliggvény, ami azt irja le, hogyan valtozik a
sebesség az id6 fuggvényében, és a v(t) fliggvény integralasaval megkaphatnank az s(t) fuggvényt,
a megtett utat az id6 fliggvényében. A sebességbdl ki tudndnk szamolni, hogy mennyi idé alatt all
meg az auto, majd azt az id6t be tudndank helyettesiteni az s(t) fliggvénybe. A kérdés viszont
megvalaszolhato az id6 kiszamoldsa nélkiil, ha meghatarozzuk a v(s) fliggvényt, azaz, hogy hogyan

valtozik a sebesség a megtett Ut fliggvényében. Alakitsuk at a differencidlegyenletet:
dv _ dvds _ v
dt = dsdt ds ’

azaz
mve = —pmg — cv?
Vs = —Hmg-—cve.
Szeparaljuk és integraljuk:
mv m 2v
fl ds = f_ umg+cv2 dv = " 2c pumg/c+v?
- s= —Eln(w+vz) + K.
2c c
Mivel s=0-nalv=vo, ezért K= %ln (% + VOZ) .
Tehat
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A megtett ut, amig megall, azaz v =0:

g+0

= 2in ? Zﬂcln(1+°v°g)=868m.

b) A mozgdsegyenlet, ahogy az a) pontban felirtuk:

ma = MV = Fmotor — UMg — CV2 .
Ha Fmotor > umg + cv?, akkor az eredd erd pozitiv, v>0 —> az auté gyorsul, v né. Ennek
kovetkeztében a sebességének négyzetével ardnyosan né a kozegellenallasi erd, tehat a
kozegellendllasi er6 egyre jobban fékezi az autdt, emiatt a gyorsuldsa csokken, vagyis a sebessége
egyre lassabban ng, majd elér egy olyan egyenletes sebességet, amivel az eredé erd (és a
gyorsulds) zérus. Az ilyen sebességet stacionarius (allanddsult) sebességnek hivjuk. Ez a sebesség
kifejezhet6 az

Frmotor — Mg — CVstac> = 0 egyenletbdl.
Ugyanez a sebesség allanddsul akkor is, ha egy adott pillanatban az autd gyorsabban halad, mint a
stacionarius sebesség, mert ilyenkor

Frmotor < tMg +cv2 — v<0 — asebesség csékken, amig v=0 lesz.

Ha a motor a maximalis erét fejti ki, akkor ez az autd maximalis sebessége. llyenkor
Fmotor,max = HME + CVmax® = 97,5 + 0,4374-(100/3,6)2 = 435 N.

6/5. a = 30°-0s lejtén halad felfelé egy m = 30 t tomeg(i szerelvény. A légellenallds F =-bv, ahol
b = 15000 kg/s; a surlédas elhanyagolhato.

a) Mennyi a mozdony huzdereje, ha a vonat sebessége allando: vo = 54 km/h?

b) A mozdony motorja elromlik. Mennyi id6 alatt és mekkora tUton csékken nullara a vonat
sebessége a vo = 54 km/h sebességrél?

c) Mi torténik ezutan? Feltéve, hogy a lejté nagyon hosszu, mennyi lesz a vonat végsebessége?

Megoldas
a) A mozgdasegyenlet
mMa = Fhazs + Fg + Fny + Frozeg,
a lejtére merdleges komponense
ma.l = Fny — mg cosa —  Fny=mgcosa;
felfelé haladva a lejtével parhuzamos komponense
ma = Fhaze — mgsina — bv.
Amikor allandé vo = 54 km/h = 15 m/s sebességgel megy a vonat, a gyorsulas zérus, tehat
Fhaze = mgsina + bvo = 30-10% - 10 - sin30° + 15000 - 15 = 375000 N = 375 kN.

b) Fhizs = 0, a mozgdsegyenlet
dv .
ma = ma=—mgsma—bv.
Szeparéljuk és integréljuk

-y = -2

mgsmoc+bv mgsma/b+v

_ _m mgsma
t= bl( = V)+K,

dv = [dt,
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. . 2 a m mgsina
és mivel t =0-nal v=v,, ezért K=gln( gb +V0),

mgsina

, m +Vv
tehdt t= ——Iln—2——, azaz
b +

mgsina
b V0

. b .
mgsina —— mgsina
V(t)=( gb +V0)-emt—gT.

Mikor all meg? v=0, ha t= %ln(

D1 1)=1,833s.
mgsina
Mekkora utat tesz meg, amig megall?
. b .
Integraljuk a v(t) fuggvényt: s = %(@ + VO) . (1 — e_Et> — @t.
Behelyettesitve s =11,67 m.

c)

A vonat sebességét a v(t) fliggvény megadja a pillanatnyi megallas utanra is:
b .

lathatd, hogy t —> w esetén e m' -0, igy v —> — @ = Vstac »

behelyettesitve Vs = —10 m/s. Negativ értéket kapunk, mert a vonat sebessége a lejtén lefelé mutat, a
pozitiv irdny viszont a lejtén felfelé mutat.
Tehat a vonat Vstac = 10 m/s = 36 km/h nagysagu allanddsult sebességgel megy majd lefelé a lejtén.

A staciondrius sebesség kifejezhet6 a mozgasegyenletbdl is.
A mozdony nem m(ikddik, azaz Fnazs = 0, a mozgasegyenlet

ma = Fg + Fny + Fiozeg -
A lejt6 iranyd komponens felirasakor el kell dontenilink, melyik iranyt valasztjuk pozitivnak. Mivel
ebben a feladatban linearis a kdzegellenallas, ezért pozitiv irdnynak barmelyik irdnyt valaszthatjuk
(akar a lejtén felfelé, akar a lejtén lefelé mutatd irdnyt), mivel linearis fliggvényben nem vész el a
sebesség elGjele.
Lefelé mutatd irdnyt valasztva:

ma = mgsina —bv ;
felfelé mutaté iranyt valasztva:

ma =—mgsina —bv .

Staciondrius esetben a = 0:
lefelé mutatd irdnyt valasztva:

mgsina —bvstac=0 —> Vstac = mgsina. / b =30-103-10-sin30° / 15000 = 10 m/s = 36 km/h;
felfelé mutaté iranyt valasztva:
—mgsind —bVstac=0 —> Vstac =— mgsina / b =-10 m/s =—-36 km/h.

Négyzetes kozegellendllads esetén viszont a pozitiv irdnyt mindig a sebesség iranydaba kell felvenni.

6/15



Gyakorlé feladatok a zh-ra

6/6. Vizszintes, surlédasmentes sikon egy rugd végére m = 1 kg tomeg(i golyodt rogzitettiink. A rugd
masik vége rogzitve van. A 45 cm-es rugé 20 cm-rel valé kihizasahoz 5 N erdre van sziikség.

a) A golyét elengedve mekkora lesz a rezgésidé?

b) irjuk fel a golyd kitérését az id6 fliggvényében!

c) Mekkora a golyé maximalis sebessége?

d) Mekkora a golyé gyorsuldsa 10 s-mal a golyé elengedése utan?

Megoldas

a)

Fr=—kx, Frellenében F=5 N erét kell kifejtentink x =20 cm = 0,2 m -es megnyulashoz
— k=F/x=5/0,2=25N/m.

o=,k/m=5s71, T=2T[\/%=2?n=1,2575.

b) x(t) = A cos(ot+@o)
A golydt egyszerlien elengedjik, vo=0 — @o=0 és A=xo,
tehat A=0,2m, x(t) =0,2 cos(5t) [m]
€) Vmax=Am=0,2-5=1m/s
d) v(t) =X =-Ao sin(ot+eo)
a(t) = —Aw? cos(wt) = —m?-x(t) = =52-0,2-cos(5t) = =5 cos(5t) [m/s?]
a(10) = -5-cos(5-10) = —4,825 m/s?

6/7. Egy 42 cm hosszu, 8 N/m rugdallanddju rugd végéhez rogzitink egy 12,5 dkg témeg(i testet.
Irjuk fel a test kitérését az id6 fliggvényében (a kdrfrekvencia, amplitudé, kezdéfazis
kiszamolasaval), ha

a) vizszintes, surlddasmentes sikon rogzitjik a rugd végét, majd a rugot 10 cm-rel kihtzzuk, és ugy
engedjik el, hogy a testnek 0,8 m/s kezdGsebességet adunk az egyensulyi helyzete felé;

b) a rugd végét a plafonhoz rogzitjik, és kezd6sebesség nélkil elengedjik a testet ugy, hogy a rugd
hossza éppen a nyugalmi hossz! (a rugd fliggbleges)

Irjuk fel a rugd hosszat is (a rugé rogzitési pontjatél mérve) mindkét esetben!

Megoldas
a) Arezgés egyensulyi helyzete a rugd nyujtatlan allapotanal van (€0 = 42 cm-nél), x a rugo
megnyulasa, ami egyben az egyensulyi helyzett6l vald eltérés. A mozgasegyenlet
ma=mX=—-kx, ésamegolddsa x(t) =A cos(mt+go).
A korfrekvencia = \/k/m = /8/0,125 = 8s™..
A kitérés:
X(t) = A cos(mt+qo) = A cos(8t+qo) ,
a sebesség:
v(t) = —A® sin(wt+po) = —8A sin(8t+¢o).
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A kezdeti feltételek:
Xo=0,1m és
vo =—0,8 m/s (a kezdGsebesség negativ, mivel a rugé a megnyujtott allapotabdl a nyugalmi
allapota felé halad, tehat a hossza csokken).
Behelyettesitve
X(0) = A cos(8:0+¢o) =0,1 és
v(0) = —8A sin(8-0+¢o) = —0,8.
Az egyenletrendszert megoldva kapjuk meg A és o értékét:
az els6 egyenletb6l A cos(qo) = 0,1 a masodikbdl A sin(go) =0,1
—> anégyzeteik 6sszegébsl  A=0,14/2=0,1414m, és
— a hanyadosukbdl ¢ =arctg(l) =n/4=0,7854rad vagy 5mn/4=3,927 rad.
A v(0) =—-8A sin(8-:0+¢o) = —0,8 egyenletbdl Iatjuk, hogy sin(po)-nak pozitivnak kell lenni.
sin(n/4) =0,7071 >0, sin(5n/4) =-0,7071<0, tehdt o= m/4=0,7854 rad.
A test kitérése
x(t) = 0,1v/2 cos(8t + m/4) = 0,1414 cos(8t + 0,7854) [m].
A rugd hossza 80 =42 cm = 0,42 m-rel hosszabb, azaz £(t) = €o + x(t):
£(t) = 0,42 + 0,11/2 cos(8t + w/4) = 0,42 + 0,1414 cos(8t + 0,7854) [m].

b) A rezgés egyensulyi helyzete most nem a nyujtatlan allapot, hanem az egyensulyi megnyulas. A
mozgdasegyenlet a rugd megnyulasaval felirva

mX =mg—kx (x arugd megnyuldsa a nyugalmi hosszhoz képest)
Ahogy a bevezetGben meg a kidolgozott feladatban lattuk, fligg6leges helyzet(i rugénal bevezetjiik

y-t, az egyensulyi helyzettdl vald eltérést:
y(t) = x(t) — Xes .
Xes @z egyensulyi megnyulas (a nyugalmi hosszhoz képest):
Mg—kXes=0 — Xes=mg/k=0,125-10/8 =0,15625 m = 15,625 cm.
Az egyensulyi helyzettSl mért eltérés:
y(t) = x(t) — Xes = X(t) — 0,15625 [m] .
A korfrekvencia ugyanannyi lesz a fligg6leges rezgésnél is, mint a vizszintesnél, o = 8 s72.

A kezdeti értékek az y(t) fliggvényhez:

yo =—0,15625 m, mivel a nyugalmi hosszndl engedjlik el a testet, xo = 0-nal;

Vo = 0.
Behelyettesitve

y(0) = A cos(8:0+¢o) =—0,15625,

v(0) = —8A sin(8-0+¢o) = 0.
A sebességbdl sinpp=0 — @o=0vagym;
a kitérésbd6l y(0) = A cospo =—0,15625 — A=0,15625m,
és cospo < 0, tehat ¢o =1 (o = 0 valasztassal y(0) =0,15625 m lenne, ami azt jelentené, hogy a
rugd a nyugalmi hosszhoz képest x(0) = y(0) + xes = 2:0,15625 m megnyuladssal indulna.)
Az egyensulyi helyzettdl mért eltérés tehat

y(t) =0,15625 cos(8t+m) ;
arugo hossza 8(t) = €o + x(t) = €o + y(t) + Xes:

£(t) =0,57625 + 0,15625 cos(8t+n)
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6/8. Vizszintes, surlédasmentes sikon egy rugd végére m = 1 kg témeg(i golyot rogzitettiink. A rugd
masik vége rogzitve van. A rugd 20 cm-re vald kihizasdhoz 5 N erére van sziikség.

a) A golydt elengedve mekkora lesz a rezgésidg?

b) Mekkora a golyd sebessége a nyugalmi helyzeten valé athaladaskor?

Megoldas

a)k=25N/m; T=1,257s; b)Vmax= 1m/s.

6/9. m tomeg(i golydt erésitiink k rugdallanddju rugdra. Az egyik végén rogzitett rugd

az x tengelyen van, egyensulyi helyzete legyen az origd. A golyét t=0 id6ben vo kezd6sebességgel
meglokjlik a —x tengely irdnyaba, ezutan az harmonikus rezgémozgast végez.

a) irjuk fel az x(t) figgvényt a fenti mennyiségekkel kifejezve!

b) Hatarozzuk meg a gyorsulds atlagértékét az elsé fél peridédusban!

c) Milyen Osszefliggés van a gyorsulas és x kozott? Ebbél hatdrozzuk meg az x kitérés atlagértékét
az elsé fél periédusban!

Megoldas

a) x(t) = A cos(wt+@o): ahol w = \/%, és
a kezdeti feltételekb(ﬁl meghatérozhaté A és oo
t = 0-ban x(0) = xo =
a kezd@sebesség nagysaga Vo, és a negativ irdnyba Iokjiik meg, vagyis v(0) = —vo < 0, tehat
Xo=Acos@o=0 és —vo=—AwSsinpo<0
— az els6bdl o = ©/2 vagy 31/2
— a masodikbdl singo >0 — @0 =7/2
— a masodikba visszahelyettesitve singo = sin(n/2) =—l-et: A=

els

és behelyettesitve o értékét: A=v,

?
tehat x(t)= vo\/% cos <\/§ t +§> =—vy sm< )
b) v(t) =x=-vo cos(\/% t>

Vo a kezdGsebesség nagysdga (nem elGjeles mennyiség), ami egyben a maximalis sebesség is

( vo = vmax ), mivel a test az egyensulyi helyzetbdl indult.

t = 0-ban és a periddus felénél, t =T/2 -ben is az egyensulyi helyzeten halad at, t = 0-ban negativ
irdnyba, t =T/2 —ben pozitiv irdnyba, tehat v(0) = —vo, Vv(T/2)=+vo.

T s
(Ezt behelyettesitéssel is kiszamolhatnank: T= 2n\/7 azaz - =n\/% behelyettesitésével

v ——vocos <\/7 I )——vocos(n) =Vy.)

Az atlagos gyorsulas egy fél peridodusra:

Av _ v(T/2)-v(0) _ vo—(-vo) _ 2vo _ 4vo
At T/2 T o122 T T2 T
c) a(t) =X =—-Aw? cos(wt+@o), azaz: a(t)=—?x(t).

a=aa=

. 2 Py ! — 4v . T P
Kiszamoltuk, hogy az elsé fél periédusra a = TO' ezért a kitérés atlagos értéke

— a 4vg 1 4vg 1 4dvg m 2 m
X=__2=___2=_ . 5 = — -—=——-V0 —.
[0} T o m m k I k




6/10. Egy m = 80 kg tomegd siel6 a = 30°-0s, p = 0,1 surlddasi egyltthatdju sipalyan csuszik le.
A siel6re hato kozegellendlldsi eré a sebességének négyzetével aranyos, az aranyossagi tényez6
c=1,2 kg/m.

a) Irjuk fel a siel6 mozgasegyenletét a lejtével parhuzamos és arra merdleges komponensekre
bontva!

b) Mekkora maximalis sebességet érhet el a siel§?

Megoldas
a) A mozgdasegyenlet ma =Fg + Fny + Fs + Frgzeg
a lejtére merdleges komponens:
m aL = Fny—mg cosa =0 — Fny = mg cosa
a lejtével parhuzamos komponens:
m aj = mg sina — Fs — Frszeg = Mg sina — W Fny — Frszeg = Mg Sinat — 1 mg cosa — cv?
a| =V, ebbdl meghatarozhatd v(t), ill. aj=ms§ (s alejtébn megtett ut) — s(t).
b) Amig  Fereds = mg sina — pu mg cosa — cv? > 0, addig v>0 —> vné > Fkszeg NG
—>  Fereds = Mg sina — u mg cosa — cv?  csdkken.
v addig n6, amig Fereds = 0 lesz, ez a maximalis sebesség, ekkor tehat a;=0:

- v=\/(sina-ucosa)mg/c =..=16,6 m/s =59,8 km/h.

6/11. 1400 m magasan all6 helikopterbdl kiesik egy 80 kg-os kezdd ejtéernyds. Az ejtéernybs akkor
rantja meg az ernyd nyitézsindrjat, amikor eléri a 30 m/s-os sebességet, de az ernyé nem nyilik ki
régtdn, csak 1 s mulva (addig egyaltaldn nem kezd fékezni). g = 10 m/s?

a) Mekkorara n6 a sebessége és mennyit zuhan ez alatt az 1 s alatt?

b) rjuk fel az ejt6ernyés mozgasegyenletét az ejtSernyd kinyilasa elétt ill. utan!

Az ernyG6 fékezGereje az ejt6ernyGs sebességének négyzetével aranyos, az aranyossagi tényez6
¢ = 200 kg/m. Csukott ernydvel a kozegellendllas elhanyagolhato.

c) A fékezGhatas kovetkeztében az ejt6erny6s sebessége kozelit egy hatarértékhez. Mekkora ez a
hatarsebesség? (azaz a stacionarius sebesség?)

Megoldas
a)v=gt: v(t1)=30m/s — t1=3s(a30m/s-ot3s-nalériel),
1 s mulva a sebessége v(4) = 40 m/s nagysagu lesz,
és kdzben d =z(4) —z(3) = 10/2-4%> - 10/2-3%2 = 35 m -t zuhan.
b) Az erny6 kinyilasa el6tt: ma=Fg=—-mgk — a,=-10m/s?
Az ernyé kinyilasa utan:  ma = Fg + Fiszeg
A kozegellenallasi er6 felfelé mutat, mivel a test lefelé zuhan, tehat
ma=-mgk + cv? k
Skalar egyenletként felfelé mutatd pozitivirdnnyal: mase = -mg + cv?
ill. lefelé mutaté pozitiv irdnnyal: maje = mg — cv?
Behelyettesitve afl=—g+ (c/m)v2=—10+2,5v% [m/s?], ill. lefelé ae=10-2,5v? [m/s?].

c)a=0: CVsta>=MEg —> Vstac> = Mg/c=80-10/200=4 —> Vstac =2 M/s.
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6/12. Fuggéblegesen felhajitunk egy kovet, és az 2 s mulva esik vissza. A kére a kézegellenallas
miatt F = —bv fékez6 erd hat. A k6 tomege m = 0,2 kg, b = 0,1 kg/s.

a) irjuk fel a k6 mozgasegyenletét!

b) Mennyi volt a kezd&sebesség?

c) Mennyi az emelkedési és esési id6?

d) Milyen magasra emelkedett a k§?

e) Mekkora sebességgel érkezett vissza a foldre?

Megoldas
a) ma=Fg+ Frszeg = mg—bv
Mivel fliggdleges a hajitds, v-nek csak fliggbleges komponense van: v=vk
Felfelé mutatd z tengelyt felvéve

ma = m%z —mg — bv
Ezzel a felirdssal a k6 emelkedd és zuhand szakaszat is leirja a mozgasegyenlet, mivel a
kozegellendllas linearis, és a sebesség el6jele mutatja, hogy a k6 még emelkedik, vagy mar esik
lefelé. Ha emelkedik, akkor v>0 — a kodzegellenalldsi eré Fiseg = —bv <0, negativ, tehat lefelé
mutat (fékezi a felfelé haladd mozgdst). Ha lefelé esik, akkorv< 0 — a kozegellenallasi eré
Frszeg = —bv > 0, pozitiv, tehat felfelé mutat (fékezi a lefelé haladd mozgast).
Behelyettesitve m és b értékét:

0,2a=-0,2110-0,1v=-2-0,1v. —» a=7=-10-0,5v (v m/s-ban értendd)

b) A kezd6sebességet ugy tudjuk meghatarozni, hogy két integralassal meghatarozzuk a z(t)
fliggvényt, amiben a vo kezddsebesség paraméterként szerepel, majd a z(2) = z(0) feltételbdl
kiszdmoljuk vo-t. Tehdat: szeparaljuk és integrdljuk a mozgasegyenletet:

1 1 1 1
- mg+bvdV - _E%+v dv = ;dt
VoL ogv=—2(tqy [ meg ,]V__g,t
oy me v = = fy e > InCEE+v)] == Iels
mg b
+v b m i m dz
b —__Db _ (g . t_mg__ ¢z
ln%WO - > v (b +V°) Ty T

b
majd integraljuk a v(t) figgvényt:

t
z t(/mg by mg mg m Dby mg r 1t
Jodz' =2 fO{(T-I_VO)'e " _T}dtl (T+V°) [—;e " ]O_T[tl]o

2= 2 (2t v) (1-em) - 2t

t
m és b értékét behelyettesitve z = 2(20 + v,) (1 — e_E) — 20t

Az(2)=2(0)=0 feltétel: 2(20 +v,)(1—e"2/2)—20-2=0, amibél vo=11,64 m/s.
c) Az emelkedés addig tart, amig v értéke zérusra csokken, azaz v(ts) = O:

b mg

(%+v0)-e mtfel—%:oe thel = — 3 1n%:%ln(1+

b T+V0

vob) _ .
mg) ~ 092s,igyaz
esés ideje tie = toss; — trel = 1,08 s.
d) A maximalis magassagot a tr id6ben éri el:
0,92
2(tee) = 2(20 + 11,64) (1 — e‘T) ~20-0,92 ~49m
e) Foldet éréskor
b
v(2) = (% + VO) ceTm — % = (20 + 11,64) - e ?/? = —8,36 m/s

(negativ, mert lefelé esik)
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Nem zh-feladat:

6/13. irjuk fel a mozgasegyenletét a két rugdval kifeszitett m = 3 g témeg(i testnek, ha csak az AB

egyenes mentén tortén6é mozgasokra szoritkozunk! A két rugd rugddllanddja

k1=0,1 N/mill.0,2

N/m, nyugalmi hosszaik lop1 = 10 cmiill. lo2 = 12 cm, az AB tavolsag 25 cm. Adjuk meg a

mozgasegyenlet altaldnos megoldasat! Milyen mozgasnak felel ez meg?

Megolddas ma=mX=Fi1+F,, 2,
ahol F1 és F; a két rugé dltal kifejtett erG:

Fi=—kiA81, Fa=+kyA8;; A
AB1=81—201=x—201, A8 =82—L02= (LX) — €02 <

tehat a mozgasegyenlet . L
mX = — ki (X—em) + k2 (L—X—Boz) (1) (I)

azaz mX =— (ki+kz) x + [ki€o1+ka(L— €02)] .
Az x. egyensulyi helyzetben az eredé eré zérus:
Fie + Foe = — k1 (Xe — €o1) + k2 (L=Xe — €02) = mX, =0 (2)

v

Vonjuk ki (2)-t az (1)-bé6l, azaz irjuk most Ugy fel a mozgasegyenletet, hogy a testre hato erék
aktualis értékének az egyensulyi helyzetben hatd eréktdl vald eltérését tekintjik:

mX — mX= (F1—F1e) + (F2—F2e) =

= [—k1(x— €o1) + ka(L—x— £02)] — [-ka(Xe— €01) + ka(L—Xe— €02)] = —k1(x—Xe) — ka(X—Xe).

Vezessiik be Uj valtozénak az x.-t6l valo eltérést: y =x—xe,

ezzel a mozgdsegyenlet my = — (ki+ka) y .

A test tehat az xe egyensulyi helyzet koéril harmonikus rezgémozgast végez.
(2)-b6l  xe = (k1Bo1+kal—ka2£02)/(ki+ka) =12 cm .

A rezg6mozgas periddusideje T = 2m/m/(k; + k,) =0,2n=0,6283 s,

(az amplituddja és fazisallanddja pedig a kezdeti feltételektdl fligg).

6/14. Egy repil6gép vo = 72 km/h kezd&sebességgel ér foldet és gurulni kezd.

nagysaga
F(v) = c(v+u)? [N],
ahol u=10m/s és v apillanatnyi sebesség nagysaga m/s-ban,
c=1kg/m.
A gép tomege m =500 kg.
a) Mennyi id6 alatt all meg a gép?
b) Mekkora utat tesz meg addig?

Megoldas A mozgdsegyenlet

m% = —c(v+u)?
Szeparaljuk és integraljuk:
v _ c rt
f 0" +w) P dv' =— [ dt’

Vo

1 1Y c 1 1 c m 1
[, ] =—[t']§ > —— =—t, azaz vV=——n
vituly, m v+u  votu m t+m
m (1 1
a) v=0 ha t=—(—— )z33,33
c \u vytu

b) A megtett utat megkapjuk a v(t) fliggvény integraldsaval:
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[idx' = (%H;m - u> dt'

c(vo+u)
m c 30
x=2in[1+= (o +u)t| —ut =500 (1+2-¢t) - 10¢
a megallasig megtett tdvolsag x(33,3) =216 m.

VAGY:
dv dv ds dv " dv
— =—.—=v— 4talakitdssal mv—=—c(v+u)?
dt ds dt ds m v ds
ezt szeparalva ds = ——
P f c J.(wu+u)2

L . _ _m Lv__ﬁ vtu | U u _ 30
és integrilva s = . [ln(v +u) + v+u]v0 = (ln + ) =500 (ln +

c Vot+u v+u Votu v+10

A megallasig (v=0) megtett it s(0) = 500(In3—-2/3) = 216 m.

6/15. h = 6 m mély vizmedence tetején r = 1,5 mm sugaru golyot kezdGsebesség nélkiil

elengediink. A golydra a nehézségi és a felhajtderdn kivill még egy Fiszeg = 6TNrv nagysagu

fékezd erd is hat, ahol v a goly6 sebessége, n = 1 g/ms. A golyd siir(isége ptest = 2 g/cm3.

a) Irjuk fel a golyé mozgasegyenletét, és adjuk meg annak &ltaldnos megoldasat!

b) Mennyi id6 alatt és milyen sebességgel ér le a golyé a medence fenekére?

c) Mennyi a golyo atlagsebessége, és hol éri el ezt a sebességet?

d) Oldjuk meg az el6z6 részfeladatokat arra az esetre is, ha vo = 10 m/s fugg6legesen lefelé
iranyuld sebességgel inditjuk meg a golyot!

Megoldas
a) Felfelé mutato z tengelyt felvéve a mozgdsegyenlet

.. m
mz = —mg + l::felha]'tc') - Fkézeg = —mg + py, —g — (6mr)v
q Qtest
v

Az adatokat behelyettesitve Z =— = —(v+5).

T dt
" 5 _
Integraldssal In :015 =—t > v=(vp+5et-5

és z=(vo+5 (1 —et) -5t

A feladat els6 részében vo =0, azaz v = 5e”
b) Mikor ér le a medence fenekére:

a z(t) = -6 egyenlet numerikusan oldhaté meg: t=2,08s,

ekkor a sebessége v(2,08) =—4,4 m/s .

c) Az atlagsebesség vsu=-6/2,08 =-2,88 m/s;

a v(t)=-2,88 egyenlet megolddsa t=0,86s; ekkor z(0,86) =-1,4 m.

d) Ha a kezdGsebesség lefelé mutat, akkor vo =—10 m/s (mivel a z tengely felfelé mutat),
és a v(t)ill. z(t) figgvények v=—-5et—5 és z=-5(1—e "% —5t;

lgy a z(t) =—6 egyenlet megolddsa t = 0,70 s (ekkor ér le) v(0,70) =—7,5 m/s sebességgel;
Vst = —8,6 m/s, ezt 0,33 s-nal éri el 3,0 m mélységben.

t—5 é z=5(1—-e" -5t
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