Fizika 1 — Mechanika orai feladatok megoldasa 3. hét

Hajitas — Osszefoglalas
A testre dllandé erd hat, igy a gyorsuldsa dlland6: a = F/m = konst.; mivel F=mg, ezért a=g

— asebesség v=vo+gt — ahelyvektor r=ro+vot+%gt?.
irjuk fel ezeket a vektorokat Descartes-féle koordinata-rendszerben!

A koordinata-rendszeriink z tengelye mutasson az erGvel ellentétes irdnyba (azaz fliggélegesen
felfelé): g=—gk, igy haatesta t=0-ban az ro pontbdl indul vo sebességgel:

a=-gk=v > v{t)=vo—-gtk=r - r(H)=ro+vot —%gt’k.

Forgassuk a koordinata-rendszeriinket a z tengely koril Ugy, hogy a vo kezd6sebességnek csak x és
z irdnyu komponense legyen:

vo = voxi + voz k= vo cosa i + vo sina k
ahol o a kezdGsebességnek a vizszintessel bezart szoge;
ezzel a test sebessége:

v(t) =vocosai+ (vosina—gt) k,
vagyis vx=vocosa, vy=0, vz(t) =vosina—-gt.

A test helyvektora, haaz ro=xo i+ yo j + zo k pontbdl indult:

r(t) = (xo+ (vocosa) t)i+yoj+ (zo+ (vosina) t—%2 gt?) k,
vagyis x(t) =xo0+ (vocosa) t, y(t) =yo, z(t) =20+ (vosina)t—12gt?.
Ha lehetséges, akkor érdemes Ugy valasztani, hogy legyen ro =0, ezzel

r(t) = (vocosa) ti+ ((vosina) t—% gt?) k.

A hajitds palydja:

x(t) =(vocosa)t — t=x/(vocosa),

z(t) = (vosina) t— % gt?, amibe t-t behelyettesitve

g 2

z(x) = tga x — 2(va cosa)? x“, a palya tehat parabola.

A hajitds magassaga: h = Zmax .

A palya legfelsé pontjan dz/dt = vz = 0:

vosina—gth =0 — th = vosina/gid6ben éri el a palya legfels6 pontjat

. : 2 ; 2

. Vo Sina 1 Vo Sino (vp sina)

— h=z(th) = v, sina —— = (° ) =2 :
g 2 g 2g

(Vagy kiszamolhato a pdlya egyenletébdl, a dz/dx=0 feltételbdl.)

A hajitds tavolsaga: d =x(ta), ahol z(ta) = zo, azaz: az elhajitas helyétsl milyen tavol érkezik vissza
a test az elhajitds magassagara (ha a foldrdl hajitottunk vizszintes terepen, akkor a foldre).

Vo Sina

zo+ (vosina)t—%gtl=z0 — ta=2 = 2 tn (mivel a palya szimmetrikus)

Vo sina  vg? sin2a
— d = x(td) = v, cosa 2 Og =2 —

(Vagy kiszamolhaté a pdlya egyenletébdl: z(x) = zo.)
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3/1. Egy fligg6legesen feldobott k6 sebessége 2 s milva 4 m/s ...

a) ... felfelé,

b) ... lefelé.

Mekkora volt a kezdGsebesség, és milyen maximalis magassagot ért el?

Megoldas
A fluggéblegesen felfelé mutatd irdnyt vessziik pozitivnak,
a gyorsulas tehat negativ: a; = —g;
a sebesség: v,(t) =vo.—gt.
Nem kell két szakaszra bontani a mozgast (kiilon a felfelé, ill. a lefelé haladé mozgasra)!
Az emelkedd szakaszon v, pozitiv, zuhanas kozben negativ.
vo; el6jele attdl fligg, hogy felfelé vagy lefelé dobtuk el a testet.
A feladatban v;(t) értéke van megadva t = 2 s-ra.
Vz(2) =vo,—gt=vo,—10:2 = vo,— 20 [m/s],
ebbdl ki tudjuk fejezni a kezdGsebesség értékét:
Voz = Vz(2) + 82 =v;(2) + 20 [m/s].

a) A test még felfelé mozog, vagyis v;(2)>0: vi(2)=+4m/s — vo;=24m/s.
b) Atest mar lefelé mozog, vagyis v;(2)<0: v;(2)=-4m/s — vo,=16m/s.

A maximalis magassagot akkor éri el a test, amikor a sebessége zérus: vo,—gth=0 — th=Vvo./g
a) th=24/10=2,4s; b) tn=16/10=1,6s alatt.

A z koordinata az id6 fliggvényében z(t)=zo+vo, t—% gt?,

A t, pillanatban, amikor a test a legmagasabban van, a z értéke

z(th) = 2o+ Vo th — ¥ g th? = 2o + Voz - (Voo/8) — Y2 8 - (Vo/8)% = ... = 20 + Vo, 2/(28) ,

az emelkedés zo-hoz képest h = vo,2/(2g).

a)h=242/20=28,8m; b) h=162/20=12,8 m.
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Az 4bran lathatd, hogy a folytonos vonallal jel6lt z(t) gorbének ott van a maximuma, ahol a
szaggatott vonallal jel6lt v(t) egyenes értéke zérus. Kisebb t értékekre v(t) pozitiv és z(t) értéke n6
(a test emelkedik); nagyobb értékekre v(t) negativ és z(t) csokken (a test zuhan). A v(t) egyenes a
z(t) parabola derivaltja.
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3/2. 3,2 m magasrodl eldobunk egy kovet vo = 2,8 m/s kezdGsebességgel, a vizszinteshez képest
felfelé 26°-os szoggel.

a) Hol van a k6 0,1 s mulva?

b) Adjuk meg a test sebességének komponenseit 0,5 s-mal az elhajitas utan!

c) Mikor ér a ké6 vissza ugyanabba a magassagba, amilyen magasrdl eldobtuk? Mekkora, milyen
iranyu ekkor a sebessége? Milyen tavol van ekkor az eldobds helyétél?

d) Mikor és hol ér foldet a k6? Mekkora sebességgel, milyen irdnyban csapddik be?

Megoldas
Ferde hajitaskor a fligg6leges sebességkomponensre és a z helykoordinatdra ugyanolyan
Osszefliggések érvényesek, mint fliggdleges hajitasnal, azaz

Vot)=vo.—gt és  z(t)=zo+ Vo, t—Yagt?,
de kdzben a test vizszintes irdnyban is elmozdul. A vizszintes sebességkomponens értéke id6ben
nem valtozik, mivel vizszintes irdnyu eré nem hat a testre (a kozegellenallast elhanyagolva), igy a
vizszintes helykoordinata egyenletesen valtozik:

ax=0;  vx=konst. =vo; X(t) = Xo + Vox t .
A kezd8&sebesség vo nagysagabdl és a vizszintessel bezart o sz6gbdl kifejezve a kezdGsebesség
komponensei:

Vox = Vo COSOL €S Voz = Vo Sinal
ezeket beirva az el6z6 képletekbe:

Vx = Vo cosa;  X(t) =xo + (vo cosa) t;

vo(t) = (vosina) —gt;  z(t)=zo+ (vosina)t—Ygt?.

A feladatban megadott értékeket behelyettesitve

Vox = 2,8:c0526° = 2,517 m/s, vo.=2,85in26°=1,227 m/s,
a sebesség komponensei tehat

vx=2,517m/s és v, (t)=1,227-10t.

Legyenek a kiindulasi pont koordinatdixo=0,y0=0,z0=3,2 m,
igy a helyvektor komponensei
x(t)=2,517t és  z(t)=3,2+1,227t-512.

a) ta = 0,1 s behelyettesitésével a helyvektor komponensei
X(ta) = (vo cosa) ta:  x(0,1)=2,517-0,1=0,2517 m;

z(ta) = 20 + (Vo sina) ta— Y% g ta?:  2(0,1) = 3,2+1,227-0,1-5-0,1% = 3,273 m (7,3 cm-t emelkedett).
3,28

z(m)
3,26 -
3,24
3,22 -
x (m)
3,2 T T 1
0 0,1 0,2 0,3

3/3



b) t, = 0,5 s behelyettesitésével a sebességvektor

Vx=VoCOSQL: Vx=2,517m/s;

Vo(ty) = (Vo sina) —gtp: v;=1,227-10-0,5=-3,773 m/s (negativ, mar lefelé megy).
3,3 7 ¥4 (m)

3,2 _/

3,1 -

3 -
2,9 -
2,8 -
2,7 A
2,6 -

x (m)
2,5 T T T T T T 1

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4

c) Az, hogy visszaér az eredeti magassagra, azt jelenti, hogy a z koordinata értéke ugyanannyi, mint
kiindulaskor volt, azaz zo:
z(t) =200 zo+Vortc—¥2gtl=120.
Ebbdl kifejezhet6 a tc id6, ami alatt abba a pontba ér: tc = 2vo,/g = 0,2455 s.
Eddigre vizszintesen
X(tc) = Xo + (vo cosa) tc = 2,517:0,2455 = 0,6178 m-t tesz meg,
ilyen tavol van a kiindulasi ponttdl (a z koordinata nem valtozott).

A sebességének a komponensei ekkor

Vx=VoX: WVx=2,517m/s;

Vz(te) = Voz — 8 tc = Vo — 8+(2Vo/8) = Vo — 2Voz = —Voy,
vagyis a sebességének fliggbleges komponense ugyanakkora, mint a kezd6sebességé volt, csak
most lefelé mutat: v(tc) = —vo; =-1,227 m/s.
A sebesség nagysaga tehat most is 2,8 m/s, és a vizszintessel most is 26°-0s szoget zar be, de most
ferdén lefelé, azaz —26°-ot. A parabolapalya szimmetridjat kihaszndlva ezt szdmolas nélkdl is meg
tudtuk volna valaszolni.

3,3 + z(m)

3,28 -
3,26 -
3,24 -

3,22 A

x (m)

3,2 T T T T T T
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d) A foldet érés azt jelenti, hogy a z koordinata értéke zérus, mivel zp értékét ugy valasztottuk meg,
hogy a z = 0 jelentse a foldet, és a kiinduld zo koordinata az elhajitas magassdaga. (Valaszthattuk
volna zp értékét zérusnak, ebben az esetben a foldet éréskor z értéke —3,2 m lenne.)

2=0: z0+Vo ti—% gt =0,
behelyettesitve

3,2+1,227t—=5t*=0 — tr=0,9321 s alatt ér foldet a test.
Eddigre vizszintesen

X(tf) = vox tr=2,517-0,9321 = 2,346 m-t tesz meg.
(Ha az is kérdés lenne, hogy milyen tavol van ez a pont az elhajitas helyétdl, akkor azt Pithagorasz-
tétellel tudjuk kiszamolni az x(tf) — x(0) = 2,346 m és a z(ts) — z(0) = —3,2 m értékek
behelyettesitésével, amibdl D = 3,968 m jon ki.)
A foldet érési (becsapddasi) sebesség a tr behelyettesitésével:

Vx=VoX: Vx=2,517m/s;

V(tf) =vo,—gtr=1,227 —10-0,9321 = -8,094 m/s.
A sebesség nagysaga tehat

v(ts) = 8,476 m/s (Pithagorasz-tétellel);
a vizszintessel bezart szoge

arc tg (vo/vx) = arc tg (-8,094/2,517) =—72,73°.

3,5 7z (m)

3 4
2,5 A
2 4
1,5 -

1 -

x (m)

3/3. Béni all az emeleti erkélyen. Abban a pillanatban, amikor Frédi kilép az utcéara, Bénivo =2 m/s
sebességgel elhajit egy hégolydt. Frédi sebessége ve = 1 m/s.

a) Milyen o szégben kell elhajitania, hogy a hdgolyd Frédi fejére essék?

b) Mennyi id6 mulva talalja el?

c) A kaputdl milyen tavolsagra talalja el?

d) Frédi felmegy az utca masik oldaldn lévé haz erkélyére és megcélozza a vele egy magassagban
Iév6 bardtjat. Béni megijed, az elhajitas pillanataban leugrik az erkélyrél (szabadesésnek vegyiik!).
Mi torténik, ha Frédi vo’ = 20 m/s kezdGsebességgel vizszintesen hajitott?

e) Mekkora minimalis vo* kezdGsebességgel kell Frédinek vizszintesen hajitania, hogy még éppen
eltalalja Bénit?
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Vo Vo

Zo- a — I%
I
h=5 m]

Megoldas

A hégolyd akkor esik Béni fejére, amikor a hégolyd helyvektora és Frédi fejének helyvektora
megegyezik. A kdz6s koordinata-rendszert valasszuk pl. Ggy, hogy Frédi fejének kiindulasi pontja
legyen az origd, az x tengely 1,5 m-rel a jarda folott Frédi haladdsi iranyaba mutat, a z tengely pedig
fliggblegesen felfelé.

Frédi feje egyenletes mozgast végez vizszintes irdnyban a megadott sebességgel, tehat a fejének
helyvektora a kijelolt koordinata-rendszerben

XF=vet=1t és z=0.
A hégolyé mozgasa ferde hajitas:

Xh = (Vo-cosa)-t = (2-cosal)-t  és  zn=1z0+ (vo-sina)-t — ¥%sgt? =5+ (2-sina)t — 5 t2.

a) Keressik azt az t1 id6t, amikor re(t1) = ra(t1), vagyis amikor xg(t1) = xn(t1) és ze(ta) = zn(t1).
A vizszintes komponensek egyenlGségébdl

Xe(t1) = xn(t1) :  veti=(vo-cosa)ti  —  (vo-cosa—ve)t1=0
t1 = 0 csak annyit jelent, hogy kiinduldskor megegyeznek az x koordinatdk, ami a feladat megoldasa
szempontjabdl érdektelen informacid.

vorcosa—Vve=0  —  Vp-COSOL = VF
Ez azt jelenti, hogy az x koordinatak minden pillanatban megegyeznek, tehat a hdgolyd végig Frédi
x tengely mentén, igy taldlkozaskor csak akkor egyezhetnek meg az x koordinataik, ha minden
pillanatban megegyeznek.)

vo:cosaa=vg  — 2.cosaa=1 — cosa=
A hajitas szoge tehat

o = +60°.
A vizszinteshez képest 60°-0s szogben kell eldobnia, akar ferdén felfelé, akar ferdén lefelé.
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67 z(m)
> T ——Frédi feje
4 e hogoly6 +60
hoégolyé -60
3 .
2 .
1 .
x (m)
O T T T T T T 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4

b) A keresett id6t a fliggéleges komponensek egyenl6ségébél kapjuk meg:
znh(t1) = ze(t1) : zo+ (vosina)t—%gt?=0

Ferdén felfelé hajitva

5+ (2:sin(+60°) tyfel —5tife?=0 —  tifer=1,188s, ill.
ferdén lefelé hajitva

5+ (2-5in(—60°)) tile—5t1e2=0 —  tie=0,8417s.

c) Barmelyik test vizszintes komponensébe behelyettesitve
ferdén felfelé hajitva

Xfel = Xp = 1t fel, vagy  Xfel = Xnh = (2-c0S(+60°))-t1,fe1 = 1,188 m, ill.
ferdén lefelé hajitva

Xie = XF = 1-tyle, Vagy Xie =Xn=(2:cos(—60°))-t1,e = 0,8417 m.

d) Most Béni fejének és a mdsik hégolydnak a helyvektorat kell felirni. Ugyanabban a koordinata-
rendszerben felirva, mint amit az a) feladatban hasznaltunk:

Béni feje szabadesést végez a z tengely mentén (vso = 0): 5,5 7z (m)
xg=0 és zg=2z0— ¥gt’=5-5t
Frédi hogolydja vizszintes hajitas végez: 4,5 -

Xh2=Xo—Vo' t=10-20t és zn=2z0— %gt?=5-5t%
Lathato, hogy itt most zg(t) = zn2(t), ami azt jelenti, hogy Béni feje ;¢
és a hdgolyd mindig egy magassagban van. A kérdés az, hogy féldet ’
érés el6tt (tehdt amig z(t)>0) atér-e a hoégolyd az

%o = 10 m koordinatatél az x = 0 koordinatahoz, azaz Béni fejéhez. i
A flggbleges komponensbdl kiszamolhatd az esés ideje:

5-5t2=0 — t;=1s alattesnekle. 151
Hat Frédi hégolyéja mennyi idd alatt ér x = 0-hoz?

Xn2=10—-20t3=0 — t3=0,5salatt. 0,5 - X (m)
Mivel t3 < t, ezért Frédi hégolydja még a levegbben eléri Béni fejét, - -
és 0,5 0 5 10

zs(t3) = zn2(t3) = 5 — 5 t3%2 = 3,75 m magassagban eltaldlja.
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e) Frédi hégolydjanak x koordinataja zérus kell legyen:
Xh2 =Xo—Vo*t=0,
ebbdl fejezziik ki most a kezd&sebességet:

vo* = Xo/t .
Mivel addig vannak a levegében, amig t<t,=1s(ld. ad)részt), ezért
vo* > 10 m/s.
vo* =12 m/s vo* =10 m/s vo* =8 m/s
2 7z(m) 22 7z(m) 55 -z(m)
4,5 N 4,5 N 4’5 a
3,5 - 3,5 - 3,5 -
2,5 N 2,5 N 2’5 |
1,5 - 1,5 - 1,5
0,5 - 0,5 -
’ ’ 0 5 .
x (m) x (m) ) x (m)
0,5 0 5 10 -0,5 0 5 10 05 0 5 10

3/4. 360 km/h vizszintes sebesség(i, magasan repuld reptilégéprdl kiejtenek egy targyat.
Milyen kezdGsebességgel kell 10 s-mal kés6bb egy masik targyat utdna dobni, hogy az elsé targy
kiesése utan 14 s-mal taldlja el a kiejtett targyat?

Megoldas
A repuld sebessége vr = 360 km/h = 100 m/s.
Zuhanas kozben a kdzegellendllast elhanyagoljuk, vizszintes irdnyd eré nem hat a testekre.
A kiejtett test a gép elhagyasa utdn megtartja azt a vizszintes sebességet, amivel a repil6géppel
egyltt utazott, mert a gépbdl csak kiesik, tehat a géphez képest nincs kezdGsebessége. A kiejtett
test tehdt mindig a replil6gép alatt van. Ez azt jelenti, hogy a masodik testet fiigglleges
kezd6sebességgel kell kihajitani a géprél, mivel az is megtartja a vizszintes sebességét, és igy
mindkét test mindig a repil6 alatt lesz, mikdzben fliggblegesen kozelednek egymadshoz.
A kezdGsebesség nagysagat abbdl tudjuk kiszamolni, hogy taldlkozaskor a fligg6leges
helykoordinatak egyenlék:
Az elsé targy H magassagbdl indulva 14 s utan
z1=H-%gt?=H-5142=H-980 m magassagban van.
A masodik targy csak 14-10 = 4 s-ig zuhan, szintén H magassagbdl indulva, de vo kezd6sebességgel:
Z=H+vot—%gt?>=H+vo4—54%=H + 4vo— 80 m magassagban van.
Taldlkoznak, tehat z1 = z3:
H-980=H+4v,—-80 — vo=-225m/s,
azaz 225 m/s sebességgel kell ,eldobni” a masodik testet lefelé.
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Altaldnos megoldas:
Vegyuk fel az origdt oda, ahol az elsé targy kiesik (igy ro=0), az x tengelyt abba az irdanyba, amerre a
gép repll, a z tengely mutasson felfelé (vagyis a targyak z koordindtaja esés kozben negativ lesz). Az
elsé test idejét jeldlje t.
Az elsé test helyvektora

ri(t)=wti-%gt’k,
komponensenként

xi(t)=vrt és zi(t)=—-lagt?.
A maiasodik testet At-vel kés6bb dobjak ki, ezért a fliggbleges komponense csak At idével kés6bb
kezd valtozni, az abban szerepl6 id6 t—At:

ra(t) = vr ti + [vo (t-At) — % g (t—-At)?] k,,
komponensenként

Xa(t) =vrt  és  z(t) = vo (t-At) — % g (t—At)?

X1(t) = x2(t) automatikusan teljesuil.

z1(t) = z2(t): =% gt?=vo (t-At) - % g (t-At)?%.
A jobb oldalt kifejtve:

Vo (t=At) =% g (t-At)  =vot—vo At— Y gt? + gt At— % g At?,
majd egyszer(sitve és rendezve:

Vo = g At (t=1 At) / (t=At).
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3/5. Két ferde hajitas kezdGsebességének nagysaga és a hajitas tavolsdga azonos. Az egyik hajitas

maximalis magassaga a masik négyszerese. Szamitsuk ki a hajitasi id6k aranyat!

Megoldas
Az el6addson és a bevezet6ben levezetett képletek szerint
i 2
ery s . sy , Vo S1no,
a hajitds maximdlis magassaga h = %
s , vo? sin2a
a hajitas tavolsaga d = BE—

a hajitas ideje  tq = 22—

)

A kezdGsebességek itt megegyeznek: vo1 = voz,

a hajitas szoge au ill. os.

A két hajitas tavolsaga megegyezik:
di=ds: Vo12 sin(2o4) _ Vo2 2 sin(2ay)
g g
—  sin(2ou) =sin(2az) [1]

A maximadlis magassagok ardnya 1:4 :
(Voq sinoy)?

hi=4h:: o =4

2g 2g

—  sinfo1=4sinfa2 —

(Vo2 sinag)?

vo1Sinaq
g _ Sin(ll

A kérdés: i _
" tyz Zw sino

Mivel a [2] egyenlet szerint  sinou = 2 sinaz, ezért

tq1 _ sinay s .
— = —— = 2 a hajitasi id6k aranya,
tdz Sinaoyp

sinoi = 2 sinow

450
400
350
300
250
200
150
100

50

z(m)

1x(m)

(felhasznalva, hogy vo1 = vo2).

azaz a négyszer olyan magasra dobott test kétszer annyi id6 alatt ér féldet.

Bar nem volt kérdés, de az [1] egyenletbdl kiindulva meghatarozhatd a két hajitds szoge is:
sin(2ou) = sin(2o2) — 2ou=180°-202

— sinoz = sin(90°-o1) = cosau .

Felhasznalva, hogy

sinoq sinoy sinoy

sina, ’ sina, cosoy

[Vagy: sinZou = 2sinaiicosan = sinZoz = 2sinazcosoe

=tgoy =2 — o1=6343°
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o2 = 26,57°.
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400

—  2c0os0i1 = oS0z —> ... |
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Gyakorlé feladatok a zarthelyire:

3/6. h =40 m magas torony tetejérdl 45°-os szog alatt (folfelé) elhajitanak egy testet vo = 40 m/s
kezd6sebességgel. Mekkora a tavolsag a kiindulasi és foldre érkezési pont kozott?

Megoldas
A test helyvektoranak
fuggbleges komponense z(t) = = 40 — (40-sin45°)-t — 5-t2,
foldet éréskor z(tf) = 0: h + (vosina)-tr—Y2gtr =0 — t=6,83s;
vizszintes komponense: x(t) = (vo cosa)-t = (40-cos45°)-t,
foldet éréskor x(tr) = (40-cos45°)-tr=193,1 m.

A tavolsdag a kiindulasi és foldet érési pont kozott

D= \/(x(tf) —x(0))? + (z(ty) —z(0))? = \/(193,1 —0)2+(0—-40)2=1972m

(Nem a ,hajitas tavolsaga” képlet alkalmazandd, mivel a kiindulasi és a foldet érési pont nem
azonos magassagon van!)

3/7. Milyen szog alatt kell vizszintes terepen elhajitani egy testet, hogy a hajitasi magassag
megegyezzen a hajitasi tavolsaggal?

Megoldas
h=d: vo?sin?a/(2g) = vo?sin(2a)/g — 2sin(2a) =sina — tga=4 — a=75,96°

3/8. 7920 m magassagban allandd, 960 km/h vizszintes sebességgel halado replilégéprél leesett
az egyik ajtd. Szupermen is azon a repllégépen utazott, de éppen aludt. 10 s-ig tartott, amig
felébresztették és elmondtak neki, mi tortént. Ekkor azonnal (O s alatt) odaszaladt az ajté helyén
tatongod lyukhoz és ...

a) ... fuggblegesen lefelé vo kezdGsebességgel elrugaszkodva utdna ugrott az ajtdnak.

Mekkora kezdGsebességgel ugrott ki Szupermen, ha 3 s alatt érte utol az ajtot?

b) ... zérus kezdGsebességgel, de kiilonleges képességeit felhaszndlva allandd nagysagu,
flggbleges gyorsuldssal indult az ajté utan (ez a gyorsulas hozzdadddik a nehézségi er6bél eredé
gyorsuldsdhoz). Legalabb mekkoranak kellett lenni ennek a gyorsulasnak, hogy még a leveg6ben
elérje az ajtét?

A g értékét vegyiik 9,9 m/s?-nek, a légellendllast hanyagoljuk el.

Megoldas

Ha a légellenallast elhanyagolhatjuk, akkor a leesett ajtora nem hat vizszintes irdnyu er6,
megtartja a replilégép sebességével megegyez6 vizszintes sebességkomponensét, mindig a
replilégép alatt lesz. A feladat megoldasahoz elég a z koordinatat felirni.

a) 10+3salattazajtés = %-9,9-132 = 836,6 m -t zuhant.

Szupermen tsm = 3 s alatt vo kezdGsebességrél indulva tesz meg ekkora utat:

S=vVvotsm+ %2 g tsm?2 — vo=(836,55-2%:9,9-32) /3 =264 m/s.
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Ezeket az egyenleteket az egyszerliség kedvéért lefelé irdnyitott tengellyel irtuk fel. A szokasos
felfelé iranyitott z tengellyel felirva igy néznek ki:
Zajts(tajts) = H — Yag-tajte?;  tajts = 10+3 =13's, Zajts(13) = H-0,5-9,9-132 =H - 836,6 m.
Zsm(tsm) = H - vo tsm - %2gtsm?; tsm =3 s; Zsm(3) = H -v0-3-0,5-9,9-32 = H - 3vo - 44,55 [m].
Zajto(tajts) = Zsm(tsm): H-836,6 = H - 3vo tsm - 44,55 — vo=264m/s.
b) Az ajté H=7920 m magassagbdl tajws = /2H/g = 40 s alatt ér foldet. Ennél 10 s -mal
kevesebb id6 alatt kell Szupermennek féldet érnie, ha még a leveg8ben el akarja kapni az ajtot.
s=%(g+a)t? > a=2s/t2-g=2-7920/(40-10)2-9,9 =7,7 m/s2.
A szokasos egyenleteket felirva:
Zajo(tajrs) = 0:  H-Yogtaje2 =0  —  tys =+/2H/g=1+/2:7920/9,9=40s
Zsm(tsm) = H - %2(g+asm) tsm?, tsm<40-10=30s

zsm(30)>0: 7920-0,5(9,94+asm)-302>0 — asm>7,7m/s?.

3/9. 50 m/s kezdGsebességgel fuggblegesen felfelé hajitanak egy targyat. Ugyanakkor 50 m
magasroél szabadeséssel leesik egy masik targy. Mikor és milyen magasan talalkoznak?

Megoldas

1,0 s mulva, 45 m magassagban

3/10. Mekkora kezd&sebességgel kell az origdbdl a vizszinteshez képest 60°-0s szog alatt eldobni
egy labdat, hogy az a P (4,3) pontba érkezzen?

Megoldas

X =(vocos60°)t=4; z=(vosin60°)t—%gt? =3 — t=0,8864s, vo=9,026 m/s

... és még Id. a kirakott zh-kat!
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Egyéb: nem hajitas, de hasonld: konstans erd hatasara mozgo test (zh-ban el6fordulhat)

3/11. Egy m =1 g tomegl test a t1 = 2 s idGben az x tengely pozitiv felén van az origdtdl x1 = 10 cm-
re, sebessége a +y tengely iranydba mutat és nagysaga vi = 10 cm/s. Atest a t; = 5 s id6pontban a
P2 (-0,5 cm, 15 cm, 0) pontban van, a sebessége a —x tengely irdnyaba mutat és nagysaga

v2 =7 cm/s. A testre allandé erd hat.

a) Mekkora az er6 nagysaga?

b) Mekkora a test sebessége a t3 = 8 s id6pontban, és hol lesz a test akkor?

Megoldas
Allandé er§ esetén a gyorsulds dllandé: F/m =a= konst., azaz V= konst., i = konst.
— integréldssal a sebességvektor:  v(t) =a-t + v(0),
és a helyvektor: r(t) = % a-t? + v(0)-t + r(0).
A feladatban adott volt a helyvektor és a sebességvektor 2-2 id6ben:
t1=2s: r(2)=0,1i[m], v(2)=0,1j[m/s],
t2=5s: r(5) =-0,005i+ 0,15 j [m], v(5) =-0,07 i [m/s].
A fenti altalanos képletekbe behelyettesitve tehat
% a-22+v(0)-2+r(0)=0,11i, a-2+v(0)=0,1j
% a-52 +v(0)-5+r(0)=-0,005i+0,15j, a-5+v(0)=-0,07i
3 ismeretlen vektorunk van: a, v(0) és r(0) és 4 egyenletiink, a feladat tulhatdrozott; v(2) és v(5)
értékébdl megkapjuk a és v(0) értékét, és barmelyik r -b4l r(0)-at.
a) A gyorsuldst megkapjuk a sebességekbdl:
g v(t,)-v(t) _Av _v(5)-v(2) _ 0,07 i_O_,lj [m}
t, -t At 5-2 3 3 2

S

Ennek nagysdga a= %\/0,072 +01° = VO’ZMQ ~0,04 m/s?,

a testre hato eré nagysaga pedig F=ma~103kg-0,04 m/s>=4-10" N.
014. 05.

b) A test kezd6sebessége v(0) = v(t,) —at, = v(t,)—at, = Ti t
tehat a test sebessége  v(t) = (_ %t + 0%) i+ (_ %’1'[ + %j j-

t3=8s-ban v(8)=a-8+v(0)=-0,14i-0,1j, ennek nagysdga v(8)=+/0,142+01° ~0,17 m/s.

A test helyvektora t = 0 s-ban
r(0)=r(t,)-1/2at,> —v(0)-t, = r(t,) -1/2at,> —v(0)-t, =%i - 0’380j,

tehat a test helyvektora
r(t) =(—1~ 007, ,014, 0’16) i +£-%%’1t2 +%t—%j j-

2 3 3 3 3
t3=8s-ban r(8)=%a-82+v(0)-8+r(0)=..=-0,32i[m]
Megjegyzés: a fenti képletekbe a t = 0 s-hoz tartozo v(0) és r(0) értékeket irtuk be, de a v(t) és r(t)
fliggvényeket felirhatjuk tetsz6leges to id6hoz tartozd v(to) és r(to) értékekkel:
v(t) = a-(t—to) + v(to) , r(t) =% a-(t—to)? + v(to)- (t—to) + r(to) .
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igy kiszamolhatjuk v(8)-at és r(8)-at ugy is, hogy nem kell szdmolni v(0)-t és r(0)-t. Raadasul
esetiinkben t3 és t; kozott ugyanannyi id6 telik el, mint t; és t1 kozott, At = 3 s, és mivel a gyorsulas
allando, ezért ugyanannyit valtozik a sebesség is (Av = a-At), azaz
v(8)=v(5)+Av=v(5)+[v(5)-Vv(2)],

vagy az isigaz, hogy v(8)=v(2)+2-Av=v(2)+2-[v(5)—v(2)].

A helyvektor szamolasanal pedig

r(8) =% a+(8-5)2 +v(5)-(8-5) +r(5) vagy r(8) =% a«(8-2)>+v(2)(8-2)+r(2).

Nehezebb hajitasos feladatok, zh-ban nem varhaték ilyenek:

3/12. Egy o = 30° hajlasszogl, h =1,6 m magas lejt6 tetejérdl elengediink egy ladat. Ugyanebben
az id6pontban a lejtd tetejérdl egy labdat ugy dobunk el, hogy az a lejt6 legaljan éppen a ladaba
essen. Mekkora és milyen iranyu kezd&sebességgel kell a labdat eldobni? A lada és a lejté kozotti

surlédasi egyiitthaté p=~/3/8.

MO.

A lada surlédassal csuszik lefelé a lejtén, a mozgasegyenlete
lejt6re meré6legesen: mal =0 = Fny—mg cosa

lejtével parhuzamosan: ma| = mg sina — UFny

tehat a gyorsulasa a lejt6 sikjaban

a=a| = (sina.— pcosa) g = (sin30° —§c0530°)-10 = (O,5—§ . ?)-10 =3,125m/s?.

Zérus kezdGsebességrél indulvas=h /sina=1,6 / sin30° = 3,2 m-t tesz meg a lada a fenti
gyorsulassal:

,z /z~3,z , ,
s=22 > t= |Z== [£22 51,435 alattérle alada.
2 a 3,125

Ennyi id6 alatt kell a labddnak ugyanabba a pontba érkeznie, azaz ha az origébdl indul,
vizszintesen h /tgo. = 1,6 / tg30° = 2,77 m-t tesz meg és az x = 2,77 [m] pontba,
fliggblegesen h =1,6 m-t tesz meg és a z=-1,6 [m] pontba érkezik.
azaz x=(vocosa)t = (vocosa)-1,43 =2,77

z = (vosina) t — g/2 t? = (vosina)-1,43 —g/2 1,432 =-1,6
> vo=6,34m/s, a=72,2°.

3/13. Allandé hajlasszogli egyenes lejtén cstszunk lefelé a szankdnkkal vs; = 3 m/s &llandé
sebességgel. A surlédasi egyutthaté p = 0,14. A szankd elején van egy csuzli, ami vizszintesen, vo =
16 m/s kezd@sebességgel tud kiléni egy golydt. A lejt6 végénél van egy céltabla. Milyen
magassagban kell a mozgé szankdbdl a csuzlit kiléni, hogy eltaldljuk a céltablat?

MO.

A lejt6 hajlasszogét abbdl tudjuk kiszamolni, hogy a szankd — amit gyorsit a nehézségi er6nek a
lejtével parhuzamos komponense és fékez a surlddasi eré — allandé sebességgel csuszik, vagyis a
(lejtével parhuzamos) gyorsuldsa zérus:  ma| = mg sina.— p Fny = 0.

A lejtére mer6leges mozgasegyenletbdl: mal = Fny—mgcosa  tudjuk, hogy Fny=mg cosa,

és igy a lejtével parhuzamos mozgdsegyenlet maj| = mg sina.— pmg cosa =0

- u=014=tga - oa=arctg0,14=8°.

A szanko sebességének vizszintes komponense Vs x = Vs;:cosa = 2,971 m/s,
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fuggbleges komponense Vs, = vssina = 0,416 m/s.
A kil6tt golyd sebességének vizszintes komponense Vgox = Vszx + Vo = 2,971+16 = 18,971 m/s,
kezd&sebességének fliggbleges komponense Vvgo; = Vs;2 = 0,416 m/s.

A koordinatarendszert az dbra szerint vdlasztva a golyd az x = 0, z = h pontbdl indul és az

x = h/tga, z = 0 pontba kell megérkezzen, tehat Z A
X: (Vszx+Vo)-t=h/tga

2 h=—veg, - t—=%gt?=0.

Az els6bdl h-t kifejezve és atirva a masodikba
(Vsz,x+V0)‘t'th(.—Vsz,z't— Vzgt2=0,

amib6l t=2votga/g=0,448s és h
visszahelyettesitve

h=2votga (Vs sina+votga)/g =1,19m.

Vo

v

0

3/14. A 200 m magas hegy talppontjatdl (a hegycsucs alatti ponttdl) 500 m-re [évé puska
irdnyzékat milyen (legkisebb) szogre kell allitani, hogy atl6jon a hegycsucs folott? Mennyi idé telik
el, amig a puskagolyd a hegy csucsa f6lé érkezik? A puskagolyd kezd6sebessége 1000 m/s.

MO.

vizszintesen x=votcosa: 500=1000tcosa = tcosa=0,5

fuggblegesen z=votsina-%gt?: 200=1000tsino-5t?2 = tsina=t2/200+ 0,2
Felhaszndlva, hogy (tcosa)? + (tsina)? = t?, egy t2-ben masodfoku egyenletet kapunk:
0,25+ t*/ 40000 + 0,002 t2 + 0,04 = t2, amib6l t1=0,539s és t2=199,8s.

A megfelel6 szogek: a1 = 21,93° (ez a minimalis) és a2 = 89,86° (ezt mar veszélyes kiprébalni!)

3/15. A hegyrdl 16vik a siksagon 1évé |Gallasokat. A hegyen és a siksagon Iévé agyuk egyformak, az
agyugolyok kezddsebessége vo = 500 m/s. A hegyen |évg agyu csove vizszintesen all. A siksagon
[évd agyubdl a golydt pont 1 s-mal azutan I6vik ki, hogy meglattak a hegyi agyu torkolattlizét.
Sikerdl is az agyugolydét még a levegbben eltalalni és eltériteni a céltdl. Hol talalja el egymast a két
agyugolyd? Mekkora a siksagon Iévé agyu csovének a vizszintessel bezart szoge?

z Vo

200 m oo o

800 m
MO. A hegycsucsrol kil6tt agyugolyd helyvektora, ha az origd a hegy talppontjaban van,
az x tengely a siksagon |évé agyu felé mutat, és az agyugolyoét t = 0-ban I6tték ki:
ri(t) =500ti+ (200-10/2t2) k,
a siksagon kil6tt dgyugolyd helyvektora pedig
r2(t) = [800-500-cosa(t-1)] i + [500-sina(t-1)-10/2(t-1)?] k
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A két agyugolyd helyvektora egyenl6 kell legyen; komponensenként felirva:

x koordinata: 500t = 800-500-cosa(t-1)

z koordinata: 200-10/2t2 = 500-sina(t-1)-10/2(t-1)2

Az els6 egyenletb6l cosa(t-1) = (800-500t)/500 = 1,6-t,

a masodikbdél  sina(t-1) = (205-10t)/500 = 0,41-0,02t.

Ezeket négyzetre emelve és 6sszeadva egy t-ben masodfoku egyenletet kapunk, aminek a
megoldasati = 1,42 s ést2 = 3040 s.

A t1 -b6l szamolt sz6g a1 = 64,9°, és az agyugolyodk talalkozasanak helye

x1(t1) =500-1,42 = x2(t1) = 800-500-c0s64,9°-0,42 =~ 711 m

z1(t1) = 200-5-1,422 = z2(t1) = 500-sin64,9°-0,42-5-0,422 =~ 190 m

r(t1) =711i+ 190 k [m].

A t; -b6l szamolt sz6g a2 = 178,9°,

és az agyugolyok talalkozdsanak helye

x1(t2) =500-3040 = x2(t2) = 800-500-c0s178,9°-3039 =~ 1,52-106 m

z1(t2) = 200-5-30402 = z2(t2) = 500-sin178,9°-3039-5-30392 = -4,62:107 m

ami nem lehetséges, mert a fold felszinét (a z = 0-t) el6bb elérik az agyugolydk.

(Ha a Fold sokkal nagyobb lenne — vagy a Fold lapos lenne -, és a homogén erdtér kozelités
érvényes lehetne ekkora tavolsdgon is, és az agyugolyodk foldet érési pontja el6tt elkezdédne egy
4,62-10” m mély krater, akkor lenne csak értelme ennek a megoldasnak.)

Y A
3/16. Melyek azok a pontok, amelyekbdl elejtve az A golydt, az a 45°-o0s

lejtérél rugalmasan Gitkozve éppen a lejtd aljdra pattan?

MO.
A golyd a lejt6é folott h magassagbdl indul, igy a lejt6re érkezéskor v*
(fuggbleges iranyu) sebessége lesz:

z=-h=-%gt? = t1= /@ = v*=gti=,2gh.
g

A lejt6rél vald elpattandskor ez lesz a vizszintes irdnyu kezdGsebessége, mivel a lejté 45°-os.
Egyenesen a lejts aljaba pattan, igy vizszintesen x = v* tz, fliggblegesen z = %2 g t22 utat tesz meg,
és mivel a lejt6 45°-0s, x =7z,azazv*t2 =1 gt2? .

Ebb6l t2=2v*/g és x=z=2v*2 /g, v*tbeirva x=1z=4h,

azaz azok a pontok, ahonnan elejtve a golyét, az a lejtén rugalmasan ltkozve éppen a lejté aljara
pattan,a z=15/4x egyenes pontjai.
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EGY IGAZAN HALADO HAJITASOS FELADAT: (nem zh-ra vald)

3/17. A vizszinteshez képest mekkora szog alatt kell adott h magassagbdl adott vo
kezdGsebességgel elhajitani egy targyat, hogy az a lehet6 legmesszebb érjen foldet?

MO.
h magassagbdl indulva tq id6ben 0 legyen a z test koordinataja:
z(ta) =0 =h + (vo sina) ta— % g ts? -> h =% g te®> — (vo sina) tq
és ekozben vizszintesen megtesz d tavolsagot:
X(td) = d =(vo cosa) tq . Ennek keressik a maximumat, ha a valtozhat (vo adott).

Rendezziik az egyenleteket Ugy, hogy tq-t kifejezve az egyikbdl és athelyettesitve a masikba
felirjuk d-t o fliggvényében, majd megkeressik a d(a) figgvény szélsGértékét (derivaljuk a szerint
és megoldjuk a dd/da = 0 egyenletet).
Tehat d-b6l  tq = d/(vocosa) -

h =% g/(vocosa)? - d? — (vo sina)/(vocosa) - d , azaz d?— (vo?/g)-sin2a - d — 2h(vo?/g)cos?a. = 0

> d(a) = (g) sin2a + \/(%)2 sin?2a + 2h (,,;TZ) cos?a és
(ﬁ>sin2a cos2a — 2h<¥)sin2a

2\ 2 2
2 <VL) sin22a+2h(&>cosza
29 g

2gh
UOZ ’

dd Vo2
— = (L) cos2a +
da g

=0

Hosszas rendezgetés utan ebbdl megkapjuk, hogy ctg?a =1+
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