Fizika 1 — Mechanika orai feladatok megoldasa 1. hét

Kinematika

1/1. Egy motorcsonak a folydn felfelé halad. Szembetalalkozik egy tutajjal, majd a talalkozas utan
egy oraval elromlik a motor. A motort kikotés nélkil, a folyéval egyiitt sodrédva fél éra alatt
megjavitjak. Ezutan a motorcsdnak a folydn — bekapcsolt motorral — lefelé megy, majd az els6
taldlkozas helyétdl 7,5 km-re utoléri a tutajt.

A folyo sebessége vs; a tutaj a folydval egylitt mozog v sebességgel; a motorcsénak a folyéhoz
képest tetsz6leges irdnyba tud haladni allandé v sebességgel.

Mennyi a folyd sebessége? Mennyi a csdnak sebessége?
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Megoldas

A feladat azt demonstralja, hogy a vonatkoztatasi rendszer megfelel6 valasztasaval a megoldas
menete egyszer(ibb is lehet. Oldjuk meg a feladatot (1) a parthoz rogzitett, (2) a tutajhoz rogzitett
koordinatarendszerben felirva a mozgast.

A testek allando6 sebességgel haladnak, az egyes szakaszon egyenletes a mozgds: s=vt
Az s ut helyett az x helykoordinatat fogjuk hasznalni, ami a test helyét adja meg.
(1) A koordinatarendszeriink x tengelyét helyezziik el a parttal parhuzamosan; origdja legyen ott,

ahol a motorcsénak és a tutaj el6szor taldlkoznak; az x tengely mutasson arra, amerre a folyo
folyik.
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A folyo sebessége a parthoz képest vs.
A tutaj sebessége megegyezik a folyd sebességével, tehat a parthoz képest v
A motorcsénak sebességének nagysaga a folyéhoz képest v, ezért
amikor a folydn felfelé megy, akkor a parthoz képest ves —ve (Id. lejjebb a 2. megjegyzést);
amikor a folyén lefelé megy, akkor a parthoz képest v¢s + vs;
és amikor javitjak, akkor olyan, mint a tutaj, tehat sebessége a parthoz képest vs.
Ezekkel a sebességekkel kiszamolhatjuk a megtett utakat. Az x koordinata felirasakor figyelembe kell
venni azt is, hogy milyen irdnyba mozgott a test. Amikor a motorcsénak lefelé megy, akkor az x
koordinatdja nd, és ezért pozitiv lesz az elmozdulasa, de amikor felfelé megy, akkor az x tengely
negativ irdnyaba mozog, ezért negativ lesz az elmozdulasa. Az elmozdulas el6jeles mennyiség, az Ut
mindig pozitiv (egydimenziés mozgdsnal az elmozdulas nagysaga).

Irjuk fel a motorcsdénak és a tutaj helyének x koordinatajat a masodik talalkozasig:

Motorcsonak:
Az els6 6raban a sebességének nagysaga a parthoz képest ves — vs (km/h),
t1 =1 draalatt s1=(Ves— Vi) - t1 = (ves — ) - 1 (km) utat tesz meg;
az x tengely negativ irdnyaba halad, Ax; = —s3;
az origébdl indulva az x1 =0+ Ax1 = — (Ves — v )-1 (km) koordinatahoz érkezik.

A kovetkez§ fél draban a sebességének nagysaga a parthoz képest vs (km/h),
t2=0,5 dra alatt s; = v¢- t2 = v¢+ 0,5 (km) utat tesz meg;

az x tengely pozitiv irdnyaba halad, Axz = s3;

tehat az x koordinataja ennyivel n6, x2 = x1 + Axz = = (Ves — vi)-1 + v¢-0,5 (km).

Az utolso szakaszban a sebességének nagysaga a parthoz képest ves + vi (km/h),

t3 =t* dra alatt s3 = (ves + v¢) - t* (km) utat tesz meg;

az x tengely pozitiv irdnyaba halad, Axs = s3;

tehat az x koordinataja ennyivel n6, x3 = x2 + Axz = — (Ves — Vi )-1 + v¢:0,5 + (Ves + vi) - t* (km).

A végén 7,5 km-rel lejjebb van a part mentén folyasiranyban, tehat x3 = 7,5 (km).
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A motorcsénakra felirhatd egyenlet tehat
(I.) —(Ves = vf)-1 +v£-0,5 + (Vs + vf) - t* = 7,5 (km).

Tutaj:
t1+t2+t3=1+0,5+t* drdig halad vs sebességgel az x tengely pozitiv irdnyaba, igy jut el 7,5 km
tdvolsdagra, a tutajra felirhatd egyenlet tehat

(11.) vi- (1+0,5+t*)=7,5 (km).
A 3 ismeretlenre csak 2 egyenletiink van.

Az (1.) egyenletben beszorozva, majd vs-et és ve-t kiemelve:
vi- (1+0,5+t*)+ve- (t*-1)=7,5.

Ebbél kivonhatjuk a (11.) egyenletet, és marad
Ves - (t¥—1)=0.

Ves = 0 azt jelentené, hogy a csdnak végig a tutaj mellett utazik.
t*-1=0 —> t*=1h, ennyiideig volt lefelé bekapcsolva a csénak motorja.

Ezt visszahelyettesitve a tutajra felirt egyenletbe
vi-(140,5+1)=7,5 — vf=3km/h.

t* =1 h -t és vs = 3 km/h -t visszahelyettesitve a csonak egyenletébe
3-(1+40,5+1)+vs-0=7,5
Ves-0=0
—> Vg, a csOnak sebessége tetszbleges lehet.

(2) Vegylink fel egy folyéval/tutajjal egyitt mozgd koordinatarendszert. Az origdja legyen a tutajra
rogzitve, az x’ tengely mutasson arra, amerre az els6 éraban tavolodik a csénak a tutajtél.

Ebben a vonatkoztatadsi rendszerben a tutaj x' koordinataja természetesen végig zérus, és a
motorcsoénak x’ koordinatajat irjuk fel a masodik talalkozasig:
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Az elsG6 éraban a csonak sebességének nagysaga a tutajhoz képest ves (km/h),
t1 =1 6ra alatt s1 = v¢s -1 (km) utat tesz meg,

az x’ tengely pozitiv iranyaba mozog, Ax1” = s1/,

az X1’ = 0+ Ax1’ = ves'1 (km) koordinatahoz érkezik.

A kovetkez6 fél éraban a sebességének nagysaga a tutajhoz képest O,
tehat nem valtozik az x’ koordinataja, Ax2’ =0; x2" =x1'.

Az utolsé szakaszban a sebességének nagysdga a tutajhoz képest v (km/h),
t3 = t* d6ra alatt s3’ = v - t* utat tesz meg,

az x’ tengely negativ irdnydba mozog, Axs’ = —s3/,

az X3’ = X2’ + Ax3' = Vel — ves - t* (km) koordinatahoz érkezik.

A motorcsénak a végén az x3’ = 0 km-nél van, hiszen az x’ = 0 a tutajra van rogzitve, tehat
Vs * 1+0_Vc5't* =0.

Ebbdl azonnal lathatd, hogy egyrészt mivel a csénak el6sz6r 1 6ran at tavolodik a tutajtdl
Ves Sebességgel, és utdna ugyancsak ve sebességgel kozeledik hozzd, igy a kozeledés ideje is
1 éra; masrészt, hogy a csdnak sebessége a vizhez képest tetszbleges.

Megjegyzések:
1.) Az elGjeleken nem kell gondolkoznunk, ha azt a szabalyt kovetjik, hogy minden sebességnek a
felvett koordinatatengely szerint adunk el6jelet. Jelen esetben v mindig pozitiv (mert az x tengely
irdnyat ehhez igazitottuk), a csénak sebessége pedig attél fliggben pozitiv ill. negativ, hogy a csénak
az x tengely pozitiv vagy negativ iranydba mozog. Az elmozduldst Ax = (vr £ ves)-t alakban irhatjuk
fel, a megtett Ut az elmozdulas nagysaga, tehdt s = |vf v t.
A feladatban a csénak sebessége az els6 draban negativ, az utolsé szakaszban pozitiv:

(ve—Ves)'1 +vs-0,5 + (vf + ves) - t* =7,5 (km).

\Y)

—

VCS<O s>0

0 7,5 km

2.) A motorcsénak sebessége elvileg lehet kisebb is a folyd sebességénél. Ebben az esetben az elsé
szakaszban a parthoz képest sodrédik lefelé, a parthoz képesti sebessége pozitiv, a Axi = (vf— Ves)-t1
elmozdulasa pozitiv. llyenkor viszont nem teljeslil az, hogy a feladat sz6vege szerint a ,,motorcsénak
a folyon felfelé halad” (ami negativ elmozdulast jelent a felvett koordinatarendszerben).

3.) A motorcsénak altal megtett Ut nagyobb, mint az elmozduldsa a parthoz képest (ami 7,5 km). A
megtett Ut s = s1 + s2 + 53, az elmozdulas Ax = Axy + Axz + Axs.

A t* =1 h és vs = 3 km/h eredményeket felhasznalva jelen esetben

S=|Vi—Ves|'1+V§0,5+ (Vi+ Ves) - t* = |vi—Ves| -1+ 1,5 + (Vi + Vs )-1 (km).

Ves > Viesetén s=—(vi—Ves) 1+ 1,5+ (vi+Ves)1=2ves+1,5(km),

Ves < viesetén s=(vi—Ves)1+ 1,5+ (vi+Ves)1=2vs+ 1,5 (km).
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1/2. A és B varos vizparton helyezkednek el egymastél d tavolsagra. Egy motorcsénakkal, ami a
vizhez képest v sebességgel tud menni, elmegylink a part mentén el6sz6r A-bdl B-be, majd vissza
B-bél A-ba. Megegyezik-e az oda-vissza Ut dsszes ideje, ha a viz egy folyd, ill. egy t6?

Megoldas
Ha a viz egy folyd és A-t6l B felé folyik v sebességgel, akkor
A-bol B-be
Ves + Vi sebességgel halad a motorcsénak a parthoz képest, és a d tavolsagot
tas =d / (ves + vi) id6 alatt teszi meg;
B-bdl A-ba
Ves — Vs sebességgel halad a motorcsénak a parthoz képest (ves > vi kell legyen!), a d tavolsagot
tea =d / (ves—vs) id6 alatt teszi meg;
tehat az Osszes id6
trolys = d / (Vcs+ Vf) +d / (Vcs_ Vf)-

Ha a viz egy t0, akkor az oda- ill. visszaut ideje is t = d/vcs, tehat
tis = 2d/Vcs-

A két id6 hanyadosa

d d Ves T Vf + Ves *Vf 5
tolys _ VestVf Ves—Vf ves? - sz __ Ve
= 2d = 2 = 2 2L
tie — — Ves™ — V¥
Ves Ves

tehat folydban hosszabb id6 kell, mint téban.
Miért? Mert a folyd kevesebb ideig segiti a csénakot, mint akadalyozza.

Az atlagsebesség csak abban az esetben egyenld a sebességek atlagdval, ha az egyes szakaszok
azonos ideig tartottak.

Altalanos esetben ha

t1 ideig v1 sebességgel haladva s1 utat, majd t2 ideig v, sebességgel haladva s; utat tett meg a test,

S1+S2
ty+ty

akkor sebességek nagysaganak atlaga vy =

Abban az esetben, ha azonos ideig tartott a két szakasz, azazhati=t;=1t,

_ S1+S2 _ vit+v,t _ \ZEa's)
akkor vy =T T = Ty T
1 2

(szamtani/aritmetikai kbzép).

Abban az esetben, ha azonos utat tett meg a két szakaszban, azazhasi=s,=s,

akkor via = S1+Sy S+s _ 2 __2vyivy
atl t1+t2 S/V1+S/V2 1/V1+1/V2 \ZEa's)

(harmonikus kozép).

Figyelembe véve a mozgas iranyat, az atlagsebesség egyenes vonall mozgas esetén:

Vst = AX / At, ahol AX = Xveg — Xkezds.
ElGjeles mennyiség. Pozitiv, ha a végpont x koordinataja nagyobb a kezd6pont x koordinatajanal,
vagyis novekvé x értékek iranyaba mozdult el a test; ill. negativ, ha csokkend x értékek irdnyaba
mozdul el. Ha a mozgas végpontjaként a test visszaérkezik a kiindulépontba, akkor vay = 0.
(A fenti feladatban tehat a motorcsdnak atlagsebessége 0.)
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1/3. Egy katica maszkal a teraszon, ami az x—y sikban fekszik. A katica helyvektoranak x és y
komponense:

x(t) = 3A sin (2?7: t)

y(t) = 2A cos (z?nt + g)

ahol A=1m, T=8perc.
a) irjuk fel a katica helyvektorat az id6 fiiggvényében!
b) Adjuk meg, hol van a katica 2 perc; 4 perc; 6 perc; 8 perc; 10 perc; 15 perc; ... mulva!l
c) Rajzoljuk meg a katica palyajat!

Megoldas

Vektorok jelélése: Tébbféleképpen jeldlhetjiik, hogy egy mennyiség vektor, pl. 3, a, a.

A szamolasi gyakorlat anyagaiban a vektorokat félkévér betk jelolik.

A helyvektor szokdsos jeldlése r

a) A két flggvény, x(t) és y(t) kétdimenzids Descartes féle koordinatarendszerben az id6fliggd r(t)
helyvektor x és y komponensét adja meg. Ezeket a komponenseket a megfelelS egységvektorokkal
kell megszorozni.

Descartes-féle koordinatarendszer egységvektorai:

az x tengely irdnyaban i, az y tengely irdnyaban j, a z tengely iranyaban k

r(t) = 3A sin (2—“t) i + 2A cos (2—"t+ E)j
T T 2

A és T értékét behelyettesitve
r(t) = 3 sin (%nt) i+2cos (2—7t E)j [m], ha a t id6t percben mérijlk, ill.
r(t) = 3 sin (4 ) i+2cos (—t+ ) [m], ha a t id6t masodpercben mérjik.

b) Azr(t) fliggvénybe behelyettesitjiik megadott id6pontokat. Figyeljlink arra, hogy a sin ill. cos
fliggvény argumentuma dimenzidmentes, tehat radianban kell szdmolni!

r(2)=3i-2j(m);

r(4)=0i+0j(m);

r(6)=—3i+2j(m);

r(8=0i+0j(m);

r(10)=3i—-2j(m);
(

r(15)=-2,121i+ 1,414 j (m).

c) A palya azoknak a pontoknak az 6sszessége, amelyeket a katica a mozgdsa soran érint. A katica
helyét az r(t) flggvény az id6 fliggvényében adja meg, de a palya nem tartalmazza azt az
informaciét, hogy az adott pontban a test mikor tartézkodik.
Az id6fugg6 x(t) és y(t) komponensekbdl az id6 kikiiszobolésével allitjuk el6 a palyat megadd
fliggvényt.
Jelen esetben nem magat t-t, hanem sin (z?nt)—t érdemes kifejezni:
x(t)-bsl  sin(Ft)= 2.
T 3A
P . 2n, W . 2n
y(t)-t el6szor atalakitjuk: y = 2A cos (? t+ E) =-2Asin (? t),

majd ebbe behelyettesitjik sin (Z?Et) -t x-szel kifejezve:
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y=-2A Xo2y

30 3
A palya tehat egy egyenes, de mivel x és y nem vehet fel tetszéleges értéket, ezért az y = —2x/3
egyenesnek csak a P1 (—3A,2A) és P, (3A,—2A) pontok kozotti szakasza.

Grafikusan vazolhatjuk a pdlyat agy, hogy az egyes id6pontokra kiszamolt x és y koordinatakat
abrazoljuk az x—y sikon, pl. itt dbrdzoltuk a b) feladatban kiszamolt szinnel azonosithaté pontokat.

?
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VEKTOROK (mely fizikai mennyiségek vektorok, melyek skalarok?)

Miliveletek vektorokkal

Altalanosan: szorzas skalarral; 6sszeadas; skaldris szorzas; vektorialis szorzat.

3D Descartes-koordinatarendszerben: pl. legyen a=1i—-2j+3k, b=4i-5j—-6k:

Szorzas skalarral: pl. A=4: Aa=4-(1li—2j+3k)=4i-8j+12k.

Osszeadas: a+b = (1+4)i + (-2-5)j + (3-6)k = 5i — 7j — 3k.

— Ma+Ab: linedris kombindcid; sik egyenlete.

Kivonas: a—b=a+ (-1)-b =-3i+3j+9k, ill. b—-a=3i-3j—9k; ,megvaltozas”: kés6bbi—korabbi!

Skalaris szorzat (2 vektorhoz egy skalart rendel)

Altalanosan: a-b = |a| - |b|-cosa

— merdleges két vektor < a skalarszorzatuk zérus;

— 0nmagaval vett skalaris szorzat — abszolut érték — egységvektor;

— két vektor altal bezart sz6g szamitasa;

— egyik vektor elGjeles vetiilete a masik irdnyara (fizikdban: pl. munka szamoldsanal);

— vektor felbontdsa egy masik vektorral parhuzamos és arra meréleges komponensekre.
Descartes-koordinatarendszerben:

ab=14+(-2)(-5)+3(-6)=4+10-18=—-4;

Abszolut értékek: |a| = \/1 + 4 +9 =114 ~3,742; |b|=+16+ 25 + 36 =77 ~ 8,775;

. b -6
||v— v_’ Fk '”'eb‘|b|¢_ \/_' =k

, , . , _ ab -4 o
a és b altal kozbezart sz6g: cosa = Al - Vi -0,1218 — a =97,00°.

— egységvektorok: ea=

.. . .. ., Lo _ . _ a_ . —_4
Vetllet: pl. b vetilete a irdnyara: b, = |b|-cosa = N ST
b-nek a-val parhuzamos vektorkomponense (azaz b vetiilete ea-ra):
ab a ab 4 . . __E. i_g
b—b”——'m—m'a——F'(1I—2j+3k)— 1+ j k
és b-nek a-ra merdleges komponense pedigbL=b—-b| =— —f -— k

7
(skaldrszorzattal belathato, hogy b. és a tényleg merolegesek)

Vektorialis szorzat (2 vektorhoz egy vektort rendel)
Altaldnosan: nagysaga |axb| = |a| - |b| - sinq,
iranya merdéleges a két vektor altal kifeszitett sikra, és abba az iranyba mutat,
amerre jobb keziink k6zépsd ujja mutat, ha a hiivelykujjunk mutat a irdnyaba és
a mutatéujjunk b irdnyaba (fizikdban: pl. forgatbnyomaték-vektor).
Parhuzamos két vektor <= a vektorialis szorzatuk zérus.
Descartes-koordinatarendszerben:
axb = ...(determindns kifejtésével)... =
=(ayb,—asby )i+ (abx—axb,)j+ (axby—aybx)k=27i +18j+3k
[belathatd, hogy ez mer6leges az a és b vektorok sikjara, azaz Aia+Ab -re:
(A1+4A2)-27+(~2A\1—5A2)- 18+(3N1—6A2)-3=(27—-36+9)A\1+(108—90-18)A2 = 0]
2D polar — majd...

FUGGVENYEK

A fuggvény fliggetlen / fiiggd véltozdja skalar / vektor : PELDAK!

S — S: azaz skalartdl fliggd skalar: pl. s(t);

S — V: azaz skalartdl fliiggd vektor: pl. helyvektor r(t) —térgérbe paraméteres alakban — palya;
V — S: azaz vektortdl fliggd skalar: pl. helyzeti energia Eqot(r) — szintfellletek;

V — V: azaz vektortdl fliggs vektor: pl. aramlasi tér v(r) — vektorvonalak.

Homogén/inhomogén; stacionarius, statikus.
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