Fizika 1 — Mechanika +1 anyag érdeklédSknek (nem zh-anyag)

Az F er§ altal végzett munka, ha a test adott palyan mozog az r1 helyvektord P1 pontbdl az r; helyvektoru P,
pontba:

Wp,p, = frlz F.dr az el6adason a jel6lése Wy, = f(z) F-ds

¢))
Az er6nek a pdlya irdnyaba esé vetiilete végez munkat. A vetiiletet a palya adott pontjan fellépé

F er6vektor és a palya érint6jét megadd dr elemi elmozduldsvektor skaldrszorzatdval szamoljuk ki,
és ezt kell integralni a palya mentén.

Hogyan szamolhat6 ki ez a vonalintegral?

Ha F = konst. akkor
Wp,p, = [;7F-dr =F- [?dr =F- Ar,

a munka az F er§ és a Ar elmozdulasvektor skalaris szorzata.

Ha az er6 vektora fligg a helytél, azaz
F(r) = Fx(x,y,2) i + Fy(x,y,2) j + F2(x,y,2) k
Az (elemi) elmozduldsvektor
dr=dxi+dyj+dzk.
Az erévektor és az elmozdulasvektor skalaris szorzata
F-dr = Fy(xy,2)dx + Fy(x,y,2)dy + F,(xy,2) dz,
tehat
Wp p, = frrlz F.dr = frrlz{FX(x, y,z) dx + Fy(xy,z) dy + F,(xy,2) dz}.
Mivel az integraljelen bellil dx, dy és dz is van, ez igy ebben az alakban csak akkor szamolhaté ki, ha dx, dy,
dz koziil csak az egyik nem zérus, azaz ha a palya parhuzamos valamelyik koordinatatengellyel, illetve ilyen
szakaszokbdl tevédik dssze.

Tetsz6leges alaku palyara a vonalintegral Ggy szamolhaté ki, hogy t-vel paraméterezve, az id6 fliggvényében
adjuk meg a mennyiségeket:
Ha ismerjik a palyat, azaz a helyvektort az idé fliggvényében:
r(t) = x(t) i +y(t) j +z(t) k,
abbdl az elemi elmozduldsvektort ugy kapjuk meg, hogy a helyvektort derivaljuk (igy megkapjuk a

pillanatnyi sebességet):
dr _ Q . ﬂ - g
at acttadt dtk’

majd formalisan szorzunk dt-vel, amivel megkapjuk, hogy mekkora az elmozduldsvektor dt alatt:
r=|Fi+ i+ k] dt.
Az er6t is t-vel fejezzuk k|.

F(r) = Fx(x(0), y(1), z(D) i + Fy (x(1), y (1), (1)) j + F, (x(1), y (1), z(D)) k .
Ezeket behelyettesitve

We,p, = I {F(x(0), y(0), 2(0) 5 + By (x(0), y(0), 2(D) 2 + B, (x(1), y (D), 2(0) 2} dt,

ez t szerinti integralassal kiszamolhato.
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Konzervativ az F(r) er6tér akkor, ha az adott erg altal végzett munka fliggetlen attdl, hogy a kezdé- és végpont
kozott milyen Uton mozog a test. llyenkor zart gorbére a munka zérus, mert a munka el6jelet valt, ha az
ellentétes iranyba megylink az adott gorbén.

Egy F(r) erGtérrél ugy donthetjiik el, hogy konzervativ-e, hogy kiszamoljuk a rotaciéjat:

i j Kk
_|2 2 2f_ (9% aFy). (an BFX). (6Fy apx)
rotF = ox dy 0z _(By 9z 1 9% 9z )+ % dy k.
Fy Fy F,

Konzervativ az er6tér, harot F=0.
llyenkor létezik egy E,ot(r) potencialis energia fliggvény, amire igaz, hogy

F(r) =—grad Epot(r) , vagyis F(I‘) - _ (aEpot .

4 8ot OFbor )
Egy adott pontban a potencidlis energia azzal a munkaval egyenl8, amit az adott er6 végez, ha a test az

ox ay 0z

adott r pontbdl abba az ro pontba mozdul el, ahol az adott er6hoz tartozé potencialis energia zérus. (Az
energia munkavégz6-képesség.) Az, hogy mely ro pontra legyen Eqot(ro) = 0, szabadon valaszthatd.
Epot = J *F(F) - dF = — frro F(F) - dF .
A potencialis energia fliggvényt meghatdrozhatjuk az er6bél
> integralassal, pl. igy, hogy olyan utat valasztunk, hogy sorra az egyes a koordinatatengelyekkel
parhuzamosan megyink. Eot(0,0,0) = 0 valasztassal

x,0,0 X,y:O X,y,Z
Epot = — { Joog Fx dx+ [0 By dy + [V, dz} ;

» vagy az F = —grad Ep.: Osszefiiggés alapjan.

Az F erd dltal végzett munka a potencialis energia fliggvényébdl az A kiindulasi és a B végpont potencialis
energiajanak kilonbségeként szdmolhato:

Wag = —BEpot = —[Epot(B) — Epot(A)] = Epot(A) — Epot(B).
A fentiek szerint kiszdmolt munka az a munka, amit az adott er6 végez a testen; az altalunk az erétér
ellenében végzendd munka ennek ellentettje.

F(r) helyett sokszor hasznalatos az E(r) térerdsség (egységnyi tomegl testre hato erd):
E(r) = F(r) / m [N/kg],

az ehhez tartozo potenciafiiggvény
U(r) = Epe(r) / m [J/kgl;
E(r) = —grad U(r).

1. Hatdrozzuk meg az m témegii anyagi pontra haté F = (Ax+B) i+ Cz?j + (Dx+E) k [N] eré munkajat,
ha a test
a) a P (0,0,1) pontbdl a P1 (0,2,1) pontba megy az y tengellyel parhuzamosan;
b) a P> (2,0,1) pontbdl a Py (0,0,1) pontba megy az x tengellyel parhuzamosan;
c) aP;(2,0,1) pontbdl a P, (0,2,1) pontba megy a két pontot 6sszekdtd egyenes mentén!
Hasonlitsuk 0ssze az a) és b) feladatban kapott munka 6sszegét a c) feladatéval!
d) Konzervativ-e a fenti ergtér?
e) Hatdrozzuk meg az F erg altal végzett munkat az x-z sikban fekvd R sugaru, origd kézéppontu koron
végzett teljes korulfordulasra!
f) Hatarozzuk meg az F erd altal végzett munkat az x-y sikban fekvé R sugaru, origd kdzéppontu kéron
végzett teljes korulfordulasra!
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MO.
a) Mivel azy tengellyel parhuzamosan megylnk, ezért dx=dz=0

0,2, 1) 0,2, 1) 0,2,1) 2 2
WP0P1 f(OOl) f(OOl) y:f(0,0,l) CZZ dy:fg Clz dy:Cfo dy:C[y]% =2C.
b) Most az x tengellyel parhuzamosan megyiink, ezért dy = dz = 0, tehat

(001) (001) 0 x? 0 22
We,p, = [y Frdr = [0/ Fedx = [)(Ax + B) dx = [A7+Bx]2=—A7—2B=—2A—2B.

c) irjuk fel az egyenes egyenletét t-vel paraméterezve, Ugy, hogy to = 0-ban legyen a test a P, pontban
és t, = 1 —ben legyen a test a P1 pontban (igy konnyd lesz az integralasi hatarokat behelyettesiteni a végeén).

Az r(t) komponensei tehat x=2(1-t), y=2t z=1, amibdl % -2, % =2,—=0;
adr komponensei dx=-2dt dy=2dt, dz=0;, és t: 0> 1.
(021) (02 1) dy
Wep, = [ipomy F 47 = Joy (B((0, 70, 20) G+ B (x(0,¥(0), 2(0)) 5 +0) de =
(0,2,1)
= Jp o0 (Ax + B) - (=2) + Cz?%-2}dt = fo {((A2@-0)+B)-(-2)+C-1%-2}dt =
= fol(-A-z2 +A2%°t—-B2+2C)dt=--=—-24A—-2B+2C,

vagyis ugyanannyi a munka a P, és P; pontok kozott, akar egyenes uton megylink, akar a Po ponton
keresztil a koordinatatengelyekkel parhuzamosan.

i j k

d d d , , , , oy
d) rotF = — — — = —2Czi— Dj , tehat nem konzervativ az er6tér.

ox ay 0z

Ax+B (Cz? Dx+E
Megjegyzés: az xy sikban azért nézett ki konzervativnak, mert rot F -nek a k komponense zérus és

eddig az x-y sikban fekvé palyakkal szamoltunk, aminek a vektora: dA=dAk,igy rotF -dA = 0,
és a Stokes-tétel szerint [rot F -dA=¢F-dr - zérusavonalintegral értéke zart gérbére.
e) Az x-z sikban fekvd R sugaru (origd kozéppontu) kor paraméteres alakja t-vel paraméterezve,
t: 0 - 2rt valasztassal

az r(t) komponensei x =R cost, y=0, z=Rsint

dx _ _X-— ____
- vl R sint, " 0, " R cost;

adr komponensei dx=-Rsintdt, dy=0, dz=Rcostdt;
W= fozn{(A ‘Rcost + B) - (—Rsint) + (C(Rsint)?) - (0) + (D-Rcost + E) - (Rcost)} dt =
= fzn{—A ‘R2sint - cost — B-Rsint + D-R%cos?t + E -Rcost}dt =

[—cosZt + B-Rcost + D -R? (S”ft + %) + E-Rsint]zﬂ = [D -Rzg]zn =D-R’n

VAGY: W =¢F-dr=[rotF -dA felhaszndlaséval:

kiszamoltuk, hogy rot F = —2Cz i — Dj

és mivel a kor az x-z sikban fekszik, aminek a normalvektora j, ezért dA=dAj
tehat W = [rotF -dA= [(-D)dA= —D [dA = (-D) -R%*m

mivel az R sugaru kér teriillete R?m, azaz [dA=Rm

(A munka elGjele a koriljarasi iranytdl figg.)

f) Az x-y sikban fekvd R sugaru (origd kozéppontu) kor paraméteres alakja t: 0 > 2llvé|asztéssal'
az r(t) komponensei x=Rcost, y=Rsint, z=0 > % = —R sint, % = R cost, =0;
adr komponensei dx=-Rsintdt, dy=Rcostdt , dz=0;

W= fozn{(A ‘Rcost + B) - (—Rsint) + (C - 0%) - (Rcost) + (D-Rcost + E) - (0)} dt =

= fozn{—A ‘R?sint - cost — B-Rsint} dt = fozn {— %A-stinZt - B'Rsint} dt =
.R2 27

= [A—R cos2t + B'Rcost] =0.
4 0

+1/3



2. Adott a kovetkez6 erétér (egységnyi tomegd testre hato erd):
E=-2(xy+z) i—x?j—(2x+5) k [N/kg]
Mekkora munkat végez egy m = 5 kg tomeg( testen az er6tér, mikdzben a test az
r(t) = (t+2) i—3tj+ (t+1) k gdrbe mentén a Py(2,0,1) pontbdl a P4(1,3,2) pontba mozog?

MO.
1.) Behelyettesitéssel lathatd, hogy Po-ban to =0, Pi-ben t; =—1, tehat az integraldsi hatarok: t: 0 - —1.
X(t)=t+42,y(t)=-3t, 2()=t+1 —» T =1, Z=-3, L=t - dr=(i-3j+2tk)dt.

A térerésség most egységnyi témeg( testre van megadva (E=F/m) ,tehdt W=m- [E-dr:

i b dx dy dz
W=m-jE-dr=m-j E, — +E,-—2+E, — +dt=
2 ! dt dt dt

=5-]1{[- 2(t+2)- (-3)+ @ +D)]- 1+ [ (t+2)?] (-3) + [2(t + 2) + 5]- (21) }dt =

0

-1
=5-j(3t2 +6t+10)dt=...=—40[J]

0

2.) Mas megoldas: konzervativ-e az erétér?

i j k
rot E = ;—x ;—y % =(0-0i—(—2-(-2)j+(-2x—(-2x))k=0,

—2(xy+2z) —x?* —(2x+5)
tehat az er6tér konzervativ - létezik potencialfliggvény
- (2.A): elGallitjuk az Epo(r) fliggvényt és
abbdl szamoljuk ki a munkat: W = —AEget = Egot(Po) — Epot(P1);
- amunka tetsz6leges Uton szamolva ugyanannyi
- (2.B): egyszer(bb utat valasztunk az integralashoz.

2.A)  Epot(r) meghatarozasa: tudjuk, hogy F=—grad Epot, de mivel most F helyett E = F/m van megadva, ha
ezzel szamolunk, akkor az egységnyi tdmegre vonatkozd potencidlis energiat kapjuk meg, jeldljik ezt
U-val: U=Ept/m, és E=—grad U.

Descartes-komponensekkel E = Eyi + Eyj + E;k, —gradU = — (—Xl +—j+—Kk);

a megfelel§ komponenseknek egyenl&knek kell lenni, vagyis

oU/ox=-Ex, oU/oy=-E,, oU/0z=-E,, azazismerjuk az U(r) fuggvény parcidlis derivaltjait.

0U/ox =—Ex=2(xy+z) = U= [2(xy + z)dx =x% + 2xz + Ki(y,2) ;
itt K; olyan ,konstans”, ami x-t6l nem fligg, de fligghet y-tdl és z-t6l; ezért jeldli Ki(y,z).

Ennek y szerinti derivaltia oU/dy = x> + oKal(y,z)/0y ;

masrészt 0U/oy =—E,=x*> = OKi(y,z)/0y =0, akonstans tehat fuggetlen y-tdl, de fligghet z-tél:
= U=x?y+2xz+Ky(z).

Ennek z szerinti derivaltja 0U/0z = 2x + 0Kx(z)/0z,

masrészt 0U/0z=-E,=2x+5 = 0Ky(2)/0z=5 = K;=5z = U=x*+2xz+5z+K.

A K konstans értékét valasszuk 0-nak (igy Epot = 0 az origéban)

Tehat a potencialfiggvény egységnyi tomegre U=x% +2xz + 5z [J/kg].
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Megjegyzés: gyorsabban is 6sszerakhatjuk az U fliggvényt:
OU/ox =—Ex=2(xy+z) = U=[2(xy+z)dx =x% +2xz +kily,2)

oU/oy = —E, = x? = U=[x%*dy = X2y + ka(x,2)
o0U/0z=-E,=2x+5 = U= [(2x+5)dz =2xz+5z+ks(x,y)
Gydjtsuk 6ssze a tagokat, de mindegyiket csak egyszer irjuk ki: U(r) = x%y + 2xz + 5z .

Az erétér altal végzett munka a kezd6- és a végpont potencidljdnak a kiilonbsége:
W/m = =AU = —[U(P1) = U(Po)] = U(Po) — U(P1) .

A Po(2,0,1) pontban x0=2, yo=0, 20=1 — U(Po¢)=22-0+2-2-1+5-1=9J/kg;
aP:(1,3,2) pontban x1=1,y1=3,2:=2 — U(P1)=1%23+2.1.2+5-2=17 J/kg;
W/m =U(2,0,1) — U(1,3,2) =9 — 17 = -8 J/kg,

tehat az m =5 kg tomegi testen az er6tér altal végzett munka W =5-(-8) =—40.

2.B)  Mivel az er6tér konzervativ, valaszthatunk mas, a megadottnal egyszer(ibb utat is a Po és P; pontok
kozott (mivel ekkor a munka csak a kezdd- és végpontoktdl fligg).
Valasszuk azt az utat, amikor rendre az x,y,z tengelyek mentén megyiink:

Po(2,01) > (1,0,1) > (1,31) = Pi(1,3,2)
Amikor az x tengely mentén megyiink, behelyettesitjik Ex -be y és z értékét (y=0,z=1) és x:2>1;
amikor az y tengely mentén megyiink, behelyettesitjik E, -ba x és z értékét ( x=1lett, z=1) és y: 0 > 3;
amikor a z tengely mentén megylink, behelyettesitjik E, -be x és y értékét ( x=1,y=3 lett) és z: 1 > 2.

P (1,0, 131 1,3,2)
W=m-jE-dr:5-{ j—2(xy+z)dx+ j—xzdy+ _|'—(2x+5)dz}:

(2,0,1) (1,0,1) 131

:5-{?—2(x-0+1)dx+.3|:—12dy+j.—(2-1+5)dz}=...=—40 [J1-

2

3. Egy er6hoz tartozo potencialis energiat az alabbi fliggvény adja meg:
Epot = 2Xy? + 16 — 3xz
a) Adjuk meg a potencialis energidhoz tartozé erét!
b) Mekkora munkat végez a fenti er6, ha a test a Po(1,-2,3) pontbdl a P1(—4,5,—-6) pontba mozog a pontokat
0sszekotd egyenes mentén?
c) Mekkora erg hat a testre a Py kezd6pontban?
MO.
a) F=-—grad Epot = — ((2y*-32) i +4xy j—3x k)= (-2y*+3z) i—4xyj+3x k
b) A potencidlis energiabdl
W = —BEpot = Epot(Po) — Epot(P1) = [2-1+(-2)%+ 16 — 3:1-3] — [2:(—4)-52+ 16 — 3-(-4)-(—6)] = [15] — [-256] = 271 J .
Persze kiszdmolhatjuk a munkat vonalintegrallal is:

_ (-4-23) (-4,5,3) (—4,5,—6)
w = f(1,—2,3) F; dx + f(—4,—2,3) FJ’ dy + f(—4,5,3)

=[7'3-3-2- (-2 dx + [ (=4~ (-Dy) dy + [, °(3 - (—4))dz =

= [T"1dx+ [ 16y dy + [, * 12 dz = [x]7* + [8y®] + [~122]5° = 2711,
c) F(Po)=(-2:(-2)*+3-3)i—-41:(-2)j+3-1k=1i+8j+3k,

ennek nagysaga (Pitagorasz-tétellel) F(Po) =v74 = 8,602 N .

F,dz=
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4. Hatdrozzuk meg az  E = 2(x+4) i — 322 j + 2x* k [N/kg] er6tér altal egy m = 2 kg tdmeg( testen végzett
munkat, ha a test

a)a Pi(3,-1,2) [m] és a P»(3,1,2) [m] pontok k6z6tt mozog egyenes palyéan!

b) a P5(0,0,0) [m] és a P4(-5,4,3) [m] pontok kbz6tt mozog rendre az x,y,z tengelyekkel parhuzamosan!

MO.
a) A mozgds itt csak az y tengellyel parhuzamosan torténik, igy dx =dz = 0.
P, P, (3,12 1
W = jF-dr = m-jE-dr =2. I{Z(x+4)dx—3z2dy+2x2dz}= 2-_[—3-22dy=...=—48 J.
R R (3-12) -1
b)
P, (-5,4,3) (-5,0,0) (-5,4,0) (-5,4,3)
W= [F.dr=m. [E.dr= 2-{ [2(x+4ydx+ [-32°dy+ jzxzdz}=
P; (0,0,0) (0,0,0) (-5,0,0) (-5,4,0)

-5 4 3
:2-{[2(x+4)dx+j—3-ozdy+jz.(—5)2dz}=2{—15+0+150}=270 J.
0 0 0

5. Adott a térerGsség a kovetkez6 alakban:
E = (3x+2xz) i + (2y?+5xz) j + 5xy k [N/kg] .
a) Allapitsuk meg, létezik-e potencial, és ha igen, adjuk meg!
b) Mekkora munkat végez az erGtér, ha egy m = 2 kg tomeg( test mozog egy egyenes mentén
a P:1(1,2,-1) [m] pontbdla P,(-1,2,0) [m] pontba?

MO.
i j k

a) rotE= 9 9 9 = (65X =5x)i— (5y —2X)j+ (52 - 0)k = (2x —5y)j+5zk = 0
oX oy oz

3X+2xz 2y*+5xz 5xy

tehat nem létezik potencial.
b) A Po-bdl P1-be mutaté egyenes egyenlete t-vel paraméterezve, Po-ndl t=0, P;-nél t=1 valasztassal:
rit)=(-2t+1)i+2j+ (t-1)k — dr=(-2i+k)dt.

dx

n ty
W:m-jE-dr:m-j{Ex -—+Ey-d—y+EZ -dz}dtz
: : dt dt dt

= 2-_l[{[3-(—2t+1)+2-(—2t+1)-(t—1)]-(—2)+[2-22 +5(-2t+1)- (t—1)]- 0+ [5(-2t +1)-2]-1} dt =
1 ) B _ﬂ
=2-£{8t —20t+8) dt=...= 20

6. Hatdrozzuk megaz F=[(2x+z):In(y) Ji+ [ (x*+xz)/y]i+[xIn(y) 1k er6 altal végzett munkdt, mikdzben
atestaz r=(5-2t)i+3j—4tk egyenesmenténa Po(7,3,4) pontbdl a P;(5,3,0) pontba jut! (Az eré N-
ban, az r m-ben értendé.)

Konzervativ az erétér?
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MO.
dr=(-2i-4k)dt
az integrélasi hatarok (behelyettesitéssel): Po-banto=-1, Pi-bent;=0

d d
W = fttol [Fx : d—f +F, -—Z] dt  mertdy=0

Z dt
w = [°[(2(5-26) — 4t) - In3 - (=2) + (5 — 2t) - In3 - (—4)] dt =....= =52 - I3 =-57,1}
Konzervativ, harotF=..=0

rot F = (x/y-x/y) i — (In(y)-In(y)) j + ((2x+z)/y-(2x+z)/y) k= 0
tehat konzervativ az er6tér -
eszerint az a) feladatot szdmolhatjuk mashogy is, mehetiink pl. a tengelyekkel parhuzamosan:

(53,4) (5:3,0) (53,4) (53,0)
W=f( Fdx + [ Fdz=f(7'3,4)(2x+4)ln3dx+f(5,3l4)5-ln3dz=..=—52-ln3 ;

7,34) X (534) %
VAGY el&dllithatjuk a potencialis energia fliggvényt: Epor =— (x* +x2) - In(y)
és kiszamolhatjuk ebb&l a munkat: W = —IEpet = Epot(Po) — Epot(P1) = —77:In3 —(=25:In3) = -52:In3

7.Egy E=(3-2y)i-2(x+yz) j—y?k alaku erétérben egységnyi tdmeg(i test mozog az
r=(t?+1) i+ (t-1) j + 2t k gérbe mentén.

a) Konzervativ-e az ergtér?

b) Mekkora munkat végez az erGtér, miga Po(2,-2,—2) pontbdl a P;(2,0,2) pontba jut a test?

MO.
i j k
d a d . .
EP % % | =2y +2y)i—(0-0)j+(-2+2)k=0
3—-2y —2(x+yz) —y?
tehat az er6tér konzervativ.

a) rotE =

b) A munkat szamolhatjuk a potencialbdl:

0U/Ox =—Ex=—(3-2y), 0U/0y=-E,=2(x+yz), o0U/oz=-E,=y*> —

a potencial U = —=3x + 2xy + y?z, ezzel

W = —=AEpot = M+(—=AU) = 1-(U(Po) = U(P1)) = [<3-2+2-2-(-2)+(<2)}(~2)] - [-3-2+2-2-0+0%-2] =-16J .

VAGY: dr/dt=2ti+j+2k, és Po-banto=-1, Pi-bent;=1;
w=[1[B-20-D) 2t -2(*+ 1D+ (t-12t)-1-(t—1)2- 2] dt =

= [1[-12¢* + 18t — 4] dt=—16] .

VAGY: mivel az er6tér konzervativ, a munka szdmolhaté mas utat valasztva is, pl. a koordinatatengelyekkel
parhuzamosan haladva.

8. Mekkora munkat végez az E = (y-3) i + (x=222) j— 4 yz k er6tér egy m = 1,8 kg tdmeg( testen, ha a test a
Po(—1,1,2) pontbdl a P1(5,1,2) pontba mozog az r = (2-3t) i + t? j + 2 k gbérbe mentén? Konzervativ-e az erétér?

MO.
i j k
a a , ]
rotE=| - F 5 |=(4z+42)i—-(0-0)j+(1-1Dk=0

y—3 x—2z2 —4yz
tehat az er6tér konzervativ.
A munkat szamolhatjuk a potencidlbdl:
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o0U/ox =—Ex=—(y-3), 0U/oy=-E,=—(x-22?), 0OU/oz=-E,=4yz —

a potencidl U =3x—xy + 2yz?, ezzel

W/m = U(Po) — U(P1) = [3:(-1)—(-1)-1+2-1-2%] — [3-5-5-1+2-1-2%] = -12 J/kg.

VAGY vonalintegréllal: dr/dt=-3i+2tj+0k, és Po-banto=1, P;-bent;=-1

W/m = fl_l[(t2 —3)-(-3)+(((2-3t)—2-2%)-2t+0)]dt = -3 f1_1[3t2 +4t—3]dt=—12]/kg.
VAGY: mivel az er6tér konzervativ, a munka szdmolhaté mas utat valasztva is, legegyszerlbben Ugy, hogy az
x tengellyel parhuzamosan megytink a Po-bdl a P1-be:

5,1, 5 5
W/m = ((_11.12.;)(3’ —3)dx= [ (1-3)dx=-2" dx= —2[x]2, = ~12]/kg.

Az 1,8 kg tomegl( testen végzett munka W =-1,8-12 =-21,6J.

9. Egy test az
r(t) = (t=2) i—2tj+ (2t>-1) k [m] gorbe mentén mozog
a Po(0,-4,7) [m] pontbdla Pi(-2,0,-1) [m] pontba.
Mekkora munkat végez ekdzben a testen az
F=(2xy+z)i+3xzj+ (y>x) k [N] er8?
MoO.
Ha kiszamoljuk rotF-et, latjuk, hogy az nem zérus ( rotF = (2y—3x)i+2j+(3z-2x)k ), tehat a munkat
mindenképpen az elbirt vonalintegrallal kell kiszamolni.
Behelyettesitéssel [athatd, hogy Po-ban to=2, Pi-ben t; =0,

tehat az integralasi hatarok: t: 2 = 0.

. dx _ . dy ., dz _ . (i

A dr vektor: i 1, e 2, i 4t, tehdt dr=(i-2j+4tk)dt
x(t) = (t=2), y(t) = = 2t, z(t) = (2t>-1) behelyettesitésével

W = [ F(x(0,y(0,2(D) - dr =

= tl{(Z(t—Z)(—Zt) + (22— 1)) -1+ (3(t—2)(2t2 = 1)) - (=2) + ((=20)2 — (t—2)) - 4t} dt =

to

0
= f {413 + 18t2 + 22t — 13} dt = [t* + 6t3 + 11t2 — 13t]3 = —82]
2

10. Adott a kovetkezd erétér:
E=(y-3)i+(x-22%)j—4yzk [N/kg]
Mekkora munkat kell végezniink a fenti er6tér ellen, ha egy egységnyi tomeg( testet mozgatunk az
x =3 [m] sikban fekvé y? + z? = 4 egyenlet(i kér mentén pozitiv irdnyban
a Po(3,2,0) [m] pontbdl a P4(3,-2,0) [m] pontba?

MO. m=1kg > F=m-E=(y-3)i+ (x-222)j—4yzk [N]
r(t)=3i+2costj+2sintk

dr=(-2sintj+2costk)dt

Po-ban t=0, P;-bent=0~

W= j[‘[(3—2-4sin 2t)(—2sint) — (4-2cost - 2sin t)-(ZCost)]dt =..=

0

=-12J

O =

-, .
(—385int+485in3t)dt={3gcost_48003t3'” t 2 480081

3

0
W =-12 ) munkat végezne az erGtér, azaz nekiink 12 J munkat kell végezniink.
Mas megoldas:
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rot E=... =0, tehat az erGtér konzervativ.

A potencial U =3x—xy + 2yz? [J/kg],

az erGtér altal végzett munka W/m =—[BIU = U(Po) — U(P1) =-12 J/kg,
az egységnyi tomegen altalunk végzendé munka W =12 J.

11. Keressiik meg az alabbi helyzeti energia fliggvényekhez tartozd er6tereket!
a) Epst=ax+by+cz
b) Epot - A_eax+ by + cz

MO.
a) F=—grad Eppt=—(ai+bj+ck)

b) F=-A (a,eax+by+czi+ b,eax+by+czj+ C,eax+by+cz k) =_A,eax+by+cz (Gi+bj+Ck)= —Epor(ai'l'bj‘f' Ck)

(Bevezetve az ai+bj+ck=v vektort az Epot felirhatd Epoc = A-€”" alakban.)

12. Keressiik meg az aldbbi erGterekhez tartozo helyzeti energia fliggvényt, ha van! (Ha csak bizonyos
feltételek teljesiilése esetén létezik helyzeti energia, akkor adjuk meg a szlikséges feltételeket!)

a) F=ai+bj+ck

b) F=axi+byj+czk

c) F=ayi+bxj+czk

MO.
a) rot F=0, Ep.:=—(ax+by+cz) ( ami felirhato révidebben:  Epot=—F-r)

b) rotF=0, Epxx=—%(ax’*+by’+c2?)

i j k
0 0 0
c) rotF = %y 6_z=(b_a)k

ay bx cz
vagyis akkor van csak potencidlis energia, ha b = a; ekkor Eyot=—(axy+%cZ?)
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