FIZIKA LABOR

Kozvetett mérés hibaja, Gauss-féle hibaterjedés
Tegyuk fel, hogy meg akarjuk hatarozni egy ¢ mennyiség értékét, melyet nem tudunk kézvetleniil mérni,
de ¢ fligg az x, y, ... mennyiségektél: ¢ = P(x, y, ...), amelyek viszont kozvetlenil mérhetSk. A mérési
eredmények alapjan ismertek az x, y, ... mért mennyiségek varhatd értékének becslésére szolgdld
kozépértékek (x,V, ... ), és egy adott P konfidenciaszintre vonatkozé hibaintervallumok (Ax, Ay, ...):

x= (Xt Ax); y=(yxAy); .. (ezeka hibaintervallumok azonos konfidenciaszintre vonatkoznak)
Hogyan fligg ¢ varhato értéke és hibaintervalluma az x,y,z,... varhaté értékétél és hibaintervallumatol?

b =(ptAd)="?

A ¢ mennyiség varhaté értékének becslése:

d=d(%X7,..)

A ¢ mennyiség hibaintervallumdra szolgdlé becslés (ugyanazon a konfidenciaszinten, amilyen
konfidenciaszintre az egyes mennyiségek hibaintervallumai ismertek):

2
. Ay) + ...
%Y,

¢

2
-Ax) + (Q
x1%g,... oy

= (28

(A fenti képlet akkor érvényes, ha az x, vy, ... mennyiségek fliggetlen mennyiségek; ez akkor lehet fontos
szempont, ha tobb lépésben szeretnénk a hibaintervallumot szamolni.)

Példa. Van két kupac ellendllasunk:
R1=(100,0£+2,1)Q, R,=(400,0+4,3)Q,

a hibaintervallum mindkét esetben P = 99%-o0s konfidenciaszintre van megadva.

A. Mindkét kupacbdl egyet-egyet véletlenszerlien kivalasztva sorosan kapcsoljuk 6ket.
Mennyi lesz a soros eredd varhaté értéke és hibaintervalluma ugyancsak 99%-os konfidenciaszintre?
Megoldds:
R1=100,00Q; R,=400,00; AR1=2,1Q; AR, =4,3Q.
A soros ered@ szamitdasara szolgdld képlet: Rsoros(R1,R2) = R1+Rz.
A soros eredd varhaté értéke
Rsoros = R1 + R2 = 100,0 + 400,0 = 500,0 Q.
Az Rsoros(R1,R2) = R1 + Ry fliggvény parcidlis derivéltja Ry ill. Rz szerint

0 Rsoros =1 és 0 Rsoros -1
0 R; 0Ry
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A soros eredd ellendllas hibaintervalluma

2 2
ARsoros = \/(ags—;’;"s -ARl) + (655—;’;“ -ARZ) = J(1-2,1)%(14,3)2 = 4,785 [Q]

Tehat a soros eredd értéke az adott P = 99%-0s konfidenciaszinten az

Rsoros = (500,0 +£4,8) Q intervallumba esik.

B. Mindkét kupacbdl egyet-egyet véletlenszer(ien kivdlasztva parhuzamosan kapcsoljuk 6ket.
Mennyi lesz a parhuzamos eredd varhato értéke és hibaintervalluma az adott konfidenciaszinten?

Megoldds:

— =t Ez az Osszefliggés alkalmas a parhuzamos ered6 varhatd értékének
parh 1 2

kiszamolasara, de a hibaintervallum szamolasahoz sziikséges parcialis derivalas miatt ezt az 6sszefliggést
rendezni kell az Rpsrh mennyiségre:

R1- Ry

Rl + RZ )

Tudjuk, hogy

Rpérh(Rl,RZ) =

A parhuzamos eredd varhato értéke
_ 100,0 - 400,0

Rparh = —— = 80,0 Q.
Path = 00,0 +400,0
Ri-Ry . , . P .
Az Rparh(R1,R2) = —— fliggvény parcialis derivaltja R1 szerint:
1 2
ORparh Ry (Ri+Rp)—Ry"Ry-1 ( Ry )2
0 R]_ (Rl + Rz)z Rl + RZ

és hasonldan R; szerint

aRpérh_( Ry )2
6R2 R1+R2 ’

Ezek értéke az R1 = 100,0 Q és R, =400,0 Q kézépértékek behelyettesitésével

9 Rprh 400,0 \2
pérh _ ( ) - 0,64
dRy 100,0 + 400,0
9 Rprh 1000 \?
pérh _ ( ) = 0,04
OR, 100,0 + 400,0

A parhuzamos ered6 ellendllds hibaintervalluma

O Ry; 2 3Ry, 2
ARpsn = (ﬁlh OR,) +(ﬁ2h BR)  =/(0,64:2,1)2+(0,04-4,3)7 = 1,355 [Q].

Tehat a parhuzamos eredé értéke az adott P = 99% konfidenciaszinten az
Rparh = (80,0+1,36) Q

intervallumba esik.
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FIZIKA LABOR

Gyakorlé feladatok
1. Egy test atlagsebességét szeretnénk kiszamolni. Mérések alapjan meghataroztuk, hogy a test egy
s=(28,65+0,42) m utat t=(6,72+0,134) s alatt tesz meg (mindkét mérés azonos konfidenciaszintre
vonatkozott). Hatarozzuk meg a test atlagsebességét az s és t mérésének konfidenciaszintjével azonos
valdszinlségl konfidenciaintervallummal egyitt!
Megoldds:
Az atlagsebesség:

v=s/t.
A varhato értéke

V=28,65/6,72=4,263 m/s.
A v=s/t fuggvény parcialis derivaltjai:

ov_1 1

=-=——=0,1488 1/s, As = 0,42 m;
s t 6,72

ov _ s 28,65
ot 2 6,722
A konfidenciaintervallum:

=0,6344 m/s?, At=0,134s.

_ ov 2 ov 2 _ 2 7
Av = \/(;-As) +(;-At) = ,/(0,1488-0,42)2 + (0,6344-0,134)2 =0,1055 m/s

tehat
v=(4,26 £0,106) m/s.

2. E=(24,06 £ 0,38) V elektromotoros erejli telepet terhellink két sorba kotott ellenallassal, az egyik
R1=(145,6 £3,2) Q, a masik R, = (380,4 £ 6,0) Q ellendlldsu (az értékek azonos konfidenciaszinten vannak
meghatarozva). Mekkora lesz a mért aram értéke?
Megoldds:
Az dram értéke:
I=E/(Ri+Ry).
A varhato értéke
I'=24,06/(145,6+380,4) = 0,04574 A = 45,74 mA.
Az |=E/(R1+Ry) flggvény parcialis derivaltjai:
ol 1 1

—= = =1,901-1031/Q, AE=0,38V,
OE Ry+R, 145,6+380,4

dl E 24,06
dR;  (Ri+Ry)2  (145,6+380,4)2

=-8,696:107° V/Q? = -8,696-10° A/Q, AR1=3,2Q;

ol ol
— =—=-8,696-10° A/Q, AR2=6,0Q.
dR, ORy

A konfidenciaintervallum:

Al = J (1,901103.0,38)" + (~8,696:10°:3,2)" + (-8,696:10°-6,0)° =9,336:10* A =0,9336 mA,

tehat
| = (45,74 + 0,93) mA.

METROLOGIA KIVONAT / 3



4. Hatszor megmérjiik egy telep elektromotoros erejét, a kapott eredmények:
12,1 12,2 11,9 12,2 11,7 11,9 [V]
a) Adjuk meg azt az intervallumot, melybe a telep elektromotoros ereje 95% valdszinlséggel esik!
b) A telepet terheljik egy R ellenallassal, és mérjik a terhelésen folyd | ramerGsséget.
(Az ampermérd belsé ellendllasa elhanyagolhatd.) Szintén 95%-o0s konfidenciaszintnél
R=(61,2+1,22)Q, I=(0,1460 + 0,0029) A.
Hatdrozzuk meg a fentiekbél a telep Ry belsé ellenallasat és annak hibdjat!

Megoldds:
4.a) E=12,0V.
_ 2 _ 2 — 2 _ 2 _ 2 _ 2
S = \/(12,1 12,0)2 + (12,2-12,0)? + (11,9-12,0) ;5(12’2 12,002 + (11,7-12,02+ (11,9-12,012 _ 0,08165 V.

A Student-tablazatbdl t(n=6, P=0,95) =2,571;
AE=t-sg=2,571-0,08165 = 0,2099 V;
tehat P = 95%-os konfidenciaszinten E=(12,00£0,21) V.

4.b) 1=E/(R+Rp) — azRypbelsd ellendllds E-vel, R-rel és I-vel kifejezve
Ro=E/I-R.

Az atlagos értéke
R, =12,00/0,1460 - 61,2 = 20,99 Q.

A parcidlis derivaltak

oR o (E/I-R 1 1

27 _ (E/ )=_= = 6,849 1/A, AE=0,21V;
oE 0E I 0,1460

oR o (E/I-R

ORy OGN _ o AR=1,220Q;
oR OR

oR o (E/I-R E 12,00

0f SEMD__E__ 1200 _ se30v/A=-56300/A, AI=0,0029A.
ol ol | 0,1460

A konfidenciaintervallum

ARy = \/(% -AE)2 " (Z—RF:’-AR)Z " ("G—Rlb-m)2 _

= \/ (6,849-0,21)2+ (=1-1,22)*+ (=563,0-0,0029)? = 2,495 Q.

Tehat a belsé ellenallas 95%-o0s konfidenciaszinten

Rb=(21,0+2,5) Q.
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