Koordinata rendszerek

Komolyabb matematikai mélységekbe bocsitkozas nélkiil mondhatjuk, hogy egy n dimenzids
vektort n paraméterrel, n bazisvektor linedris kombinécidjaként tudunk leirni (hiszen a dimenzié
a bazishalmaz szamossdga). Ezeket a bazisvektorokat tobb médon megvalaszthatjuk, ezzel fogunk
foglalkozni ebben az dsszefoglaldban.

Legyen W véges n dimenziés vektortér R felett, és legyen (e;, ey, ...e,) ortonormalt' bazis
W-ben. Ekkor Vv € w vektor felirhat6 a
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A fenti szummaban a v vektort felirtuk az e; bazisvektorok linedris kombinécidjaként, azaz kifejtettiik
az e; bazis szerint. Az «; kifejtési egylitthaték konnyen kiszdmithatok az ortonormaltsdg miatt. A [-
edik kifejtési egyiitthatd kiszamitdsahoz v-t skalarszorozzuk az e; bazisvektorral:

€ -V =q.

Ezzel a skaldrszorzdssal azt szdmoljuk ki, hogy mekkor a v vektor e; bazisvektor irdnydba esd vetii-
lete.

Descartes koordinata-rendszer
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1. abra. Descartes koordinata-rendszer 2 dimenziéban (a) és 3 dimenzidban (b).

Descartes koordinata-rendszerben, két egymasra merdleges egységvektor (i, j €s k jeloli ezeket,
de elterjedt jelolés még az X, ¥ és Z) linedris kombindcidjaként fejeziink ki minden vektort. Egy vektor

'Egy ortonormdlt bazis vektorai paronként merélegesek egymdsra (azaz skaldrszorzatuk zérus), valamint a hosszuk 1.



dr infinitezimdlis megvéltozdsat az x, y és z irdnyu infinitezimalis megvaltozasaval tudjuk jellemezni.
Az infinitezimalis feliiletelem dxdy, dzdz vagy dydz, attdl fiiggden, hogy melyik sikkal parhuzamos
a feliiletelem. Az infinitezimalis térfogatelemet dzdydz.

Mértékegységeket tekintve, [dz] = [dy| = [dz] = m, tehdt az infinitezimdlis feliiletelem mérték-

egysége [dA] = m?, és az infinitezimdlis térfogatelem mértékegysége [dV] = m?.

Polar koordinata-rendszer

Polér koordinata-rendszerben, a vektort a hosszéaval (az origd és azon pont tdvolsiga, ahovéa a vektor
mutat) és egy kijelolt tengellyel bezart szoggel jellemezziik. Az p egységvektor az origdbdl kifelé mu-
tat, sugdriranyu, emellett pedig egy érintSirdnyd b egységvektorral jeloljiikk az p vektorra merSleges
irdnyt. Vegylik észre, hogy ezen egységvektorok irdnya nem dllandé, mint a Descartes koordinata-
rendszer esetében, hanem pontrdl pontra valtozik. Gondoljunk arra az esetre, amikor a ¢ szog zérus,
ekkor a sugdrirdnyu egységvektor p vizszintesen jobbra, az érintSirdnyd egységvektor J) fliggdlege-
sen felfelé mutat, mig ¢ = 7/2 esetében p fiiggblegesen felfelé, qg vizszintesen balra mutat. Ez azt
eredményezi, hogy minden ponthoz a poldr koordinata-rendszerben tartozik egy lokélis ortonormalt
,,Descartes-szeri” koordinata-rendszer.

Egy vektor kicsiny dr infinitezimdlis megvéltozdsat sugdrirdnyd, illetve érintSirdnyd infinitezi-
malis megvéltozdsok linearis kombindcidjaként irhatjuk fel (azaz a lokélis (p, QAS) bazisvektorokkal
kifejezve) A

dr =dp-p+ pd¢ - @.

Ezt a koordinata-rendszert konnyen kiterjeszthetjiikk 3D-re Ggy, hogy az érintd- és sugdriranyd
bazisvektorainkhoz vesziink egy, az altaluk kifeszitett sikra merSlegese bazisvektort z-t. Az igy ka-
pott koordindta-rendszer henger koordinata-rendszernek nevezik (ha fix p mellett véltoztatjuk ¢ és
z értékét, akkor konnyen beldthatd, hogy egy henger paldstjan mozgunk). Az r vektor z tengelyre
merdleges sikra vett vetiiletének hossza p, a z tengelyre vett vetiilete z.

Egy vektor dr infinitezimélis megvaltozasat a 2D esethez hasonldan kaphatjuk meg (azaz a lokalis
(p, q@, z) bazisvektorokkal kifejezve)

dr:d,o-f)+pd¢-q5+dz-2.

A 3. dbrdn a sugdrirdnyud szakaszok és az ives elemek dltal hatdrolt sikidom a (p, ¢) sik dA, 4
nagysdgu infinitezimdlis feliileteleme, aminek a nagysagét egy d¢ szogd, p + dp sugard és egy d¢
sz0g, p sugarud korcikk teriiletének kiillonbségeként szdmolhatjuk ki

A = 2 s — 2
Ao =(p +dp)*—do —1*-—do

d¢
== (0" +2pdp + (dp)” — )

=pdpde.

A (¢, 2) ,,s1k” igazdbdl egy gorbiilt feliilet, egy hengerpaldst, aminek az infinitezimaélis feliiletelemét
a 3. abran dz hosszisagu szakaszok és pd¢ hosszisagu ivek hatarolnak. Ennek a nagysdga

dA, . =pdedz.

A (p, 2) sik egy félsikot jeldl, hiszen p € [0; co) (mivel a z tengelytSl mért tavolsagot jeloli, és mint
tdvolsdg nem lehet negativ), melynek a hatdra a z tengely. A 3. 4brdn ennek a siknak az infinitezimalis
feliileteleme a z tengellyel parhuzamos és sugdrirdnyd szakaszok altal hatdrolt sikidom, aminek a
tertilete

dA, . =dpdz.
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2. dbra. Polér koordinata-rendszer (a) és henger koordinata-rendszer (b).

i

(p+dp)dg pdo

dp

3. dbra. Egy dV infinitezimdlis térfogatelem sematikus dbrdja henger koordindta-rendszerben

Az infinitezimalis térfogatelem nagysaga
dV =dA,ydz = dAy .dp = dA, . = pdpdodz.

Mértékegységeket tekintve, [dp] = [p] = [dz] = m és [¢] = 1, tehdt az infinitezimélis feliiletelem
mértékegysége tényleg [dA] = m?, és az infinitezimdlis térfogatelem mértékegysége tényleg [dV] =
m?3.

Lattuk, hogyan tudjuk intuitiv médon meghatdrozni az infinitezimalis feliiletelemeket és az infi-
nitezimadlis térfogatelemet. A matematikailag precizebb meghatarozashoz sziikséges felirni az 6ssze-
fliggést a Descartes koordinata-rendszer és a henger koordindta-rendszer kozott. A 4. dbra alapjan a
kovetkezd Osszefliggéséket irhatjuk fel:

x =pcos ¢,
y =psin g,
z =z.

Ezt kovetéen képezziik a parcidlis derivaltakat, és foglaljuk ket egy métrixba, ez lesz a Jacobi-matrix:

Jr Jx Oz .
? ? ? cos¢p —psing 0
— | ¥ Y 9y | _ i
J= o 96 o: | = sing pcosgp 0
9z 0z 0z 0 0 1
op 0p 0z
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4. dbra. A tér egy pontjdba mutatd vektor Descartes és henger koordindta-rendszerben

A Jacobi-matrix determindnsa segitségével integralasi valtozot cserélhetiink

/dV = /dxdydz = /det(J)dpdgbdz = /pdpdgbdz,
azaz AV = pdpdedz 6sszefiiggéshez jutunk.

Példa 1. — Szamitsuk ki egy R sugari kor keriiletét és teriiletét

A kor keriilet kiszamitadsdhoz képzeljiik el, hogy egy R hosszisigu vektort az origd koriil megforga-
tunk 27 szoggel, ekkor a vektor végpontja éppen egy korvonalat sirol. A korvonal hosszat (a kertile-
tet) tgy tudjuk kiszdmolni, hogy 6sszegezziik a vektor kicsiny dr = /(dp)? + (Rd¢)? ‘ ap—o = Bdo
megvaltozasait, mikdzben a ¢ szoget 0-t6l 27-ig noveljiik:

2 2

K
K:O/drzo/Rd¢:R/d<z>:27rR.

0
A teriilet kiszamitasdhoz a dA = pdpd¢ infinitezimalis feliiletelemeket kell 6sszegezniink:

R 27 R 21

T
1
T:/dA://pdpdgb: /pdp : /dgb :§R2-27T:R27T.
0 0 0 0 0

Példa 2. — Szamitsuk ki egy H magassagu, R, alapkorii és R, fedokori egyenes csonkakiip
felszinét és térfogatat

A csonkakip alkotdjdnak egyenlete henger koordinata-rendszerben:

Ry — Ry
—.Z

R(Z) = R1 + H

A feliilet nagysdga a paldst teriiletébdl valamint az alap- és fedSkorok teriiletébdl tevédnek Ossze.
A paldst teriiletét dA = R(z)d¢dz infinitezimalis feliiletelemek 6sszegeként szamolhatjuk, a korok
teriiletét = = 0 és z = H értékek mellett az el6z6 példdhoz hasonléan meghatarozhatjuk dA =
pdpd¢ infinitezimadlis feliiletelemek 0sszegzésével. Az integrdlokat sorrendben végezziik el, ha az



integraland6 fiiggvény az Osszes integralasi valtozotdl fiigg, de ebben az eseteben, mivel R(z) nem
fligg ¢-t6l, a ¢ szerinti integral értékét kiemelhetjiik a z szerinti integralas elé.

s 2

H 2 H
A=(R+ R3)m+ R(z)d¢dz = (R + R3)7 + de R(z
[, o) [

Ry — Ry 1"
:<R%+R§)7T+27T |:R1'Z+%Z2:|

0

=m(R} + R + (Ry + Ro)H)

A térfogat kiszdmoldsit a AV = pdpdedz infinitezimdlis térfogatelemek 0sszegzésével tehetjiik
meg:

v H 27 R(2) H 2r [/ R(z)
V:/dV:///pdpd¢dz:/ / /pdp do | dz.
0 00 0 0 \o 0

Mivel p integrélja 0-t6l R(z)-ig nem fiigg ¢-t8l, kiemelhetjiik a ¢ szerinti integrdlds elé. A ¢ szerinti
integrél értéke igy konstans 27 lesz, p primitiv fiiggvénye p? /2 + c, tehét

H
- R Ry — R\
V—7r/ 71/<RQ+231 - 1z+( 2H 1) z2>dz
0

0

=T

H
Ry — R Ry — R\ 23 H
R%Z+R1%Z2+(%) %] :71—3 (R2+R1R2+R)

Példa 3. — R sugari, inhomogén tomegeloszlasa félgomb tomege

Tekintsiink egy R sugard félgombot, aminek a stirliségét az P(p, ¢, z) fiiggvény adja meg. A félgémb
tomegét dm elemi tomegek Osszegeként allithatjuk el6. Hogy fel tudjuk irni az integralt, meg kell
vizsgélnunk, hogy az egyes mennyiségek milyen hatdrok kozott valtozhatnak. A z valtozé szerinti
integralast tigy képzelhetjiik el, mintha a testet felszeletelnénk sok dz magassdgi hengerre (ha dz
kell6en kicsi, akkor a test szélének a 2 tengelytSl mért tdvolsdga elhanyagolhaté mértékben valtozik
csak), és ezen kis hengerek Osszegeként allitandnk el6 a testet. Tudjuk, hogy a félgdmb sugara R,
azaz z € [0; R]. Mivel a hatdrok nem fiiggnek a tobbi valtoz6tol, ezt az integraldst végezziik el
utolsoként. A ¢ valtozé szerint a [0; 27] intervallumon integralunk. A p vdltozo szerint a félgémb
feliiletéig integralunk csak, tehdt p € [0; v/ R? — z2]. Az intervallum felss hatéra figg z-t8l, tehat ezt
az integralast célszer( els6ként elvégezni. A tomeget kiszamithatjuk

R 27 VR2-22

M 1%
M= [am= [P.o2a = | / [P0 2)papdonz
0 0 0 0

Ennél tobbet nem tudunk mondani a P(p, ¢, z) sliriség ismerete nélkiil.



3D gombi koordinata-rendszer

Gombi koordindta rendszerben egy tetszleges pontot az orig6tdl mért tdvolsdgaval (r), a pontot az
origdval 0sszekotd szakasz z tengellyel bezart szogével (0), és a pontot az origdval 6sszekotd szakasz
(z,y) tengelyre vett vetiiletének x tengellyel bezart szogével (¢) jellemziink. Csakigy, mint a henger,
illetve polér koordinéta-rendszerek esetében, a gombi koordindta-rendszerben is felirhatunk egy lo-
kalis ortonormadlt bazist az T, qAb, 6 vektorokkal. Egy vektor infinitezimélis dr megvéltozasat a lokélis
bazisban a felirhatjuk a kovetkezd alakban:

drzdr-f—l—rd@-é—l—rsin@dgb-d;

— U

5. dbra. A gombi koordinata-rendszert szemléltetd dbra. A vastagabb vonallal hatarolt feliiletdarabok
a gdmbi koordindta-rendszer dV' (sematikus) infinitezimalis térfogatelemét hataroljak.

Az infinitezimadlis térfogatelemet intuitivan meghatarozhatjuk az 5. dbra alapjan:
dV =dr - rdf - rsinfd¢ = r? sin §drdfde

Szamoljuk ki gdmbi koordinata-rendszere esetében is az infinitezimalis térfogatelemet integral-
transzformdcio segitségével! Irjuk fel az Osszefiiggést egy pont Descartes koordindtdi és gombi koor-
dinétai kozott:

x =rsinf cos ¢ r=/x2+y>+ 22
Va2 + y?

z

y =rsinfsin ¢ 0 = arctg

z =rcosf o= arctgy.
x



Ebbdl a Jacobi-matrix:

Jr Oz Ox . . .
o 00 0 sinfcos¢ rcosfcos¢p —rsinfsing
— 1% %y oy | _ [ g : ; :
J= AR sinfsin¢ rcosfsing rsinfcoso
z z z _ 1
o w = cos r sin 0

A matrix determinansa
det(J) = r?sin 6,

azaz az infinitezimdlis térfogatelem
dV = det(J) - drdfd¢ = r* sin drdfde.

Vizsgaljuk most az infinitezimdlis feliiletelemeket! Az (r, ¢) sik (¢ = 7/2) a mar ismert polar
koordinéta-rendszert adja vissza, (0 # 7 /2) esetben pedig az (r, ¢) véltozok egy egyenes kup paldastjat
paraméterezik fel. Az infinitezimalis feliiletelem tehat

dA, 4 = rsinfdedr,

ami 6 = /2 esetén valéban a poldr koordindta-rendszer infinitezimadlis feliiletelemével egyezik meg.
Az (r, 0) sik, csakigy, mint a henger koordinata-rendszer esetében az (r, z) sik, egy félsik, aminek az

infinitezimalis feliileteleme
dA, p = rdfdr.

A (0, @) ,,sik” egy gombfeliilet, aminek infinitezimadlis feliileteleme
dAg 4 = rsin0derdd = r?sin 0dde = r*dQ

Fent, a sin #dfd¢ helyett bevezetett dS2 a térszoget jeloli. A térszoget egy teljes gombfeliiletre kiin-
tegrdlva () = 4r értéket kapunk, amivel egy r sugard gomb feliilete 722 = r24x.

Példa 1. — R sugaria gomb felszinének és torfogatanak kiszamitasa

A gomb feliiletét az orig6tdl azonos tdvolsagra 1évs pontok halmaza képezi, azaz fix sugar és valtozo 0
és ¢ szogek képezik ezeket a pontokat, tehdt a d Ay , infinitezimdlis feliiletelemeket kell 6sszegezniink
a teljes feliilet kiszdmit4dsahoz:

T 27 T 27

— //R2 sin 0dOde = R? /smede : /d¢ = R?[—cos O]} - [¢]5
0 0 0 0

= 471 R2.

A térfogatot a AV infinitezimdlis térfogatelemek 0sszegzésével szamolhatjuk:

R 7 2n r ™ 2
V= ///7’ sin drdfd¢ = /err : /Sin0d9 . /dgb

0 0 0 0 0

r o 4 4

[5]0 —cosd]y - [¢]y" = §7rR :



Példa 2. — Egyenes kappalast felszinének kiszamitasa

Legyen a kip magassédga h, alapkorének sugara R. Vegyiink fel egy olyan koordindta-rendszert, mely-
nek az origdja a kup csicsdban helyezkedik el, a 2 tengelye pedig egybeesik a kip forgastengelyével.

A palast felszinének kiszdmitdsdhoz szdmitsuk ki az alkoték z tengellyel bezart szogének szi-
nuszat, és az alkotok hosszat. Az alkoté hossza [ = +/R? + h?, a keresett szOg szinusza pedig
sinaw = R/I. A palast felszinének kiszamitdsdhoz 6 = « konstans sz6g mellett kell véltoztatnunk
a ¢ szoget a [0; 27| intervallumon, illetve az orig6t6l mért tavolsdgot a [0; {] intervallumon.

2w
2
//rsmadgbdr—? /Td?“ /dgb:?-%-Qﬂ:le
0

= R\/R2 e

Példa 3. — Egyenletesen toltott, egyenletesen forgéo gombhéj magneses dipélusmomentuma

A gdmbhéj belsé gombfeliiletének sugara legyen R, a kiilsé gombfeliiletének sugara legyen R+ d, és
legyen a térfogati toltésstirtiség p(r, 0, ¢) = po! Forogjon a gdmb w egyenletes szogsebességgel.

Az (r,0, ¢) koordindtdji ponthoz tartozé dV térfogati darabja a gombhéjnak, a forgastengely-
t6l r - sin # tavolsagra, egyenletes kormozgast végez. A dV térfogatban tarolt infinitezimalis toltés
d@ = p(r,0,$)dV, mely a korpalya egy pontjdn 7' idénként egyszer ahalad at, igy d/ = dQ/T
infinitezimalis dramot hoz 1étre, ahol 7" = 27 /w a kérmozgds periédusideje. Ezen d[ infinitezimadlis
dram mdgneses dip6lusmomentum-jdruléka dy = dI - (rsin)*s. A magneses dipSlusmomentum
tehat ezen infinitezimélis magneses dip6lusmomentumok 0sszege:

R+d w 27w R+d w™ 27w

= / //21777“2 sin?@ - p(r, 0, ¢)r*sin fdrddde = “— o / //7’ sin’® fdrdfde
T
R 0 0
R+d ™ Rod 5 R5 4
’)07“’ r4dr/sin39d9/dgb—p0w <( Jg ) —?> 5o
R 0 0
_ Ampow

EE((R+a) - B).



