Matematikai 6sszefoglald

YVektorok

Nagyon sok olyan mennyiség van, amely nem jellemezhetd egyetlen szammal.
Az ilyen mennyiségre a legegyszeriibb és mindenki altal jol ismert példa, valamely
pontnak a helyzete a térben. Amikor tajékozodunk €s egy pont helyzetét meg akarjuk
hatarozni, akkor mindig mas ponthoz képesti helyzetét adjuk meg. Ezt a pontot
vonatkoztatasi pontnak, vagy origonak nevezziik. Ett6]l mérjiik a pont tavolsagat.
Ahhoz, hogy a pont helyzete egyértelmi legyen, két kivalasztott iranyhoz képesti két
szoget is meg kell adni. Vagyis egy pont helyzetét igy harom adat fogja jellemezni,

egy tavolsag és két szog.

Altaldban az olyan mennyiségeket, amelyek a nagysdgukkal és iranyukkal

jellemezhetdek, vektoroknak nevezziik.

Jelolésiikre nyomtatasban vastagon szedett kis és nagy betiiket hasznalunk.

Kézirasban pedig alul, vagy feliil vonéssal jelezziik az adott mennyiség vektor voltat.

Példaul:

nyomtatasban kézirasban

helyvektor r r vagy ;

Altaldban ha “A” egy vektor, akkor

nyomtatasban kézirasban

barmely vektor A Avagy A

Grafikus abrazolas:

Vektorok abréazoldsa rendkiviil szemléletes, amelyet egy irdnyitott szakasz
jelképez. A vektor nagysagat (hosszat) a szakasz hossza jelzi, az iranyat pedig a

szakasz egyik végére tett nyil (lasd 1. 4bra).



>

1. abra.
Az A vektor grafikus dbrazolasa

Az A vektor hosszat |§| -val jeloljiik, amit a vektor abszolutértékének is

szokés nevezni. El6fordul, hogy az abszolutértéket egyszeriien csak A-val jelolik. Az

|§| mindig nagyobb, vagy egyenld 0.

Miiveletek vektorokkal:

Osszeadss:

Ha a ¢és b két vektor, akkor az a+b vektort ugy értelmezziik, hogy a két
vektor kezd6pontjait egy pontba helyezziik az egyik vektor 6nmagaval parhuzamos
eltolasaval, és két vektor altal kifeszitett parallelogramma atlojat tekintjiikk az a+b

vektornak. Az Osszegvektor irdnya a kozds pontbol a parallelogramma atellenes

csucsa felé mutat.

a) b)
2. 4bra.
Két vektor 0sszege (parallelogramma szabaly)

A 2. 4bra b)abrgja jelzi az a+ b vektor egy ekvivalens eldallitasat.
Az 0Osszeadas miiveletének definicidjabol jol latszik, hogy a vektorok Osszeadasa
kommutativ (felcserélhetd) miivelet, azaz

atb=b+a



Vektor valds szammal vald szorzdsa:

Ha a egy vektor és A egy valds szam, akkor a Aa vektort ugy értelmezziik,
amelynek iranya a-val azonos, ha A ) 0, és a-val ellentétes, ha A ( 0, nagysaga pedig

A|-]a] (1asd 3. abra).

|oo

A<0

3. 4bra

Kivonds:

Két vektor kivondsat az dsszeadas és a valds szammal vald szorzas definicidja
alapjan értelmezziik.

Az Osszeadas és a valds szammal vald szorzés alapjan értelmezni lehet két
vektor kiilonbségét is.

Legyen a és b két vektor, akkor
a-b=a+(-1-b)

moddon lehet értelmezni a két vektor kiillonbségét (1asd 4. abra).

4. 4bra.
Két vektor kiilonbsége

Egységvektor:
Az olyan vektort, amelynek abszolutértéke (hossza) egységnyi,

egységvekornak nevezziik. Ha a egy vektor és ,,a” a vektor nagysaga, akkor 1/a-val

szorozva az a vektort, a irdnyaba mutat6 egységvektort kapunk.



Jeloljiik ezt e -vel e= 1 a
a

Valoban |9| = l|§| = 1 a=1
a a

Ez azt jelenti, hogy barmely vektor a sajat iranyaba mutatd egységvektor és egy A

szam szorzataként eldallithato.

a=Ae ahol e az airanyaba mutato egységvektor és A= |g|

Disztributivitds a szdmmal valo szorzdsra:

Két vektor 0sszegét szorozva A valds szammal

arra nézve igaz a kovetkez6 allitas: }»(g + h) =Aa+Ab
Biz:

(lasd 5. abra).

5. 4bra

A haromszogek hasonlosagabol kovetkezik, hogy Ab és Aa oldalhosszsagu
parallelogramma atldja is A szorosara valtozik.
Tovabba ha pu és A valds szamok és a egy vektor, akkor igaz a kovetkez6 allitas:
(M+r)a=pa+da
Biz.: Mivel a valos szdmmal vald szorzas az a vektor irdnyat nem valtoztatja meg

csak a vektor hosszat, ezért az allitas ekvivalens a valdés szamokra vonatkozo

disztributiv szorzasi szaballyal.



Skalaris szorzas:

Az a ¢s b vektor skalaris szorzatan azt a valos szdmot értjiik, amelyet a-b-
vel jeldliink és a kovetkezd mdodon definidlunk:
a-b=a-bcoso,
ahol ,,a” és ,,b” az a illetve b vektorok hosszai (nagysagai), ¢ pedig a két vektor

altal bezart kisebbik szog (14sd 6. abra).

1Y

¢

ld cos @ b
6. abra.

Két vektor skalaris szorzata az 6. dbra szerint megadja az a vektornak b vektor
iranyéaba esd vetiiletének b vektor hosszaval vald szorzatat. Az eldallitasbol latszik,

hogy

|
[ox
I
[ox
|

azaz a skalaris szorzat kommutativ.

a-b=a-bcos@=b-acos@=Db-a

Két vektor skaldris szorzésat a ,,”’jel jelzi szemben a valos szdmoknal nem

kiirt szorzasjellel. Eléforduld jelolés még két vektor skaldris szorzasara (g lg) jelolés

is. A skalaris szorzat lehetdséget ad arra, hogy megallapitsuk azt, hogy két vektor

merdleges egymasra. Ugyanis ha két nem nulla vektor skaldris szorzata 0, az csak gy

lehetséges, hogy a definicidban szerepld cos@ =0 azaz ¢ = 72Z (90° )

Skalaris szorzas disztributivitasa:

Hapl. a b vektor két masik vektor 6sszege

akkor a-



Ezt nevezziik a skaldris szorzat disztributivitasanak (szétvalaszthatosag). Bizonyitast

lasd 7. abra szerint.

7. dbra

a-b=af|blcosp=a-c+a-d=|af-|c|cosq, +[a] [d|cos g, =[a| (c[cos ¢, +|d[cos,)
de a 7. abra szerint
|g| cosQ, + |c_1| cosQ, = |‘Q| cos

igy valoban igaz a disztributivitas.

Vektorialis szorzat:

A vektoridlis szorzat eredménye vektor, amelynek nagysagat a két vektor
hosszanak (nagysaganak) és a két vektor altal bezart sz0g szinuszanak szorzata adja

ugy mérve a szoget, hogy az a vektortdl b felé az 6ramutatd jarasaval ellentétesen
jutunk.

|g><l_)| = absin @ (az axb nagysaga)
Az axb vektor irdnya pedig az a, b vektorok altal kifeszitett sikra merdleges irany,
ugy, hogy az a, b és az axb vektorok jobbsodrasu tengelyrendszert alkotnak

(8. &bra).



8. abra
Vektorialis szorzat

Az axb vektor mind az a, mind a b vektorra merdleges €s nagysdga az a és
b vektor altal kifeszitett parallelogramma teriiletével egyezik (lasd 8. ébra).
Az a-bdl a b -n keresztiil, az 6ramutat6 jarasaval ellentétesen jutunk az axb vektor

iranyadba. A definiciobol rogton kovetkezik, hogy a vektoridlis szorzat nem

kommutativ, hanem axb=-bxa (lasd 9. abra)

a és b altal bezart szog

b és a altal bezart szog

9. abra
,,jobb kéz szabaly”
A fenti szorzasi szabdly ,,jobb kéz szabaly” néven is ismert.

Vektoridlis szorzas disztributivitasa:

Ha b két vektor Osszege b=c+d
akkor a vektorialis szorzasra is igaz a disztributivitas (szétoszthatosag)
ax(c+d)=axc+axd
mivel a=A\e
alakban el6allithato, ezért A -val vald osztassal a fenti egyenlet
ex

(c+d)=exc+exd alaku.



Ezért elegend6 elvégezni a bizonyitast a iranyaba mutatd egységvektorra, mert A -val

vald szorzassal az eredeti allitast kapjuk.

10. abra
Vetitslik az e-re merdleges sikra a ¢ vektort a d vektort és a c+d vektort. Ezen

vetiileteknek a hossza rendre (lasd 10. ébra).

e| sin(e.e),

|d sin(d,e),

[ +dsin(c+d, e)

ahol (g,g) , (c_l,g) ¢s (g +d, g) az ¢ vektornak és a c, illetve d, valamint ¢ +d -vel
bezart szogeit jeloli.
Ezek az értekek éppen az exc, az exd és eXx (g + Q) szorzatok abszolut értékei. Igy
ha a levetitett szakaszbdl all6 haromszoget 90°-al az O koriil e -re merdleges sikban
az 6ra jarasaval ellentétes iranyban elforditjuk, éppen az exc a exd ésa ex(c+d)
vektorokat kapjuk. Ezzel allitasunkat belattuk.

Vektorok koordinatas alakjai
Legyen e, és e, ugyanazon sikban 1év0 egymassal ¢ #0 szoget bezaro

egységvektorok, akkor egy ugyanezen sikban 1évd tetszéleges a vektor ezen

egységvektorok segitségével eldallithatd (lasd 11. abra). Helyezziik e harom vektor
kezddpontjat egy kozos pontba, a vektorok dnmagukkal parhuzamos eltolasaval. Az

a vektor végpontjan keresztiil hlizzunk egy-egy parhuzamos egyenest az e, illetve
e, iranyaval. Ezen egyenesek egyike az e, iranyban kijelol egy a, vektort, és a

masik az e, iranyban egy a, vektort.



11. abra
a vektor felbontasa két e, és e, egységvektor iranyaba mutato vektorra

A parallelogramma szabaly szerint
a=a +a, de a,=ae & a,=30
igy a=ae +a,e,
Ez azt jelenti, hogy barmely egy sikban 1évd, nem azonos irdnyu két egységvektor
alkalmas arra, hogy az altaluk kifeszitett sik barmely a vektorat eléallitsuk. Mas

szavakkal, az a, és a, szamok az e,, e, egységvektorok altal kifeszitett sikban

egyértelmiien meghatarozzak az a vektort.

Ha nem két egységvektort hanem harom nem egysikban 1évé egységvektort

valasztunk, ugyanezt az eredményt kapjuk haromdimenzios esetben is (lasd 12. abra).

12. dbra

Az abrabol a parallelogramma szabaly szerint

a=a,, +a,



de a,, =23, +a,,

12y a=a +a,+a,
Mivel 4, =3,¢, 4, =a,6, es a3 = a58;
Igy a=a,e +a,e, +a;¢c;

Vagyis az a vektor az ¢, és e,, e, ugynevezett bazisvektorok altal meghatarozott

bazison az a,, a, €és a, szamokkal egyértelmlien meghatérozott.

Az ¢, és e,, e, ilyen valasztdsa a legaltalanosabb. A gyakorlat szdmara igazan

fontos eset, amikor az ¢, és e,, €, kolcsondsen merdlegesek egymasra. Ez megfelel

a Descartes-féle derékszogii koordinata rendszernek, amelynek tengelyei merdlegesek

egymasra. Altalanosan elfogadott, hogy a Descartes rendszerben az x, y és z

iranyokba mutatd egységvektorok jelolése i, j €s k.

|
N
[

I~ o

(1]

i

13. abra
Descartes-fele koordinata rendszerben az i, j és k egységvektorok

Igy egy tetsz6leges a vektor

de a =a.i, a,=a,j, a =ak

amibol a=a_i

fgy egy tetszés szerinti a vektor a Descartes-féle koordinata rendszerben jellemezhet6

egya,,a,,a, szamharmassal, azaz a vektor azonosithato ezen szamharmassal.
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Az a ,a és a,-tavektorx,y ész komponenseinek (koordinatainak) nevezzik.

X

Mivel i, j és k kolcsondsen merdleges egységvektorok, igy a skaldris szorzat

definicidjabol kovetkeznek a kovetkezd 0sszefiiggések:

i il cos(i,i)=1
=1 fij=1

ii=

ahol cos(i, i) jelolii vektornak 6nmagaval bezart szog (0°) koszinuszat.
Hasonléan

jrj=1 és

=

I~
Il

—

A kolcsonds merdlegességbol

i i cos(i, j)=0

lij=1 |i|=1

1-]=

ahol cos@, J) jelentiaz i ¢és j vektorok altal bezart szog (90°) koszinuszat.

Hasonléan j-k=0

k-i=0

=

Ugyanugy a vektoridlis szorzas szabalyabol kapjuk:

ixj=k - jxi=-k
ixk=i = kxj=-i
kxi=j = ixk=-j

Osszeadas koordinatas szabalyai (Descartes rendszer):

Legyen két vektor a és b

a=a,i+a j+a,k
y_

|
Il
7~ N\
[SSR < I s
N < >

1_):bx1+byj+bzlg b

Il
o o o
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Ekkor felhasznalva a vektorok valds szamokkal vald szorzasra vonatkozé disztributiv

szabalyokat:
a_+b,
g+h:(ax+bx)i+(ay+by)j+(az+bz)k’ g+b= a}’+b}'
a,+b,

Vagyis két vektor 6sszegének koordinatai a vektorok koordinatdinak 6sszege.

Skalarral val6 szorzas koordinatas alakja:

Legyen a egy vektor és A egy valds szam.
Az a koordinatas alakja: a=a i ta Jjtak

A skalarral val6 szorzas disztributiv tulajdonsag miatt

)\g:kaxi+)uay__i+7uazlg

Aa

Vagyis Aa=|Aa
Aa

z

y

azaz minden koordinata A -szorosara valtozik.

Skalaris szorzas koordinatas alakja:

Legyen két vektor a=a. +ayj +a k
b=b,i+b j+b,k

Ekkor a skalaris szorzas disztributiv szabalya miatt

a-b=(a i+a, j+a,k)b,i+b, j+b,k)=

=abi-i+abi-j+ab,i-k+

X z

y X y- = 2
+a,b k-i+ab k-j+a,b k-k
Mivel ij=ik=jk=0 ¢&s iii=j-j=k-k=1

igy kapjuk:

12



“rqe 7 2
Specialisan a = b esetén a-a=la| =a; +a’ +a;

Amelybdl |a| =.a’ + ai +a’ ami a vektor abszolut értéke.

Megjegyezziik, hogy a-a helyett gyakran az a’ jelolést hasznaljak.

Vektorialis szorzas koordinatas alakja

Legyen a=ai+a j+a,k

€s b=b,i+b j+bk

Ekkor
axb=ab ixi+ab ixj+ab,ixk+
+a,b jxit+a b jxj+ab, jxk+

+a,b,kxi+a,b kxj+a,b,kxk

Kihasznaltuk a vektorialis szorzas disztributiv voltat.

Mivel ixXi=jxj=kxk=0

es ixj=k Jxk=-k
Jxk=1 kxj=-1
kxi=] ixk=-j

Kapjuk

A konnyebb megjegyezhetoség végett

1)k
axb=la, a, a,
b, b, b,

A determinans kifejtési szabaly szerint éppen a fenti eredményt adja.

Kettos vektorialis szorzat (Kkifejtési tétel)

Ha a, b és ¢ harom vektor, akkor értelmezni lehet az

@xb)xc és az ax(bxc) vektorialis szorzatokat.

A (bxa)xc acx(axb) ésaz ax(cxb) szorzatok is értelmesek de ezek az elgbbi
kett6 —1-el vald szorzasabol megkaphatdk. Ezért elegendd az (a X b)x c €s az

a x(b XC ) vektorialis szorzatokat vizsgalni.
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Kifejtési tétel:
Ha a, b és ¢ tetszOleges vektorok, akkor a kdvetkezd két azonossag igaz:

(axb)xc=(ach-(bcla illetve ax(bxc)=(ac)h—(ab)

A masodik egyenldség az elsdbdl megkaphato, hiszen egy tényezdcserével az elsd
egyenletbdl kapjuk —1-el vald szorzés utan.

cx(@axb)=—(ac)h+(bca
Betiicserévelc <> a pedig ebbdl a x(c x b )=—(c a)b+ (b a)c -t kapunk, amelybél a

cxb=-bxc helyettesités és —1-el valé szorzas utin ax(bxc)=(ac)h—-(ab)
egyenldséget kapjuk, ami éppen a masodik azonossag. Ezért elegendd belatni csak az
els6 azonossagot, azaz a (@axbxc=(ach-(bcl-t.

Bizonyitas:
1) Nézziik elészor azt az esetet, amikora H b. Ekkor mindkét vektor egy e
egységvektorral kifejezhetd: a=ae és b=pSe

A baloldal nyilvan 0, hiszen aés bparhuzamos esetben 0° —osszoget zar be, ekkor
pedig a vektoridlis szorzat értéke 0. A jobb oldalrdl pedig behelyettesitéssel lathatjuk

be, hogy 0, ugyanis (@ec)Be—(Beclre=a pilecle—(eclk}=0

Vagyis a H b esetén belattuk az allitast.

2) aés b ne legyen egyiranyu.
a. Ekkor, ha ¢ -re igaz az allitas, akkor A-cis igaz. Ugyanis az

(axb)xc=(ac)h—(bc)a egyenletet megszorozva A -val
(axb)lc=(aAc)h—(bAc)a egyenletet kapjuk.

b. ha ¢, -re €és ¢, -re igaz az allitas, akkor ¢, + ¢, -re is igaz. Ugyanis felirva az
egyenldséget ¢, és c,-re, ezeket 6sszeadva a ¢, + ¢, -re vonatkozé
egyenldséget kapunk.

O0sszeadas utan

(@xb)x(ci+c:)=(a ci+c)b—(bei+co)a

Mivel a, b és axb harom nem egyiranyt vektor, ezért barmely ¢ vektor
eléallithato az a, b ¢é axb vektorok linedris kombinacidjaként, azaz
c=aa+fb+yaxb. gy azelobbiek alapjan elég a tételt belatni c=a-ra, c=b-

reés c=ax b-re.
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Az axb vektora az allitas nyilvanvalo, ugyanis baloldal 0, hiszen minden
vektor 6nmagéval képzett vektoridlis szorzata 0, jobb oldal pedig helyettesitéssel

adodik. o= (a x b)x (a x b) = (a axb)b — (b axb)a

Mivel az a x b merdleges mind a-ra, mind b-re, igy az (a axb) és (baxb)
tényezOk 0-t adnak. Mar csak a-ra és b -re kell igazolnunk az 4llitast, azaz a

(axbxa=(a a)b—(abla ésa

(axb)xb=(a a)b—(bb)a egyenléségeket kell belatni. A masodik egyenletet nem
kell belatni, mert az az els6bdl kovetkezik. Ugyanis az els6 egyenletben a-t
felcserélve b-re (bx a)x b=(b b)a = (a b)b-t kapjuk.

Felhasznalva a bxa= —(a X b)—t és szorozva az egyenletet -1-el, kapjuk:
(@axb)xb=(a a)b—(bbla-t, ami éppen a b-re vonatkozd egyenléség. Ezért
elegendé belatni csak a-ra az egyenléséget, azaz (ax b)xa=(aa)b—(ab)a. Legyen
e a irdnyba mutat6 egységvektor. Ekkor a = & e alakba irhatd, ahol o = \a\ . Beirva

a kifejezését az egyenldségbe
(@ exbxae=a’(ee)b-aleblxe
*lexb)x e=a’b-a’(eb)e

Elosztva o -el a kovetkezd egyenldséget kapjuk:

(exb)x e=b—(eb)e, vagy atrendezve b=(exb)x e+(eb)e

Az abrardl az egyenldség jelentése konnyen leolvashat6:

Ez pedig azt fejezi ki, hogy barmely b vektort fel lehet bontani tetszéleges e iranyu
byvektorra és az e-re merdleges, az e, b altal meghatarozott sikban 1évé b,

vektorra. Vagyis b=b, +b;y ami az abrabol is nyilvanvalo. Ezzel a tételt
bizonyitottuk.
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Vektor-skalar fiigevények

A fizikdban gyakran eléfordul, hogy egy vektor nagysaga és iranya (tehat a
vektor) egy skalar mennyiségtdl fiigg. Egyik legnyilvanvalobb példa egy test

helyzetvektora, amely ha a test mozog, akkor az idének fiiggvénye.

r(t)=x(ti+ y(t)j+2(t)k

Ez azt jelenti teljes altalanossdgban, hogy mindhdrom koordinata a t skalar (az
emlitett esetben az 1d6) fiiggvénye.

Az olyan fugevényt., amely egy skalar értékéhez vektort rendel, vektor skalar

figgvénynek nevezziik.

Abrazolas: Ha vesziink egy t,, t,..t , novekedd paraméter sorozatot, akkor

minden egyes t.-hez a fliggvény hozzéarendeli az g(ti) vektort, amelynek
komponensei  x(t, ), X(ti) és z(t,). Ha az r(t,), r(t,)...x(t,) vektorok

végpontjait 0sszekotjiik, egy térbeli gorbét kapunk. (14. abra).

r(t,)

14. abra

Ha az g(t) torténetesen egy pont helyzete az 1d6 fiiggvényében, akkor az g(t)

térbeli gorbét a pont palydjanak nevezziik.

Vektor-skalar fiiggvény derivaltja:

Sokszor fontos kérdés az, hogy a vektor skalar fliggvény valtozojanak

bizonyos megvaltozdsara mennyivel valtozik meg a vektor. Ennek jellemzésére

legalkalmasabb a differencia hanyados, amelyet a kovetkez6 médon definialunk.
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Legyen t és t+At a fliggetlen valtozo két értéke és r(t), r(t+At) a hozzajuk

rendelt vektorok.

Ar _ r(t+At)-x(t)

Ertelemszertien a differenciahdnyadoson a YV kifejezést értjiik (lasd
15. abra).
z
ds
| i/@ T At)
k L
i/ J y

15. abra

A Ar-taz 1(t+At)—r(t) adja és mivel a valos szammal valo szorzas
. . . 1 : ;
értelmezett, igy van értelme E—Vel szorozni Ar vektort. A Ar vektor az g(t) gorbe

z(t) €s g(t + At) pontjai altal meghatarozott hurvektort jelenti.

29

Ha a fiiggetlen véltoz6 a ,t” valtozasat egyre kisebbre valasztjuk,

akkor a hur hossza is egyre kisebb lesz, igy van értelme azt vizsgalni, hogy ha At -vel
. Ar . . .

minden hataron tal tartunk a nulldhoz a A—f differenciahanyados (ami egy vektor)

milyen értékii lesz (nagysag és irany szerint). Ezt roviden ugy fejezziik ki, hogy
. oo Ao

képezziik az hatarértéket.

Ar _ dr(t) 0

Jelblésben: lim—=—"“=r
At—0 At dt -

Ha ez a hatarérték 1étezik, akkor az igy kapott vektort az g(t) vektor-skalar fliggvény

t skalarértékhez tartozo derivalt vektoranak vagy differencialhdnyados vektoranak
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nevezzik. (Roviditve derivaltja, differencialhdnyadosa). Jelolésére a di—(t) és r(t)-t

szokas hasznalni.

Az elballitasbol nyilvanvalo, hogy g(t) iranya a g(t) gorbe ezen pontjahoz tartozo
érintdjének irdnydba mutat, hiszen ha a At-t egyre csokkentjiik, akkor a hur

fokozatosan atmegy a gorbe g(t) pontbeli érintdjébe (16. abra).

z AI_?, Ar

>
At1> At2 At 3

16. abra
A Ar,,Ar, és Ar, vektorok hossza egyre csokken és iranyuk egyre jobban

kozeliti a g(t) pontbeli érinté iranyat. Ha az g(t) éppen egy anyagi pont

helyzetvektora, akkor g(t) jelentése éppen a sebességvektor, mivel az g(t)—t a %

Ar
hatarértékeként értelmeztiik, amelynek irdnyat Ar irdnya, nagysagat pedig u adja

meg, ami az idSegység alatt megtett ut. Igy hatdresetben (At — O) éppen a g(t)

palyan mozgo6 anyagi pont sebességét adja meg az g(t) vektor. Szokés pillanatnyi

sebességnek is nevezni.
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Derivalt vektor koordinatas alakjai:

Mivel a derivaldas miivelete linearis, azaz két vektor-skalar fiiggvény
Osszegének derivaltja az egyes derivaltak 0Osszege, igy ha az g(t) koordinatas

alakjabol indulunk ki, akkor:

vagyis az g(t) vektort ugy kapjuk, hogy az g(t) vektor egyes komponenseit

derivaljuk.
r(t)=| y(t) |- r(t) =] y(t
Z(t) z(t
ahol =& .—ﬂ s 5= 37

Skalar-vektor fiiggvények:

Az olyan filiggvényeket, amelyek vektorhoz skalart rendelnek skalar-vektor
fiiggvényeknek nevezziik. Jelolése példaul ¢(a) vagy ¥(a)...
Legegyszeriibb példak erre, amikor egy vektorhoz hozzarendeljiik az abszolut

értéket, vagy annak négyzetét.

0(a)=|a| =fa> +a% +a> vagy 0(a)=|a’ =a2 +a +a2

A legtobb skalar-vektor fliggvény esetében a vektor valtozo a helyvektor.

A késObbiekben az altalanossag sérelme nélkiil jeloljik a vektorvaltozot r-el.
Jelolésben ez egyrészt (1)(;) modon irhato, de figyelembe véve hogy r-nek harom

X
komponense van, r =| y | azt is irhatjuk, hogy

V4

o(x, v, z)

19



Vagyis a skaldr-vektor fliggvény ugy is tekinthetd, mint egy haromvaltozos fliggvény

1 1
Példaul: =0—=0—
q) |I|2 XZ +y2 +ZZ

A kifejezésben o egy allandd. Ha a fenti példaban a ¢ értéke éppen ¢,

akkor ¢, =0————— kifejezés azon pontok mértani helyét jelenti, azon x,y,z
X +y 4z

értékharmasokat, amelyekre a fiiggvény értéke éppen 0, . Atalakitéssal

0 _ 1

o x+y +7°

véve az egyenlet reciprokat:

o
—=x"+y’+z’
0

Ez egy gomb egyenlete, amelynek sugara R = /(I)i Vagyis ¢, értékhez

0
tartozik egy gombfeliilet, amelynek minden pontjaban a fiiggvény ¢, értéket vesz

fel.

(0] O—hoz tartozo szintfeliilet

0 q)0

=
\
\
v

—
<

17. abra
Altaldban az igy adodé feliileteket (ami nem feltétleniil gdmb) az adott skalar-

vektor fliggvény szintfeliileteinek nevezziik.

Sokszor fontos azt tudni, hogy egy adott skalar-vektor fliggvény az r pontban
felvett értékéhez képest egy Ar vektorral arrébb 1évé pontban mennyivel valtozik

meg. Ezt a ¢ fliggvény differencidja hatarozza meg:
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A0 = ¢(r+Ar)-o(r) = 0(x + Ax, y + Ay, z+ Az) - 0(x, y, 2)
Végezziik el a kovetkez6 azonos atalakitasokat.
AP = ¢(X+Ax, y+Ay, Z+Az)—d)(x, y+Ay+ Z+Az)+
+(I)(x,y+Ay+Ay, z+ Az)—d)(x, Y, Z+Az)+

+ (I)(x,y, z+ Az)—(b(x, Y, z).

Lathato, hogy az Osszeg 2. és 3. tagja illetve a 4. és 5. tagja kiejtik egymast.

Osszuk el jobb oldal elsd kiilonbségét Ax -el és szorozzuk is meg, hasonldéan Ay -al
masodik kiilonbséget és Az -vel a harmadikat. igy a Ad¢-re a

X+ Ax, y + Ay, Z+AZ)—¢(X, y+Ayz+Az)
Ax

N ¢(X,y+Ay, Z+AZ)—¢(X, Y, Z+AZ)

Ay

AX +

ap= &

Ay +

N o(x,y, z+Az)-9(x, y, Z)Az
Az

kifejezést kapjuk.

Lathat6, hogy a kifejezés elsé tagja a ¢ haromvaltozos fiiggvénynek a
differenciahanyadosa méghozza igy, hogy az y és a z valtozo allandd. Ugyanigy a
masodik tag az y valtozo szerinti differencia hdnyadosa mikdzben az x ¢€s z véltozo

valtozatlan és végiil a z szerinti differenciahdnyadosa mikdzben x és y valtozo
allando.

Ha a Ax, Ay ¢és Az kicsik, akkor a fenti differenciahanyadosok jol

kozelithetdek a megfeleld valtozok szerinti differencialhdnyadosokkal, hiszen a
differencidlhanyadosok a differenciahanyadosok hatarértékeként  értelmezettek.

Mivel a ¢ fiiggvénynek mindharom valtozdja szerinti differenciahdnyados szerepel a

kifejezésben, ezért az egyes valtozok szerinti differencialhdnyadosokat az egyvaltozos
fiiggvényektdl eltérden jeldljik:
90 99 d¢

ox dy 0z
Ezeket parcidlis differencialhanyadosoknak nevezziik. A  parcidlis
differencialési szabalyok az egyvaltozos fiiggvényekével azonosak. Az adott valtozo

szerinti differencialasnal a masik két valtozot egyszertien allandonak tekintjiik.
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gy a ¢ fiiggvény megvaltozasa:

Ao =90 o +a—¢Ay+@Az+Ah(;)
ox dy 0z

Ahol Ah(g) olyan, hogy lim Ah(g) =0. AAh(g) hibafiiggvény megjelenése azzal

|Ar|—0 |Ar|

fligg Ossze, hogy a differenciahdnyadosokat a megfeleld differencialhdnyadosokkal

helyettesitettiik. A jobb oldal elsé tagja ugy tekinthetd, mint két vektor a

99

ox Ax
gradq)g(b =ésa Ar =| Ay

az Az

oz

vektorok skalaris szorzata. Azaz A¢ = grad ¢-Ag+Ah(§). A Ah =0 csak végtelen
kicsiny mennyiségek esetén all fent, ekkor d¢ = grad ¢ -dr alakban szokas irni, ahol
dd ¢és dr a ¢, illetve r differencidljai. (A és Ar hatarértékei végtelen kicsiny

mennyiségeket jelolnek).

99
ox X
A ?f vektort a ¢(x,y,z) skalar-vektor fliggvény r =| y | pontbeli
y
aﬁ V4
0z

gradiensének, gradiens vektoranak nevezzik. Jelolésére hasznaljuk a grad ¢ vagy

V ¢, ahol V -t nabla operatornak nevezziik:

9
0x
0
dy
9
0z

1<
i

. A nabla operator egy vektor operator, amely skalar-vektor

fliggvényre ugy hat, hogy azt x,y és z szerint differencialja és az igy eldallo

parcialis differencialhanyadosokbol egy vektort képez.
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Vo=| — |=grad ¢

Kézirdsban a nabla operatornal sokszor a vektor jeldlést -az aldhuzast- el
szokas hagyni. Egyszertibb irasmoddal V¢.

A gradiens jellemzdje, hogy mindig merbleges ¢ szintfeliiletére. Ez abbol
kovetkezik, hogy a szintfelilet mentén a ¢ érteke egy ¢, allando, igy a ¢
megvaltozdsa ha a Ar vektor szintfelilleten van 0 kell, hogy legyen, azaz

0=A¢=grad ¢-Ar, ami éppen a merdlegességet jelenti (Lasd 18. dbra).

szintfeliilet, ¢ ezen allando

N

grad ¢

=

Ar, a szintfeliileten torténd
kicsiny elmozdulas

18. abra

A végtelen kicsiny mennyiségek kozotti kapcsolatot leird osszefiiggésbol az is
kovetkezik, hogy a gradiens vektor irdnya az az irany, amely irdnyban elmozdulva a
skalar fliggvény valtozasa a leggyorsabb, a legnagyobb, ugyanis

dd =grad ¢ -dr = |grad ¢| |dg| cos Y

d¢ akkor a legnagyobb, ha cosy =1, azaz dr és grad ¢ irdnya azonos, azaz

y=0.
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