Fuggvenyek valtozasi sebessége

Legyen X az f(x) folytonos fiiggvény értelmezési tartomanyanak egy rogzitett belsé pontja. Vegyiik
tetsz6leges (de ,.kozeli”) h mellett az x + h pontot, és képezziik az

fx+h) —fx)
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hanyadost. Ezt a hanyadost az f(x) fiiggvény X pontban vett meredekségének
(differenciahanyadosanak) nevezziik.

Nyilvanvalo, hogy a differenciahanyados h-fiiggvénye. (Itt x-et rogzitettiik.) Ahogy az abran lathatjuk
a differenciahanyados a fliggvény gorbéjének f(x), és f(x+h) ordinataji pontjait 6sszekoté har (szeld)
iranytangensét jelenti. (A hanyados éppen az f(x+h)— f(x) és a h szakaszok hanyadosa.)
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A differenciahanyados

Példa. rjuk fel az f(x)= X2 —Xx+3 fiiggvény differenciahanyadosat

FOEm = 00 _ (x+h)? —(x+ ) +3-(x* —x+3)
h

Megoldas. =2x+h-1.

A differencialhanyados

A

lim
h—-0
hatarértéket az f(x) fliggvény X pontban vett differencidlhanyadosanak (derivaltjanak) nevezziik.
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A fenti hatarértéket f'(x) -szel jeloljiik, azaz

af ., . . fx+h)-fx)
ax - f@=lim h :

Szokasos jelolések még az y = f(x) felirasbol: %, y'(X), de akar roviden y’. Ez utdbbinal tudni
X

kell, mi az argumentum.
Az f' értelmezési tartomanya azokbol a pontokbol all, ahol a fenti (véges) hatarérték 1étezik.

Azt a miveletet, amellyel a derivalt fliggvényt meghatarozzuk, differencialasnak nevezziik.

Példa. Szamitsuk ki a korabbi példaban szerepld fliggvény differencial-hanyadosat!

f(x+h)—f(x)

Megoldas. Mivel =2x+h-1, ezért

lim f(x+h)—f(x) _

lim(2x+h—-1)=2x-1.
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A differencialhanyados geometriai jelentése

Az abran lathatjuk, hogy ha a h-val tartunk a zérushoz, akkor x+h tart x-hez, és a szel6 ebben a
»hatarhelyzetben” az X-pontbeli érintévé valik. De ha h— 0, akkor a differenciahanyados a
differencialhanyadoshoz, azaz az érint0 irdnytangenséhez tart.

Ez azt jelenti, hogy valamely konkrét X, pontban a differencidlhanyados (azaz f'(x()) az érintd
iranytangensét adja. Az érintd egyenlete igy

y(x) — f(x0) = f'(x0) (x — xo).

(Ez az x4 ponton atmend adott irdnytangensii egyenes egyenlete.)
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Példa. Adjuk meg a korabbi példiban szerepld f(X):Xz—X+3 figgvény x=2 pontban vett
érintdjének egyenletét.

Megoldéas. Mivel f'(x)=2x-1, ezért f'(2)=3 és igy, mivel f(2)=35, azt kapjuk, hogy az érint§
egyenlete:

y-5=3(x-2),
vagyis a szokasos alakban:
y=3x-1.
Elemi figgvények derivaltfliiggvénye
Az
flx) =x"

fiiggvény differencialhato6 és

f'G0) = nx",
azaz

(x™) =nx™ 1,
Tehat pozitiv egész kitevojii hatvanyfiiggvényt ugy differencialhatunk, hogy a kitevot 1-gyel

csokkentjiik és az eredeti kitevovel szorzunk.

Bizonyitas. A definici6 szerint
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a binomalis tételt alkalmazva
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Egyszerlsitsiink h-val; azt kapjuk, hogy

f'(x)= gim{nx”_1 +$ x"2h+ .. +nxh"2 + h”‘l} .
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Az els6 kivételével minden tagban szerepel a h tényez6ként, igy ezek nullahoz tartanak, ha h — 0.
Ebbol kovetkezik, hogy

f'(x) = nx™ L
A szinusz és koszinusz fiiggvények derivaltja:
. d sin X , d cos x .
sin'(X) = =COS X cos'(X) = r = —sin X
X

Bizonyitas. A szinusz fliggvényre:

dsinx . sin(x+h)—sinX . sinXcosh+cosXsinh—sin X
= lim = lim =
dx h—0 h h—0 h
. [ . _cosh-1 sinh}
= lim| sin X +Cos X .
h—0
Tudjuk, hogy
lim SB0_ .
h—>0 h
Masrészt, hasznaljuk fel az
1-cosh=2sin> h
2
azonossagot, végezzik el az alabbi atalakitasokat:
—2sin? D sin —
. _cosh-1 . 2 . .
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Mivel lim —2 =1, és lim sin— =0, azt kapjuk, hogy
h—0 D h—»0 2
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igy azt kapjuk, hogy
dsinx . . cosh-1 . sinh
= sin X lim +cos X lim —— =cos X.
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A koszinusz fliggvény derivaltjanak meghatarozasa:

d cos X i cos(X +h)—cos x cos X cos h—sin X sin h—cos x
— = |1Im =
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lim cos X —sin X =cos X lim —sin X lim =—sin X.
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Az f(x) = c konstans fiiggvény derivaltja az azonosan 0 fliggvény, azaz

(c) =0.

Bizonyitds. £/(x)= (¢)' = lim W =100 _ype=¢_,
h—0 h h—»0 h

Differencialasi szabalyok — fliggvények 6sszegének, szorzatanak és hanyadosanak derivaltja

Legyenek f és g differencialhat6 fliggvények, akkor f + g is differencialhato itt, és

(f+g) =f'+g’
Legyenek f ¢és g differencialhat6 fiiggvények, akkor f g is differencialhato itt, és

(fg)'=fg+fg’
egyenloség adodik.

Legyenek f és g differencialhat fiiggvények, ahol g(x) # 0, akkor 5 is differencialhato itt, és
(f)' _f'a-fg'
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