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Megoldaés: A ¢ toltésre hatd erd ott zérus, ahol zérus a két toltésts szarmazo elektromos térerGs-
ség. Osszuk fel az x tengelyt harom intervallumra. Jel6lje D a ¢’ helyét az x tengelyen.

(a) —oo < D < 0: Szdmolés nélkiil beldthatd, hogy a térer6sség egyetlen D pontban sem lehet
zérus. A -3 p C t61téstd] szdrmazo tér nagysdga — az 1 /r’-es erStorvény miatt — mindeniitt feliil-
mulja a +2 p C toltéstdl szdrmazo teret. Itt tehat nincs megoldas.

(b) 0 < D < x: Az intervallum minden pontjaban mindkét t6ltést6] szarmazo erStér negativ ird-
nyu, igy az osszegiik is. Itt sincs megoldas.

(¢) x <D < o0: Legyen Q; =-3u Cés O, =+2u C. A két t6ltéstdl szarmazo tér zérus voltat a
1 1
O N 0>

=—= 11.2.1
47T€0 D? 47'('8() (l)—)C)2 ( )
egyenlet fejezi ki. Ezt D-re megoldva és az adatokat behelyettesitve
D =0,82m (11.2.2)

adddik. Ebben a pontban zérus a térerdsség.

11.3. Feladat: Egy homogén elektromos er&tér térerdssége (derékszogil koordindtarendszer-
ben) E = Eyy = Eoj = Ey - (0, 1,0), ahol E, konstans. (Itt a tobbféle lehetséges jelolés lathato.)
Egy m tomegi és +¢ toltést részecskét juttatunk a koordinatarendszer origdjaba v = voX = vyi =

vo-(1,0,0) sebességgel. Szamitsuk ki a részecske palydjanak egyenletét!

Megoldas: A +¢ toltésre hatd erd

F=gE,-(0,1,0)=(0,gEy,0), (11.3.1)
amely
E E
a=220.0,1,0)= (O,Q,o) (11.3.2)
m m

gyorsuldst hoz l1étre. A sebességre vonatkozé kezdofeltételt figyelembe véve a test sebessége az
1d6 fiiggvényében

E
v= (vo, ut,o) . (11.3.3)
m
Mig a test helyzete — figyelembe véve, hogy az origdébdl indult —
1 gE,
r= (vot,—utz,O). (11.3.4)
2 m
Lathato, hogy
x(t) = vot (11.3.5)
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és
1 gE
o=~ (11.3.6)
2 m
ahonnan a ¢ eliminalasaval az | oE
Yo == 02 (11.3.7)
2 my;

palyagorbe adodik.

11.4. Feladat: (HN 24B-19) A +Q toltés egy L hosszisdgi egyenes szakasz mentén oszlik el

egyenletesen (Id. B4. dbra.). Szamitsuk ki az E elektromos térer6sséget a vonal irdnyaban 1évo,

P
B - I I I I I I I

2 L .

54. abra. 24B-19 feladat

annak végpontjatdl d tavolsiagra 1év P pontban!

Megoldas: Mivel a P pont a szakasz meghosszabbitasdban van és a szakasz toltése pozitiv a tér-
erdsség vektora a szakasztdl el mutat. Valasszuk a koordinatarendszeriinket igy, hogy a szakasz
az x tengelyén fekiidjon és a P pont legyen az origéban! Osszuk fel a szakaszt kis dx hosszi-
sagu darabokra! Egy ilyen darab toltése dQ = dx - I A teljes térerdsség ezen kis dx szakaszok
térerdsségeinek osszegével kozelithetd ami integrélld valik, amennyiben dx — 0. A P ponttdl x

tdvolsagban levd szakasz darabtdl szdrmazo térerdsség nagysaga:

1 do 1 dxQ
dE(x)=— — = — 11.4.1
) drey X2 4dmey Lx? ( )
A teljes térer8sség
x=d+L x=d+L
1  Qdx 0 dx
E - . =— — 11.4.2
) ; 4reg Lx? 4L7e 2 X2 ( )

E(x)

— ==
4Lmeg Sy X 4Lmey | x],

A S A S L
4L7r50< d+L 2)‘ 4L7e (d(d+L))
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o 1

E™ == dd+D)

(11.4.3)

11.5. Feladat: (HN 24B-20) Egy vékony, nem vezetd rudat a B3. abran vizolt médon meghajli-
tunk ugy, hogy az egy R sugaru kor ive legyen, mely e kor kozéppontjabol 20 szog alatt latszik.
Legyen e hajlitott ridon egyenletes pozitiv A toltéssiirtiség. Szamitsuk ki az E elektromos tér tér-

~
-
-~
.
T,
By =~
_E_:
El;' 0
-
-
-
-~
-
-

55. abra. 24B-20 feladat

erGsséget a kor O kozéppontjaban. (Utmutatds: szdmitsuk ki a dI = Rd6 hossziisagi szakasz dg
toltésétdl szarmazo dE térerGsséget. Hasznaljuk ki a rendszer szimmetriatulajdonsagat a 6 = —6,

és 0 = +0, kozotti integral kiszdmitasakor.)

Megoldés: Osszuk fel a korivet egyenld dl hosszusagu kis darabokra! A koriv kozéppontjdban
minden ilyen kis darab téreréssége ugyanakkora:

1 Adl_ 1 MARdO 1 Adf
_47T€0 R? _47T60 R? _471'60 R

dE (11.5.1)

nagysagu és az O pontbdl a korivvel ellentétes irdnyba mutat. Mivel a vizszintes tengelyre szim-
metrikusan, 0 és —0 szogben elhelyezkedd szakaszoktdl szarmazo térerésség nagysaga ugyan-
akkora, és irdnyuk a vizszintes tengelyre szimmetrikus ezek fiigg6leges komponensei kiejtik
egymadst: vizszintes komponenseik nagysiga pedig 6sszeadddik, az eredd térer6sség kiszamita-
sdhoz elegendd a pozitiv 6 értékekre, vagyis fél korivre Osszegezni a dEy térerdsségek vizszintes

komponensének kétszeresét, azaz 2dEy - cos0-t. A dl — 0 hatdresetben egy integralt kapunk:

o1\ 1A
E:Z/ Z cosfdf=2-—"= [sinf], (11.5.2)
o 4meo R d7eg R
azaz
E=—"sing (11.5.3)
= Sinvy. .
27T€()Rl 0
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56. dbra. Az eredd térerdsség kiszamitdsdhoz

11.6. Feladat: (HN 24C-23) Mutassuk meg, hogy két egymdastél meghatdrozott tavolsdgban

1évo kis targy, amelyek kozott adott toltésmennyiség oszlik meg, akkor taszitja egymadst a legna-

gyobb erdvel, ha a toltés egyenletesen oszlik meg kozottiik.

Megoldas: Osszunk meg Q toltést gy, hogy az egyik testen g, a mdsikon Q-q toltés legyen.

Ekkor a két test kozott haté Coulomb-erd nagysaga

Flq) = Kq(Q q)

A erd maximalis értékét ugy kereshetjiik meg, ha megoldjuk a

"o,
egyenletet. A derivalast elvégezve
—(Q-29)=0
adodik, amelybdl a
q=%Q

kovetkezik. Ezzel az éllitast igazoltuk.

(11.6.1)

(11.6.2)

(11.6.3)

(11.6.4)

11.7. Feladat: (HN 24C-26) Két (fix helyzeti) +Q nagysdgu ponttoltés egymastdl d tdvolsagra

helyezkedik el. Egy harmadik, pozitiv g toltést a két el6bbi toltést 6sszekotd egyenes mentén

mozgatunk.
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(a) Mutassuk meg, hogy ha a g toltést egyenstlyi helyzetébdl kissé (x tdvolsagnyira, x < d)
kimozditjuk, akkor kozelitdleg egyszerti harmonikus rezgd mozgéast végez.

(b) Szamitsuk ki az ehhez a mozgashoz rendelhetd & ,,rugdéallandot”.

Megoldés: Legyen mindegyik toltés az x tengelyen! Ekkor a ¢ toltés éltal érzékelt térerdsség is
x irdnyd. Mivel mindegyik toltés azonos elgjeld a g toltésre a két Q toltéstd] hatd erdk ellentétes
irdnyuak:

Qq Qq
Fratotdatiorot = K—=—————Fjopboidatioro = =K

Tpal oldali orol ViobboidaliQrol

(11.7.1)

q egyensulyi helyzete a két +Q t6ltés kozott Eppen féliton van, ahol a két erd kiegyenliti egymadst.

Téritsiik ki a g toltést egyensulyi helyzetétdl pozitiv irdnyba. Ekkor a rd hat6 erdk ered6je mar

nem lesz 0, hanem :

(11.7.2)

F = Fyaio1dati grot + Fiobb otdati oot = K

Qq Qq].

(§+2)° (§-x)°

d d
Ha x < d, akkor x < 5 is igaz. Legyen d =2L! Ekkor 5= L és a nevezOk az el6z0 képletben

kozelithetbek a kovetkez6 modon:

1 1 1 1 1 1 X
_ =~ ~— (1 2—). 11.7.3
(Lj:x)2 L2 (1:&{)2 12 (l:|:2£> 12 ( + L ( )
L L
Ez konkrét példdkon is ellendrizhetd?. Tehat

Qg 1 ( X X Qg 1 x Og 4 _x

4mey L2 ( L) ( L) 4dreg > L 4reod? d ( )
80qg x

F=- —. 11.7.6
TE d3 ( )

Mint latjuk, amennyiben a kitérés sokkal kisebb, mint d, az erd ellentétes irdnyu €s ardnyos a

kitéréssel vagyis valéban harmonikus rezgdmozgdasrdl van sz6 amelynek "rugéallanddja”

8Qq
k=——. 11.7.7
d3 TEQ ( )
'Egy példa: legyen d = 10, vagyis L =35 és x=0,01. Ekkor
1 1 1 1 X
—— =0,0398404 — - =0,0398406— - ( 1-2—) =0,0398400. 11.7.4
(L+)C)2 ’ L? (1+2f) ’ L2 ( L) ’ ( )
L
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11.8. Feladat: (HN 24C-27) Szamitsuk ki azt a munkéat, ami ahhoz sziikséges, hogy egy R
sugard gdomb felszinére Q toltést juttassunk. A feltoltést végezziik ugy, hogy infinitezimélis dg
elemi toltést visziink a végtelenbdl a gomb felszinére mindaddig, amig a gomb toltése a O-t el

nem éri.

Megoldds: Tételezziik fel, hogy a gdmbon mar van q toltés. Ekkor a végtelenbdl tovdbbi dq

toltés visziink a gdmbre. Az ekdzben végzett munka

R
qdqg d
W(q—>q+dq)=—/K—d —Ku. (11.8.1)
A teljes feltoltéshez ezen munkdkat kell 0sszeadni:
dg 1
W = / K1 q:—K— (11.8.2)

11.9. Feladat: (HN 24C-29) Miként az a §7. dbran lathatd, egy elektron, amelynek az x, =0 he-
lyen v, = 10%m/s a kezdGsebessége, az x tengely pozitiv irdnydban halad olyan tértartomanyban,
ahol az elektromos térerSsséget az E, = (4V /m) - (1+10°x) fiiggvény adja meg (az x tdvolsdgot
méterben kell megadni). Szdmitsuk ki azt a tdvolsagot, ahol az elektron sebessége (legaldbbis

egy pillanatra) zérussd valik.

57. abra. 24C-29 feladat

Megoldas: Az elektrosztatikus tér helytdl fiiggd potencidlja

P(x) = —/E(x)dx = —/4(1 +10°x)dx = —4 (x+500x?). (11.9.1)
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Az elektron helyfiiggd potencidlis energidja ebben a térben (az elektron toltése negativ)
Epp =—e®(x) =4e(x+500x%). (11.9.2)

Az elektron abban az x koordindtdju pontban 41l meg amikor minden kinetikus energidjat elvesz-
ti. Az elektron potencialis energidjanak megvaltozasa A x = x—x, tton tehat egyenld a kezdeti

kinetikus energidjdval:

AEpot = Ekin,kezdeti
AE o = Epot(X) = Epor(x,) = 4 e (x+500x%) —0

1
4e(x+500x%) = Emvi

1
500x2+x—§@ 1012 = 0. (11.9.3)

e

A masodfoku egyenlet megolddsa

4 1
—1i\/1+—T1012-500 —11\/1+—@1012-500
8 e 2 e

= 1000 - 1000
 —1+/1422,408 —1+37,715 (11.94)
B 1000 1000 o

x,=3,67-10"m
x.=-3,871-10"m.

A mi esetiinkben csak a pozitiv eredmény johet szdba.

11.10. Feladat: Egy dipdl —Q toltése a (—é, 0) koordinataju pontban, +Q toltése a (é,O) koordi-
natdju pontban van. Mekkora az elektromos térerdsségvektor

(a) az x tengelyen az origétdl d tavolsagban, illetve

(b) azy tengelyen az orig6tdl ugyancsak d tdvolsagban?

(c) Minkét esetben vizsgaljuk meg azt, milyen kozelit§ végeredmény adhaté meg, ha [ << d,

azaz a dip6ltél nagy tdvolsdgban adjuk meg a térer6sséget?

Megoldas:

(a) A —Q toltéstdl szarmazo elektromos térerdsség vektor

)
EQ:<—K—2,0 : (11.10.1)
(d+35) )
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mig a +Q-tdl szdrmazé

0
E+Q:<K—2,o . (11.10.2)
(d-3) )

0
E= (K _K 0. (11.10.3)
( (d=5)°  (d+3)’ )

(b) A —Q toltéstdl szarmazé elektromos térerdsség vektor

Az eredd térerdsség

l d
—o=|-K Q 7 K Q (11.10.4)
N 3/2 N 3/2
2+ (1)) 2(@+(3))
A +Q toltéstdl szarmazo elektromos térerdsség vektor
) d
Eip=|-K Q 3/2,1{ Q 73 (11.10.5)
2 2
2@ (1)) 2(e+)))
Az eredd térerdsség
[
E = —KLW,O (11.10.6)

()
(c) Az (a) feladatrészben végezziik el az aldbbi kozelitéseket:
1 1 1 [ 1

1, 1 ! 1
- ~—(lt+—P=—1+=—) ~ —(l+-)——
d-52 @-1y A L L v U S L

l 21
1-—-)~ —. 11.10.7
-2~ S5 )

Igy a térerdsség vektor:

201
E= (K?ﬁ) (11.10.8)

A (b) feladatrészben végezziik el azt kozelitést, hogy [ << d. Ekkor a nevezdbeli [-es tag a d-s
tag mellett elhanyagolhat6, igy

25 (11.10.9)
(e+)))
A térerGsség vektor:
0l
E-= (—Kﬁ,O). (11.10.10)
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11.11. Feladat: (HN 24C-31) Egy elektromos dipdlus egymdstol / tdvolsdgra 1évo, m tomegl
pontszer( toltésekbdl 4ll, melyek nagysdga +g és —g. A dipdlust E homogén elektromos er6térbe
helyeziink ugy, hogy a minimélis potencidlis energidju dllapot kozelében legyen.

(a) Mutassuk meg, hogy a dipdlus rezgd-forgd mozgast végez a tomegkozéppontja koriil.

(b) Vezessiink le olyan 6sszefiiggést, amely (kozelitdleg) megadja a rezgés T periddusidejét.

Megoldas:

(a) A dipdlus toltéseire azonos nagysagu, ellentétes erd hat (er6par). A dipdlusra hat6é erdk
ereddje zérus, igy haladé mozgdst nem fog végezni. A forgatényomaték azonban nem zérus,
igy a dipdlus a tomegkozéppontja (a két toltés felezGpontja) koriil forgdmozgast végezhet. Attdl
fliggden hogy a dipélnak milyen a térbeli helyzete, azaz a p = gl dip6lmomentum vektor és az
PE elektromos er6tér irdnya a szdgelfordulds az M = p x E vektorral parhuzamos és mind a p
mind az E vektorra merdleges. Azt, hogy kis kitérések esetén harmonikus rezgdmozgast végez
a dipdl, az a kdvetkezOkben latjuk be.

(b) A minimadlis potencidlu édllapot akkor van, ha a p dipdlmomentum vektor parhuzamos és
azonos irdnyba mutat az E elektromos térer6sség vektorral. (A dip6lus potencidlis energidja
U =-pE.) Ha ebbdl a helyzetbdl ¢ szdggel kitéritjiik, akkor

M =—glEsingp (11.11.1)

nagysdgu forgatonyomaték fog a dipélusra hatni. A dipdlus tehetetlenségi nyomatékat 6-val

jelolve a forgbmozgds mozgasegyenlete
0y =—qlE sinp. (11.11.2)
Kis szogelforduldsokra szoritkozva (siny ~ ¢)
0p=—qlEyp (11.11.3)

egyenletre jutunk, amely a harmonikus rezgémozgés differencidlegyenlete”. Innen a rezgé-

w:,/%g. (11.11.4)

Ha felhasznaljuk, hogy a tehetetlenségi nyomaték

forgomozgés korfrekvencidja

N 1,
O=2m( 5| =5mP, (11.11.5)

2Csillapitas nélkiil mindig rezgémozgds alakul ki! Harmonikus rezgd-forgémozgs kis szogelforduldsok esetén
valésul meg.
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akkor
2gE
w= ]9 (11.11.6)
ml
A periédusidd
ml
T=2 — 11.11.7
™ 20E ( )

11.12. Feladat: (24C-34) Az x tengely mentén — a (0, /) intervallumban — elhelyezkedd / hosszu-
sagu, vékony, szigetel6 ridon a A(x) toltéssiirtiség helyfiiggését a A\(x) = Ax Osszefiiggés irja le.
A rud végétdl [ tavolsagra — az x = 21 pontban — egy pontszerl ¢ toltés helyezkedik el az x ten-

gelyen (BR 4bra).

58. abra.

(a) Mi az A élland6 ST mértékrendszerbeli egysége?

(b) Mekkora a toltés helyén az elektromos térer6sség?

Megoldas:
(a) Az A mértékegysége C/m?.
(b) A x tengelyen az x pontban tekintsiink dg = \(x)dx toltést. Az ettdl szarmazo dE térerdsség

a 2/ pontban
I Axdx 1 Ax

dE = = dx. 11.12.1
dreg RI—x)?  4dmeg (21—x)? ( )
A teljes térer6sség integréllal hatdrozhaté meg:
/ 1
Ax A
E = dx= 1-1n2). 11.12.2
/ dmzo Q=2 T g, ( )

0

11.13. Feladat: (HN 24C-35) Tekintsiink az x = 0 és x = L pontok kozott, az x tengely mentén
egy A pozitiv linedris (hosszegységenkénti) toltésstirtiséget (89 dbra).
(a) Szamitsuk ki az E elektromos térerdsség vektor y komponensét az x =0, y = a pontban;

(b) Szamitsuk ki az E elektromos térerdsség vektor x komponensét ugyanebben a pontban.

Megoldas:
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59. abra.

(a) Az elektromos térerdsség y komponensét a kovetkez6képpen szdmoljuk ki. Az origétdl x

tavolsdgban 1év0 dx hossztdl szarmazo dE elektromos térerdsség nagysdga a (0, a) pontban

I Adx
dE=———. 11.13.1
4meg X2 +a? ( )
Az a és r éltal kozbezart szoget 6 -val jelolve, a dE térerésség vektor y komponense
I Adx I Adx a
dE,= —————cosf = . 11.13.2
Y Areg X2 +a? €08 4y x2+a? (X2 +a?)1/? ( )
A teljes E, térerGsség a
L
1 aidx
E, = 11.13.3
Y / 4regy (k2 +a?)3/? ( )

0
integréllal szamolhato ki. A szdmolas végrehajtasdhoz valasszuk a kovetkez6 helyettesitést:

x=atgh, (11.13.4)
amellyel
1
dx=a——df. (11.13.5)
cos?

Ezeket behelyettesitve, valamint a hatdrokat illesztve a

: L
arcsin ———=—75
(L2+a2)1/2

écos@d@ (11.13.6)

E =
dreg a

y
0

integralhoz jutunk. A szamolast végrehajtva a térer6sség y komponense

1 AL
= . 11.13.7
YT Areg a(l2+ad) 2 ( )
(b) A dE térer6sség x komponense
1 Adx 1 Adx X
dEy=— 5 5sinf= , 11.13.8
dreg X2 +a? s Areg X2 +a? (2 +a?)\/2 ( )
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ahol a "-" eldjel a koordindtarendszerbeli irdnyitast jelenti. Ezzel a teljes E, komponens
/ A
1 xAdx
E.=- 11.13.9
/ 4rey (k2 +a?)3/? ( )

0

integréllal fejezhet6 ki. A szdmolas az elobbinél egyszertibben elvégezhetd

1 A > 1 A A
=— - =— —— . 11.13.10
4reg (x2+a2)1/2} 0 4reg (a (L2+a2)1/2) ( )
Tehat a térer6sség vektor a (0,a) pontban
1 A A AL
E= - =- . 11.13.11
4me, ( (a (L2+a2)1/2) ’a(L2+a2)1/2> ( )

11.14. Feladat: (HN 24C-36) Egy R sugaru korgyf{rtin +Q teljes toltés, a gyliri kozéppontjdban
egy m tomegl, —g negativ toltés van. Ha a —¢g toltést a gylird tengelye mentén kissé kimoz-
ditjuk, majd elengedjiik, akkor a gy(ir{ tengelye mentén rezgdmozgast végez (feltéve, hogy a
tengelyvonalbdl val6 kimozduldst valamilyen médon megakadalyozzuk). Adjuk meg a rezgés f

(kozelitd) frekvencidjat.

Megoldds: A kor szimmetria tengelye legyen az x tengely, a kor kdzéppontja az origd. El6szor
a tengelyen az x pontban pontban szdmoljuk ki a toltott kortdl szarmazéd térerdsséget. A Kor
keriiletén vezessiik be a \ = % toltésstrtséget. A df kozponti szogtdl szarmazd dE térerdsség

nagysdga az x pontban

1  ARdO
df= ———. 11.14.1
47reg x2+ R2 ( )
A tengely irdnyu dE, vetiilet
1  ARdF X
dE, = . 11.14.2
4ty X2+ R? (x2+R2)1/2 ( )
A sz0g szerint integrdlva megkapjuk a teljes E, térerdsséget, amely
17 1
Rx Ox
E = do = . 11.14.3
4reg / (x2+R?)3/2 4mey (k2 +R2)3/2 ( )
0
A —q toltésre hatd erd
1 qOx
F.=— . 11.14.4
4meg (x2+R2)3/2 ( )
Ha kis kitérésekre szoritkozunk, azaz x << R, 4gy
(2 +RY*? ~ R, (11.14.5)
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Ezzel L 40
q
= —— —X. 11.14.6
4meg R3 o ( )
A —q toltés mozgasegyenlete
’ 1 g0
=— = 11.14.7
mx 4mey R3 o ( )
amely a harmonikus rezgdmozgés differencidlegyenlete. A kialakul6 rezgés frekvencidja:
1
P (11.14.8)

21\ dreomR3

11.15. Feladat: (HN 24C-37) Egy vékony, nem vezetd, R sugard gylirin nem egyenletes a A
linedris toltésstirliség: A = \gsinf, ahol a 6 szog a BU. dbra szerint értelmezendd.

(a) Vazoljuk a gytird toltéseloszlasat.

(b) Milyen az E elektromos térerdsség irdnya a gyrti kozéppontjadban?

v 7

A
(c) Mutassuk meg, hogy az elektromos térerdsség nagysdga a gytirli kozéppontjaban 2 0
€

Y

60. abra. 24-C37 feladat

Megoldas:

(a) A toltéssiirliség a szog fiiggvényében a BIl. dbran lathato.

(b) Osszuk fel a kor keriiletét infinitizemdlisan kicsi d/ szakaszokra. Egy tetsz6leges 6 szognél
elhelyezkedd szakasztdl szarmazo térerdsség irdnya vagy megegyezik a szakasztol a kozéppontig
hizott vektor irdnyaval (0 < 6 < 1) vagy ellentétes vele (0 < -0 < 7). A teljes térerdsség az egyes
szakaszoktdl szarmazoé térerésségek Osszege. A B2 dbran lathatd, hogy az eredd térerdsségben
csak az egyes szakaszoktdl szdrmazo térerdsségek fliggbleges, -y irdnyu 0sszetevdje marad meg.
Tehat az eredd térerésség a negativ y tengely irdnydba mutat.

(c) Ennek nagysdga egy adott 6 szog esetén

1 \0)dl
dEy(H) = Fgo R2

sinf (11.15.1)
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IFYC))

+0 2n—0

2

61. abra. Toltésslriliség a szog fiiggvényében. A zold vonalak 4 olyan szoget jeleznek, ahol a

7 2

toltésslirliség abszolut értéke ugyanakkora

dl dl

dE A\ R dE R Y4l

62. dbra. Kiilonbozd infinitezimalis d/ szakaszoktdl szarmazo térer6sségek 0sszegzése.
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ahol d/ = Rdf. Szimmetria okok miatt dE,(f) ugyanakkora és ugyanolyan irdnyd a 0, -0,
m+0 és 2m—0 szogek esetén, ezért elegendd a 0.. g tartomanyra integralni és az eredményt

négyszerezni:

™2 R
E, = 4/ AO) sinfdf =
0 471'80 R?

= 4 : & 7r/zsinzé’dﬁz
4meg R )
1 N [™*1=cos26
4neoﬁ/o 2
_ Ao {e_sinZQYr/Z
2megR 2
Ao
27T€0R [

1—cos260
ahol felhasznéltuk a sin’0 = % osszefiiggést®. A végeredmény

do =

0

T
5—0—0+0] (11.15.2)

Ao
E, = .
Y 4€0R

(11.15.3)

11.16. Feladat: (HN 24C-39) Tekintsiink egy egyenletesen feltoltott R sugard korgy(rit, és

annak tengelye mentén az elektromos teret. Mutassuk meg, hogy a térer6sség maximuma E, .,

s

R
a tengelyen, a gylrd kozéppontjatdl x = ﬁ tavolsagban van. Vazoljuk E valtozasat x fliggvé-

nyében (negativ €s pozitiv x értékekre).

Megoldas: Bontsuk fel a korgyfrit infinitezimalisan kis d/ szakaszokra. A korgytrl tengelyének
minden pontja a korgytirl 6sszes pontjatdl - és igy az 6sszes szakasztdl is - azonos tavolsdgban
van. A korgy(rd atellenes pontjaitdl (szakaszaitdl) szairmazo térer6sségek x tengelyre merdleges
komponensei kiejtik egymadst, ezért elegendd az E, komponenseket 0sszegezni. Egy dl szakasz

térerdssége a B3 abra szerint:

JE 1 \dl 0 1 Ml X
. = ————cosf= =
4dreg 12 dreg R2+x2 /R2+x2
1 xAdl
= . 11.16.1
4rey (R2+x2)3/2 ( )
A teljes térerGsség
1 2RmxA
il (11.16.2)

Y= drey (R2 +x2)3/2°

3Ezt levezethetjiik a kovetkezd két egyenlségbdl: cos26 = cos*0—sin® 0 és cos*0+sin’6 = 1
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63. abra. Térer6sség egy egyenletesen toltott korgylird tengelyén

Ennek akkor van maximuma, ha a derivaltja nulla. Ha a derivalt nulla, akkor a konstansok nem

szamitanak, ezért azokat el is hagyhatjuk

dE, d X
I =0 = Em:o (11.16.3)
(R2+ 2)3/2_ %(RZ_I_ 2)1/22
i X _ X x2 X X
dx (R?+x2)3/2 (R +x2)3
_ (R? +x%)—3x? ~0
- (R? +x2)5/2 -
(11.16.4)
A nevez6 sosem lehet nulla, ezért atszorozhatunk vele
2 2 R
R -2x"=0 = x=——. (11.16.5)

V2

Eszerint E, széls6értéke lehet az x = helyen. Ez akkor valéban maximum ha a mésodik

S

derivélt ezen a helyen negativ.

Gauss-torvény
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11.17. Feladat: Egy R és egy 3R sugart koncentrikus gombot feltdltiink, a belsdt -Q, a kiils6t
2Q toltéssel. Adja meg a térerdsséget a hely (r) fiiggvényében, és sematikusan dbrazolja is az
egyes tartomédnyokban:

(a) 0 <r <R esetén,

(b) R < r < 3R esetén,

(c) r > 3R esetén.

Megoldas:
(a) A 0 < r <R esetben a bels6 gomb belsejében nincs toltés, igy a Gauss-torvény értelmében

az elektromos térer6sség nagysaga

EO<r<R)=0. (11.17.1)

(b) AR < r < 3R esetben a —Q toltés hozza létre az elektromos térer§sséget:

E4rin = 2, (11.17.2)
€0

azaz
-0

E(R 3R) = .
R <r<3R) 4mreor?

(11.17.3)

(¢) Az r > 3R esetben az r sugari gobmb Q =20 — Q eredd toltést vesz koriil. fgy az elektromos

térerdsség:

EGBR<r)= -

(11.17.4)

11.18. Feladat: (HN 25A-5) Két végtelen, szigeteld sik mindegyikén egyenletes o toltéssiiri-
ség van. A sikok egymadssal parhuzamosak. A szuperpozicids elv haszndlatdval hatdrozzuk meg

a két sik kozotti, illetve az azokon kiviil 1év6 elektromos térer8sséget.

Megoldas: A két sik egyike (1) legyen az origdn dtmend y-z sikban, mig a masik (2) ezzel

parhuzamos menjen 4t az x = +d ponton.
Az (1) sikon 1év toltések 4ltal keltett elektromos térer8sség

—2%0 a (—00,0) tartomanyban, mig

+2igo a (0,+00) tartomdnyban.
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sz

Az (2) sikon 1év toltések 4ltal keltett elektromos térer8sség
—2160 a (—00,+d) tartomanyban, mig

+2%0 a (+d,+o00) tartomdnyban.

A szuperpozici6 elve miatt (a terek vektori médon adédnak Ossze) a kialakul6 er6tér:
—% a (—00,0) tartomanyban,
0 a (0,d) tartomanyban, és

+Z a (+d,+00) tartoményban.
0

11.19. Feladat:

11.20. Feladat: (HN 25B-7) Egy d vastagsdgu lemezben egyenletes p térfogatmenti toltés van.
Alemez a £y és +z irdnyokban gyakorlatilag végtelen (b4. dbra); az x tengely z€ruspontjat tigy
valasztottuk meg, hogy az a lemez d szélességének a felénél legyen. Szamitsuk ki az elektromos

térerGsség nagysagdt x pozitiv értékeire az a) 0 < x < d/2; b) x > d /2 esetekre.

g

r‘H""--L

< d -

e

64. abra. A 25B-7 feladathoz

Megoldas: Az elektrosztatikus térer6sség forrasai a toltések, ezért: 1) a szimmetria miatt a tér-

erdsségnek csak x komponense van, 2) pozitiv toltéssiirliség esetén pozitiv x-ekre pozitiv, negativ

x-ekre negativ iranyu, emiatt 3) a lemez szélességének felezd sikjaban nulla.
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A Gauss torvény szerint

eoE fluxusa egy zart A felilletre = Az Osszes t0ltés a feliileten beliili térfogatban
/50EdA = /pdV (11.20.1)
A V()

Vegyiink fel a lemez belsejében egy olyan, 2x magassadgu hengerszer( testet, pl. egyenes ha-
sabot, amelynek két egymdssal és a lemez feliiletével parhuzamos A nagysagu feliilete van és

amely magassagat a lemez kozépparhuzamos sikja felezi (1d. BS dbra.) Erre felirva a (IT20TI)
65. abra. Térer6sség egy egyenletesen toltott szigeteld lemezben

Y

I
HE

< d—>

0
N VRS
=

Gauss torvényt €s felhasznalva, hogy a lemez belsejében p dllando, illetve E a hasab mindkét A
feliiletére merdleges és kifelé mutat, tovabbd, hogy a hasab oldallapjaival/palastjaval E parhuza-

mos, tehat azokra fluxusa O:

coE2A = p-A2x
d
E=2x o <2 (11.20.2)
€0 2

A lemezen kiviil (|x| > d/2) a térerGsség llandé®? és értéke (TT202) maximuma, azaz

E=l4 (11.20.3)
260

Vegyiik észre, hogy a lemezen kiviil a tér pontosan ugyanolyan, mint egy végtelen o toltéssiirl-

ségli 2D lemez esetén, mivel o = pd.

4Ez szimmetria okokbdl is kovetkezik.
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11.21. Feladat: (HN 25A-10) Tekintsiink egy 10 cm sugard iireges fémgombot, amelyen +10
1C toltés van. Legyen a gomb kdzéppontja a koordinatarendszer origdjdban. A gomb belsejében
az x =5 cm pontban legyen egy -3 uC nagysigu pontszer( toltés. Szadmitsuk ki az elektromos
térerdsséget a gdombon kiviil, az x tengely mentén. Vazoljuk fel az er6vonalakat a gombon kiviil

és azon belil.

Megoldas: X

11.22. Feladat: (HN 25B-12) Egy nagyon hosszi, R sugart fémridon o egyenletes feliiletmenti

7 27

toltésslirtiség van.

(a) Elhanyagolva a rdd végeinek hatdsat, szamitsuk ki az E térer6sséget a henger felszinét6l R
tavolsagban.

(b) Szamitsuk ki azt a v sebességet, amellyel egy elektron a rid koriil R tdvolsdgban staciondrius

korpalydn mozogna.

Megoldas:

(a) Az, hogy a fémrid nagyon hosszu azt jelenti, hogy (els6 kozelitésben) végtelennek tekint-
hetjiik. Szimmetria okokbdl a térerdsség merdleges kell legyen az egyenletesen feltoltott henger
feliiletére, ezért nagysdga csak a tavolsagtdl fiigg. A Gauss torvény haszndlatdhoz egy, a fém-
riddal koaxidlis henger alakd, r sugarud és 1 hosszisagu feliiletet vegyiink fel. Mivel a térer&sség
ennek a hengernek a paldstjara mindeniitt meréleges és dllandé nagysagui a hatdrold korok sik-
javal pedig parhuzamos, erre a teljes zart feliiletre vett fluxus megegyezik az r sugarti hengerpa-
lastra vett fluxussal. Az ezen a feliileten beliili 6sszes toltés pedig a o toltéssiiriség és a fémrud

[ hosszusagu szakasza feliiletének szorzata. A Gauss torvény szerint tehdt a térer6sség a vezetén

kiviil
g, 2rmlE = 2Rmwlo
R
Er) = -2 (11.22.1)
Eol
Innen a térer6sség a fémrudtdl R tavolsagban (r = 2R)
o
E(R) = (11.22.2)
2¢e,
(b) Ha egy elektron kering ezen az r =2 R sugard korpalyan, akkor
oV 2¢ER R
eE="TC" v:\/ ¢ :\/w . (11.22.3)
r me EoMe

2018. november 6. 180


mailto:markus@phy.bme.hu

BME Fizikai Intézet Markus Ferenc, markus @phy.bme.hu

11.23. Feladat: (HN 25C-15) A BA dbran illusztrélt a bels6 €s b kiilso sugaru, végtelen hosszu
cs6 fala pozitiv toltéstd. A o toltésslirliség nem egyenletes: a és b kozott a tengelytdl mért
tavolsdggal forditott ardnyban véltozik, azaz ha a < r < b, o = k/r, ahol k egy SI egységekben

megadott konstans.

66. abra.

(a) Mi a k mértékegysége?

(b) Szamitsuk ki az L hosszdsdgu cs6darab Q toltését.

(c) Gauss torvényét felhaszndlva, hatdrozzuk meg az E elektromos térerdsséget az r pontban
(a<r<b).

Megoldas:
(a) A k mértékegysége C/m?.
(b) A L hosszisagu csddarab Q toltése
b b
0= / o(r)2rmldr = /2k7rLdr =2knL(b—a). (11.23.1)

(c) Az E elektromos térerdsséget az r pontban a
1
7{EdA =— [ odV (11.23.2)

€0

Osszefliggés alkalmazasival (Gauss-torvény) hatarozzuk meg. Ennek megfeleléen
1/ 1
E2rnlL=— | o(r)2rnldr = —2knL(r—a). (11.23.3)
o €o

Innen a térerdsség (a < r < b) tartomédnyban
1
E()=—k(1-9). (11.23.4)
o r
Megjegyzés: Tovabbi gyakorl6 feladat a csovon kiviili térerdsség kiszamolasa.
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11.24. Feladat: (HN 25C-18) Egy R sugard gombben az E elektromos térer6sség kifelé mutat,
és értéke mindeniitt konstans, E,. Igy, E = E,t , ahol t a kifelé mutaté sugariranyi egységvektor.
(a) Felhasznalva Gauss torvényét vezessiik le hogy hogyan fiigg a p(r) térfogatmenti toltessiir(-
ség az r sugdrtdl. (Utmutatds: az integrdlszdmitds alaptétele szerint® ha g(x) = [ f(¢)dt, akkor
Z—i =f(x))

(b) A gomb kozéppontjaval kapcsolatban milyen nehézség adodik?

2 2

Megoldas: Legyen a gdbmbben a toltésstrtiség p. Mivel E r irdnyt a tér gdmszimmetrikus, ezért
p csak a tavolsagtol fiigg, az irdnytdl nem. p = p(r). A (Z20Tl) Gauss torvény alkalmazdsahoz
vegyiink fel egy r sugart koncentrikus A gombfeliiletet. Erre a feliiletre E mindenhol merdleges,
igy a Gauss torvény szerint

g E(r)4mrt = /p(r)dV’ (11.24.1)

4G9

A jobboldal integral kiszdmitdsahoz vegyiik figyelembe, hogy p = p(r) csak r nagysagatdl fiigg,
ezért a térfogatra vald integralast elvégezhetjiik tgy is, hogy térfogatelemeknek ' sugari és d r’
vastagsagd gombhéjakat vélasztunk®. Egy ilyen gombhéj dV’ térfogata dV' = 47 dr', t6ltése

dQ = p(r')dV' =47 pr'*dr, azaz a Gauss térvény szerint:

s, E(rydnr* = 4r / rp(r/)r/zdr/ (11.24.2)
0
e E, it = / rp(r’)r'zdr' (11.24.3)
0
Az integrilszamitas alaptétele
ha g(r) = r f(ydr'  akkor (11.24.4)
0
for) = df;(rr) (11.24.5)

3 Az integrélési véltozé neve barmi lehet, amit nem keverhetiink 6ssze az integralds hatardval. Itt a -t vdlasztot-
tuk.

®Vagyis az A feliilet 4ltal hatdrolt térfogatot felosztjuk koncentrikus, dr’ vastag dVi: = dA’ - dr’ G(r') gombhé-
jakra, amelyekben p j6 kozelitéssel dllandd, tehdt az integrdl ezekre egyszerlien kiszdmithatd, majd az igy kapott
fuggvényt integraljuk 0 és R kozott:

/p(r’)dV’z/ /p(r’)dVéz/ (p(r')/dA&) dr’
V(r) 0 G(r") 0 G(r")

=/ (,o(r')47rr’2)dr’=4ﬂ'/ p(rr*dr’
0 0
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A mi esetiinkben

[ = pnr (11.24.6)

g(r) = &,E,r (11.24.7)
Tehat

p(r)r2 = 2¢,E,r

p(r) = 260E0% (11.24.8)

b) Léthatd, hogy ha r — 0, akkor p(r) — oo.

11.25. Feladat: (HN 25C-19) Ahogyan a B7 dbran l4thatd, az E térer6sségii homogén elektro-
mos térbe ugy helyeziink egy R sugart sik lappal zart félgdmbét, hogy az er6vonalak e sik lapon
merdlegesen haladjanak at. Szamitsuk ki a gorbiilt feliileten a ¢ elektromos fluxust integralassal.
Utmutatds: Figyelembe véve a szimmetridt, legyenek a dA elemi feliiletek az 4bran illusztralt
olyan vékony gytriik (savok), amelyek mentén az E és dA kozotti 6 szog allandé. A sdvok dA
teriilete a 2m(Rsinf)) hosszuk és a Rdf szélességiik szorzata. Ennélfogva dA = 2rR?sinfdf. Az
osszegzésnél 0, zérus és /2 kozott véltozik. Az eredmény természetesen egyenld a sik lapon

dtmend fluxussal, de ellentétes el6jeli azaz —ER?m. A teljes zart feliileten a fluxus zérus.

67. abra.

Megoldas: Az elektromos tér fluxusdnak kiszamoldsdhoz a félgombre sziikségiink van a dA fe-
lilletelemre:
dA =27R*sinfdf. (11.25.1)

Figyelembe kell venni, hogy a dA irdnya 6 szoget zar be az E elektromos térrel, igy a skaldris
szorzds miatt megjelenik egy cos#-val val6 szorzds. Az elektromos tér fluxusa a félgombre:
/2
dp=E / 27R%sinfcosdh = ER?~, (11.25.2)

0
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ahogy annak lennie is kell.

11.26. Feladat: (HN 25C-20) Szigeteld anyagbdl késziilt 2a sugari gombben az egyenletes
térfogati toltéssiiriség p. (Tételezziik fel, hogy a gobmb anyaganak nincs hatdsa a térerésség
nagysigdra.) A BR. 4brdn lathat6 helyen a gdbmbben a sugari gémb alaku iireget képeziink.

Mutassuk meg, hogy az iiregben az elektromos térerdsség homogén és nagysdga, E, =0¢és E, =
oa/(3ep).

68. abra.

Megoldas: Tekintsiink az iiregen (kis gdbmbon) beliil egy P pontot, az egyszertiség kedvéért ugy,
hogy helyvektoranak x koordinatdja pozitiv legyen, valamint y koordinétdja nagyobb legyen mint
a, és a forgdsszimmetria miatt z=0. Jelolje ekkor a nagyobb gomb kézéppontjabdl a P pontba
huizott sugarat r, mig a kisebb gomb k6zéppontjabdl . Ha r és v’ a vizszintessel ¢ és o szoget

zarnak be, akkor fenn dllnak, hogy
r cosa=rcos, (11.26.1)

illetve

¥sina+a=rsinp. (11.26.2)

E két 0sszefiiggésre sziikségiink lesz. Az elektromos teret ugy szdmoljuk ki, hogy vessziik a 2a
sugard homogén gomb terét és ebbdl levonjuk az a sugard iliregét. A 2a sugaru — iireg nélkiili —

gombben a térer6sség a Gauss-torvény alapjan

1 47
Edrr=—o2 (11.26.3)
o 3
amelybdl a térer6sség nagysaga
E=-"2+, (11.26.4)
3€o
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A térer6sség vektor komponensei

E= (-2 rcosp, L rsing ). (11.26.5)
350 380

Az iireg miatt levonandé E’ térerésség hasonldképpen szamitand6 ki, csak figyelembe kell venni,

hogy 1 « szdget zér be a vizszintessel. Igy az egyenletek:

1 43
E'4"n = —o r3 T (11.26.6)
0
amelybdl a térerGsség nagysdga
E'= 3ﬁr’. (11.26.7)
€0
A térer6sség vektor komponensei
E = (3£r’cosa,3ir’sina> . (11.26.8)
o o

Figyelembe véve a (IT26T) és (IT262) 6sszefiiggéseket az iiregen beliili térerdsség vektor

E,=E-FE = (0,39—“) , (11.26.9)
€0

amit bizonyitanunk kellett.

Az elektromos potencial

11.27. Feladat: (HN 26A-1) Két egymassal parhuzamos fémlemezt 12 voltos elem p6lusaihoz
csatlakoztatunk.

(a) Egy nyugalmi helyzetl elektront a negativ lemez mellett elengediink. Mekkora sebessége
lesz a pozitiv lemezbe torténd becsapddasakor?

(b) Szamitsuk ki az elektron maximalis kinetikus energidjat, €s adjuk meg eV €és joule egysé-
gekben is.

(c) Ha alemezek tavolsdga 4 mm, mennyi ideig repiilt az elektron a lemezek kozott?

(d) Ha a lemezek tavolsiga ettdl kiillonboz6 lenne, véltozna-e az (a) és (b) kérdésekre adandd

valasz?

Megoldas: X
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11.28. Feladat: Tekintsiink harom — A, B és C jelli — egymadssal parhuzamos végtelen, paron-

ként d tavolsagban 1év0 siklemezt. Az A-nlegyen 20, a B-n —o és a C-n 40 feliileti toltésslirliség.

Mekkora a lemezek kozotti potencidlkiilonbség?

Megoldas: A lemezek sorrendje A, B és C. A feliiletek normdlis mutasson az x tengely irdnya-

ba. Az egyes lemezek 4ltal 1étrehozott elektromos térerdsségek az irdnyokkal. Az A lemeztdl:

Mindkét lemez kozotti tartomanyban

200 o
2&70 a o '
A B lemezt6l: Az A-B tartomanyban
o
2e0’
a B-C tartomanyban
-0
2e0’

A C lemeztdl mindkét lemez kozotti tartomdnyban:

—40 B —20
280 B o0 .

A térerfsség ereddje az A-B lemezek kozott

Bz —
A-B — 25(),
mig a B-C lemez kozott
£ 30
B-C = 220
A lemezek kozott munka:
—o
Wipg=—d
A-B 2%,
és 3
30
Wpc = —
B-C 20

potencidld, A-hoz képest C

2018. november 6.
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11.29. Feladat: Két proton egymadstdl d tdvolsdgban nyugalmi helyzetbdl indul. Mekkora lesz a
protonok sebessége egymashoz képest, ha mar 3d tavolsagban repiilnek? (d = 100 nm, a proton
toltése e=1,6-107"° C, a proton tomeg m = 1,67 - 102" kg, K =9-10° Nm?/C?).,

Megoldas: A tomegkodzépponthoz képest mindkét proton v sebességgel repiil. Az elektromos tér

altal végzett munka segitségével

é? e? 1
K—-K—=2-m". 11.29.1
d "3d- 2" ( )
Innen a protonok sebessége
2Ke?
= . 11.29.2
Y 3md ( )

Az egymdashoz viszonyitott sebesség v,,; = 2v.

11.30. Feladat: (HN 26B-5) Egy a oldalhosszisagu, egyenld oldali haromszog minden egyes
cstcsdn +¢ toltés van. Szamitsuk ki a haromszog kozéppontja és az oldalak felezGpontja kozotti

AV fesziiltséget. A kozéppontban, vagy az oldalak kzepén nagyobb a potencidl?

Megoldas: A csticsok kdzépponttdl vett tdvolsdga a\{—g, amellyel a kozéppontbeli U, potencial a

végtelenhez képest:
U, =3v3K 1. (11.30.1)
a

Az oldalkozép U, potencidlja — figyelembe véve, hogy a kozelebbi két csticstdl a/2 tavolsdgra

van, a tavolabbi harmadiktol a?-re :

Uy =4+ i)K— (11.30.2)

Mivel a 3v/3 > 4+ 2*[ , igy a haromszog kozéppontjaban nagyobb a potencidl.

11.31. Feladat: Helyezziink el egy, az origén dtmend (y-z) sikban egy egyenletes o toltés-
sirliségl szigeteld lemezt, valamint egy ugyancsak origén atmend (x-z) sikd —o toltésstirtiségl
ugyancsak szigeteld lemezt.

(a) Mekkora az elektromos térerdsség a 0 < x és 0 < y koordindtdju pontokban?

(b) Legyen az elektromos potencidl értéke az origéban zérus. Mekkora az elektromos potencial

az (a) kérdésbeli (x,y) pontokban?

Megoldas: A o toltésstirtiségi szigeteld lemezt vegyiik kozre két — az egyszertiség kedvéért —
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azonos tavolsagu sikkal, majd metssziink ki mindhdrom sikon A feliileteket Gigy, hogy egymas-

sal fedésben legyenek. Ezt kdvetden a Gauss-torvényt alkalmazzuk a térerGsség nagysaganak

kiszamolasara: A
2EA=T2 (11.31.1)
€o
azaz
o
E=—. (11.31.2)
280

Igy a o toltésslirliségtdl szdrmazo térerdsség vekor

E = ( ,0 O> (11.31.3)
2e0

Hasonlé meggondoldsokkal a —o t6ltésstirliségtdl szarmazo térerdsség vektor

E, = (0,—1,0) . (11.31.4)
260
Az eredd térerésség
o o
E=(E.E)=|—,——,0]. 11.31.5
( y) (280 280 ) ( )

Lathat6, hogy ez egy helytdl fiiggetlen homogén er6tér. Egyuttal megallapithatjuk, hogy konzer-

vativ is. Mivel tetszdleges uton integralhatunk, igy a potencial

Ux,y) = /E dx— /E dx———x+—y— —(—x+y) (11.31.6)
280 2

11.32. Feladat: (HN 26B-9) A tér egy tartomanydban a volt egységekben kifejezett V potencialt

a
Vv
V= (3{ ])x +(0, 2[ ])y
fliggvény adja meg, ahol x és y méterekben megadott tdvolsdgok. Szamitsuk ki az x = 10 cm,

y = 15 cm koordinét4jd helyen levé elektronra hat6 eré nagysagat €s irdnyat.

Megoldés: A potencidl és a térer6sség kozotti kapcsolat

E = —gradV(r) (11.32.1)
E.- _8V((;,Cy, z), E, = _8V((;c;y, z), E = _8V(;,Zy, Z)’
Esetiinkben V (x,y,x) = V(x,y) =Ax*+BYy
E, = —2Ax, E,=-B, E,=0
F. = 2eAx, F,=eB
F = e \/E2+E2+E2=e VAA2X + B2 (11.32.2)
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1% 14
Az er irdnya az x tengellyel o szoget zér be, ahol tgav = 52, B=0,2 {_} A =3 [ /2} .
m m

Vv
2Ax=0.6 {—} Behelyettesitve a szamértékeket
m

F, = 6:0,1-1,6-10"=9,6-10N F,=0,2-1,6-10"=3,2-107N
F = /9,62+3,22-10%*=1,0119- 10N
tga = 0,2/0,6=0.33 = «a=184" (11.32.3)

11.33. Feladat: (HN 26B-12) Két egyforma kicsiny fémgomb toltese g, illetve g,. Egymast 1
m tdvolsagb6l 9 x 103N erdvel vonzzak. A gdmbioket dsszeérintjuk, majd tjbél egyméastSl 1 m
tdvolsdgra helyezziik el. Ekkor gy taldljuk, hogy 2 x 107N er6vel taszitjak egymadst. Szamitsuk
ki a g, és g, toltéseket.

Megoldds: Osszeérintés el6tt a gdmboknek kiilonbozs elsjeld toltése volt ezért vonzottdk egy-

mast. Osszeérintés utdn a toltéseik kiegyenlitddtek és mindketts toltése azonos elSjellivé és
_Qitq

nagysagiiva valt, ezért taszitjak egymast? Az egyenleteket felirva

F| = K|q;gz|:9109q1q2:910_3N
612
B = K5 =9100¢*=210"N (11.33.1)
r
innen, mivel vagy ¢q;, vagy ¢, negativ kell legyen
q1-¢2=-9-107°/9-10° = -107"2C?
+ 2
<QI2‘”) =2.1073/9.10° = 2,22-1073 ¢ (11.33.2)
+
‘ﬂzqz = +4/2,22-10BC
qi+gy=42-1/2,22-1013 = +9,4234-107 C
1
g = —-107"7—
qi
1
gi—10"2— = 49,4234.107 C
qi
7 F9,4234-107 . q;-107"* = 0. (11.33.3)
A két egyenletet felirva
2 —7 —12
¢>-9,4234-107.q;—10"2 = 0 (11.33.4)
¢ +9,4234-107 ¢, - 1072 = 0. (11.33.5)

7 Bz arra utal, hogy kezdetben nem volt azonos nagysagi a toltésiik.
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Jeloljiik a négyzetgyok eldjelét fels6é indexben

9,4234-107 +1/3,5555- 10712 +4. 1012

g1+ = 5 (11.33.6)
42341077 42,7487 -107°
_ 2 > ’ (11.33.7)
—9.4234-1077 ++/3,5555- 10-2+4 - 1012
G = — \/’2 (11.33.8)
—9.4234-1077 42,7487 -107°
_ 22423410 , 748710 (11.33.9)
2
N 1,5767-10°°C
q = (11.33.10)
-6.3425-1077 C
. -6.3425-107 C
G = (11.33.11)
1,5767-1076 C
-1,5767-10C
g = (11.33.12)
6.3425-1077 C
6.3425-1077 C
¢ = (11.33.13)
-1,5767-10°C.

Innen lathatd, hogy elég lett volna a négyzetgyokvondsndl a pozitiv elGjelet haszndlni amivel
megkaptuk volna a az elsé két megoldast, majd utdna felcserélni az elGjeleket a masodik két

megoldashoz. Visszahelyettesitve pl. ez els6 két megoldast és elhagyva a felsd indexet

x4 '2612 —9.10°. 175767-10‘6-?763425'10‘6 =9.103N, (11.33.14)
r
e )? . oy
kU2 g . (0 HOSESI0T). Z2.00- 107 N. (11.33.15)

72

11.34. Feladat: (HN 26C-15) Egy [ hosszusédgu, vékony szigeteld ridon egyenletesen elosztva
Q toltés van. Szamitsuk ki a Velektromos potencidlt a rdd végétdl y tdvolsdgban, a BY dbran

vazolt helyen 1év6 P pontban.

Megoldds: Az abran lathat6 dg toltés

dg = %dx. (11.34.1)
Az ett6l szarmaz6 potencidl
KQdx
du, = TQ_’ (11.34.2)
r
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HETER
T
Y
L \\ -dg
-
= T e T il DS 0 0 o 4
.
1‘ —ﬁ |<~ dx 1
| — |
69. abra.

ahol r = \/x?+y?. A teljes hosszhoz tartozé potencidl

l

KO & K I KQ. 1+/P+y?
Up:/_Q_:_an [x+w/xz+y2} :TQmu. (11.34.3)
0

I \/x2+yr y
0

11.35. Feladat: (HN 26C-17) Egy R sugard gomb belsejében a toltéssiirtiség a kdozépponttdl
val6 r tavolsdggal ardnyos, azaz o(r) = Ar, ha (0 < r < R), ahol A egy allandé.

(a) Mi A SIegysége?

(b) Mekkora a gomb teljes Q toltése A-val és R-rel kifejezve?

(c) Gauss torvényét felhaszndlva szamitsuk ki a gobmb belsejében és kiviil, a kozépponttdl r
tdvolsdgra az E térerGsséget.

(d) Szamitsuk ki a V potencialt r fliggvényében a gdmbon beliil is, kiviil is. (Legyen V =0 a

végtelenben.)

Megoldas:
(a) Az A paraméter mértékegysége C/m*.
(b) A gomb teljes toltése:
R R
0= / o(H4r*trdr = / A4r’ndr=ARr. (11.35.1)

0 0

(c) A térer6sség kiszdmoldsdhoz

fEdA: Q (11.35.2)
€0
a Gauss-torvényt hasznaljuk. A gémbon beliili térrészre alkalmazva
2 1 2 I 4
E4r-m=— | o(r)d4r-ndr=—Ar"m, (11.35.3)
€0 €o

0
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amelybdl
A
E=—1r" (0<r<R). (11.35.4)
480
A gdmbon kiviili térrészre az
1
E4r’m = —AR*rm (11.35.5)
€0
irhat6, amelybdl
AR 1
E=—— R<r). (11.35.6)
480 1’2

(d) Az elektromos potencidl meghatdrozasa a gdmbon kivill (R < r) az

AP 4 r
U(r)—U(oco)=— Aild Ai[l} (11.35.7)

r =
2
deg r deg [ 1]
o

integrél kiszdmolasaval torténik. Innen a végtelenbeli zérus potencidlhoz viszonyitva az r-beli

potencidl:
AR*1
Ury=——— (R<r1). (11.35.8)
480 r
A potencidl a gomb felszinén ugyancsak a végtelenbeli zérus potencidlhoz viszonyitva:
AR?
Ury=—— (r=R). (11.35.9)
480

A feliiletrdl a gomb belseje felé haladva a potencidlkiilonbség

R

A A r
U(r)_U(R):— 4—80r2dr:—T€O |:r3:| =——r’'+—R". (113510)

oo
Igy a gomb belsejében 1évS r pontban a potencidl a végtelenhez viszonyitva:

AR® A , A . A , A
- + LR 2 B R (0<r<R). 11.35.11
4eo 1220 122 e, Tagk O<r<p ( )

U=

11.36. Feladat: (HN 26C-18) Szdmoljuk ki az el6z6 feladatot o = Ar? toltéseloszlést feltételez-

VeE.

Megoldas:
(a) Az A paraméter mértékegysége C/m°.
(b) A gomb teljes toltése:
R R
0= / o(4r*mdr = / Adrtrdr = gAst. (11.36.1)

0 0
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(c) A térer8sség kiszdmolasédhoz

%EdA: Q (11.36.2)
€0
a Gauss-torvényt hasznaljuk. A gombon beliili térrészre alkalmazva
2 1 r 2 14
Ed4rm=— [ o(r)dr‘ndr=——-Ar'm, (11.36.3)
€0 €03
0
amelybdl
A
E=—7r (0<r<R). (11.36.4)
580
A gdmbon kiviili térrészre az
14
E4r’t = ——AR® (11.36.5)
o 5
irhat6, amelybdl
AR 1
E=—— (R<r). (11.36.6)
580 r?

(d) Az elektromos potencidl meghatdrozasa a gdmbon kivill (R < r) az

r

U(r)—U(OO)=—/

o0

AR 1 AR’ H

—dr= — 11.36.7
560 r? ’ 580 ( )

rOO

integrél kiszdmoldsaval torténik. Innen a végtelenbeli zérus potencidlhoz viszonyitva az r-beli

potencidl:
AR 1
U(r)= e 7 (R<r). (11.36.8)
0

A potencidl a gobmb felszinén ugyancsak a végtelenbeli zérus potencidlhoz viszonyitva:
AR?
Ur)=— (r=R). (11.36.9)
550

A feliiletr6l a gomb belseje felé haladva a potencidlkiilonbség

R
A A A A
Urn-UR =- | —rdr=———[r*] =———r'+ —R". 11.36.10
(N-U®) / 500" 9= 200 "= 205, 205, ( )
Igy a gémb belsejében 1év6 r pontban a potencial a végtelenhez viszonyitva:
AR* A A A A
U(r) = + = *+—R* (0<r<R). (11.36.11)

580 2080 2080 2080 480
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Kondenzatorok

11.37. Feladat: (HN 27A-1) Két, egymastél 1 mm-re 1év8, 1 cm? feliilet(i, egymdssal parhu-
zamos lemez éltal alkotott kondenzator kapacitdsa kb. 1 pF. Szdmitsuk ki a kapacitds pontos

értékét.
Megoldds: Adatok: d =1 mm; A = 1 cm?. A kondenzétor kapacitdsa:

A
0:503:8,85-10—131;, (11.37.1)

amely hozzivetSlegesen 1 pF.

11.38. Feladat: (HN 27A-3) Hatarozzuk meg a [0 dbra dramkoreinek eredd kapacitasat. Min-

den kondenzator C kapacitas.

~ T
LT A5

(c) (d)

70. abra.

Megoldas: Az eredd kapacitas kiilonb6z6 esetekben:

(a) ;
C,==C; (11.38.1)
5
(b)
C,=3C; (11.38.2)
(c)
C,=C; (11.38.3)
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(d)
C.=0, (11.38.4)

mert a kondenzatorok rovidre vannak zarva.

11.39. Feladat: (HN 27B-7) Szamitsuk ki a [7T dbran l4athaté kondenzator kapacitdsat. Hanya-
goljuk el a lemezek szélein az erdtér inhomogenitdsdnak a hatdsit. Indokoljuk meg a szamitas

egyes lépéseit.

A feliilet

2 it

a

i =iy

71. abra.

Megoldas: Jelolések: Jeloljiik a lemezeket feliilrdl 1, 2, 3 és 4 szamokkal, az 1-2 kozotti térrészt
(1)-gyel, a 2-3 kozotti térrészt (2)-vel és a 3-4 kozotti térrészt (3)-mal. Az dbra szerint az (1)
térrész a—b szélességl, a (2) b szélességl, a (3) a—b szélességli. Mindegyik lemez A feliiletd, a
végek hatdsatol eltekintiink. Legyen az 1 és 3 lemez zérus, a 2 és 4 lemez U, potencidlon. Ekkor
a térer6sség vektor nagysaga és irdnya az

(1) térrészben

Uy
Eyn=—— 11.39.1
="y ( )
és a 2 lemeztdl az 1 felé mutat;
(2) térrészben
U,
Eg) = ;O (11.39.2)
és a 2 lemeztdl az 3 felé mutat;
(3) térrészben
Uy
En = —— 11.39.3
®= g ( )

és a 4 lemeztdl az 3 felé mutat.

sz

Gauss torvényét alkalmazva az egyes lemezeken 1€v6 toltések:
01=—c)A—; (11.39.4)
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Természetes teljesiil, hogy
101+Q03] = 0,+0y4.

A kondenzator toltése tehat

U, U,
0=0,+0s=c0A (2= +22 ),
a—b b

amellyel az ered6 kapacitas

Y TN A Nl
C,= —eoA(a_b+b>—eoA

(a—b)b’

(11.39.5)

(11.39.6)

(11.39.7)

(11.39.8)

(11.39.9)

(11.39.10)

11.40. Feladat: (HN 27B-8) A 2 uF és 3 pF kapacitast kondenzétorra egyenként U,,,,, maxima-

lis fesziiltség adhat6. Ha e két kondenzatort sorba kapcsoljuk, a két végpont kozotti maximalis

fesziiltség 800 V. Mekkora V,,,,?

Megoldas: Adatok: C; =2uF, G, =3uF, U =800 V.

A két kondenzator ered6 kapacitdsa

= GG _ 1,24F.
Ci+C
A kondenzétorokon 1évo toltés egyarant
C1C2 4
=C,U = U=9,6-10"C.
0 Ci+G
A kondenzatorokra esd fesziiltség
0 G
U === U =480V
T o a+G
és 0 c
Up===—1_U=320V
2 G Ci+G

fgy értelemszerden U,,,, =480 V.
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11.41. Feladat: (HN 27B-9) A gombkondenzator kapacitisa

C = 4neg——
W&Ob_a,

ahol a és b a belsd, illetve kiilsé gomb sugara. Ha mind a, mind b nagyon naggya valik, (de
kiilonbségiik tovabbra is kicsiny) egy kis tartomanyban a feliiletek parhuzamos sikokkal koze-
lithet6k. Mutassuk meg, hogy a fenti 0sszefiiggés a sikkondenzétor kapacitdsat megado6 képletté

egyszertisodik.

Megoldas: A b—a kiilonbség a két fegyverzet kozotti d tavolsdg. Ha a ~ b, akkor a 4wab = 47a®

a fegyverzet A feliilete. Ezek behelyettesitésével:

A
C=co, (11.41.1)

amely a sikkondenzétor kapacitésa.

11.42. Feladat: (HN 27A-12) Becsiiljilk meg azt a legnagyobb potencidlt, amelyre egy 10 cm
atmérdji fémgombot fel lehet tolteni, anélkiil, hogy a térer6sség értéke meghaladnd a kornyezd

szdraz levegd dielektromos 4tiitési szilardsagat.

Megoldas: A feltoltott R sugard fémgomb feliiletén a térerdsség és a potencidl pontosan akkora,

mintha a teljes toltése a kozéppontjdban lenne:

ER) = KI% (11.42.1)
|®(R)| = K%:E(R)-R (11.42.2)

A szdraz levegd dielektromos étiitési szilardsdga Eo = 310°Y. Innen |®(R)| = Ey-R=3-10°-
0,05=1,5-10°V.

11.43. Feladat: (HN 27B-20) Egy 0,1 uF kapacitdst sikkondenzator lemezei 0,75 m? teriile-
tliek, a szigeteld réteg dielektromos dllanddja 2,5. A kondenzatort 600 V-os fesziiltségre toltjiik
fel.

(a) Szamitsuk ki a lemezek toltését.

(b) Szamitsuk ki a szigeteld réteg feliiletén indukalt toltésstirtiséget.
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(c) Szamitsuk ki a szigetel6 rétegben az elektromos térerdsséget.

Megoldids: Adatok: C = 0,1 uF; A=0,75m?; ¢, =2,5; U=600 V.

(a) A kondenzator toltése

0=CU=6-107C. (11.43.1)
(b) A o szabad toltések siirlisége:
0 . C
0:2:8-10 5@, (11.43.2)

a o toltésstirliség altal 1étrehozott elektromos térerdsség

E= (11.43.3)

o
o '
Jelolje ¢’ az indukalt toltéssiiriiséget. Az ezdltal keletkezett — az Gt 1étrehozé térrel ellentétes —

elektromos tér
E' =—. (11.43.4)

E kettd 0sszege adja a dielektrikumbeli teret, amellyel a

o’ o

E+g =249 _ -E, (11.43.5)
€0 o Eolr

egyenlet irhat6 fel. Ebbdl az indukalt toltéssiiriség

1—¢, C
o'z —Lo=—4,8-10°—. (11.43.6)
Er m
(c) A lemezek kozotti térerdsség
6V
E = =3,614-10"—. (11.43.7)
E0Er m

11.44. Feladat: (HN 27-3p) A hengerkondenzator két koaxidlis vezetd hengerbdl all (1d. [72 ab-
ra). A bels6 hengeres vezetd kiils6 sugara a, a kiilsd vezetd belso sugara b. Tételezziik fel, hogy
a vezetdk L hossza nagyon nagy a sugarakhoz képest , igy a végeken torténd szort tér hatdsa el-
hanyagolhat6. Legyen a bels6 hengeres vezetdn +o toltésstiriség. A Gauss-torvény segitségével
hatdrozzuk meg a

(a) a kondenzétoron beliili elektromos térerdsséget, ha vidkuum tolti ki a teret, illetve ha e, di-

elektromos allandéju szigeteld,
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72. abra. A 27-3p feladathoz

(b) a kondenzétor fegyverzetei kozotti elektromos fesziiltséget,

(c) a kondenzator kapacitasat.

Megoldas:
(a) Tekintsiink az a és b sugarak kozotti r sugard koncentrikus kort és ezen szamoljuk ki a tér-

erosséget. A Gauss-torvény alakja vdkuum esetén

1
/EdA:— odA, (11.44.1)
€
A °4
amely a mostani feladatban az
1
E(r)-2rmL=—0c-2arL (11.44.2)
€o
alakban irhatd. A jobboldalon 1évd
Q=o0-2arL (11.44.3)

sz

a hengerkondenzatoron 1évo elektromos toltés. Behelyettesités utan elektromos térer6sség
oa
E(ry=—-. (11.44.4)
Eo I
Az ¢, dielektromos alland6ju szigeteld €, ardnyban csokkenti az eredd elektromos teret (elektro-
mos fesziiltséget). Ebben az esetben a szigetelGbeli térerdsség
o a

a (11.44.5)
EQEF T

E(r)=
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(b) Az a és b hengeres vezetok kozotti elektromos potencidlkiilonbség rogton a szigetelovel
kitoltott tartomanyra

a a

U:Ua—Ub:—/E(r)dr:—/ 7 A= am?. (11.44.6)

€0E, T €&, 4

b

(c) A hengerkondenzétor kapacitdsat a
Q=CU (11.44.7)

Osszefliggés segitségével szamolhatjuak ki. Behelyettesités utan a

2 AL
C= TEQE

It (11.44.8)
n_

kapacitds adodik.

11.45. Feladat: (HN 27B-21) Tekintsiink egy hengeres kondenzatort, melyben a belso és kiilsé
hengerek kozott két réteg szigeteld anyag van (lasd 73 dbra). Elhanyagolva a szélek hatésit,

hatdrozzuk meg, hogy C kapacitasa miként fiigg az abran megadott paraméterektol.

73. abra.

Megoldas: A megoldds soran hasznéljuk fel az el6z6 feladatban kapott eredményeket. (Az
abra adatait jeloljiik at: k) =€ ill. kK, = £;,.) Az elektromos tér ereddje az egyes tartomanyokban

o a
E(r)y=—- (a<r<b), (11.45.1)
EoE1 ¥
illetve
o a
ExXry=—- (b<r<o). (11.45.2)
EoEr I
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A potencidlkiilonbség a fegyverzetek kozott

a b
U = U=U=U,~Up)+U,-U,) = —/E1 (r)dr—/Ez(f”)dr
b c

o a o b o c
= ——dr / —dr= aln—+——aln—. (11.45.3)

EoEL ¥ EpEr ¥ E0€1 a &opér b

A hengerkondenzétoron 1év{ elektromos toltés

Q=0 2arL. (11.45.4)

A kifejezéseket 0sszevetve kondenzator kapacitasara

€1&2

C =2meol (11.45.5)

c b’
6111’1b +€211’1u

11.46. Feladat: (HN 27B-27) A lemezei kozott polisztirol réteget tartalmazé sikkondenzétor
kapacitasa 10 nF. A kondenzatort egy 100 V-os fesziiltségii telephez kapcsoljuk, és a szigeteld
réteget eltavolitjuk a lemezek koziil. Szamitsuk ki

(a) valamelyik lemezen a toltésvaltozast;

(b) a térolt energia véltozasat,

(c) aszigeteld réteg eltavolitdsdhoz sziikséges munkat.

Megoldas: Adatok: C =10 nF; U = 100 V. Téblazatbdl kikeresve a polisztirol dielektromos
allandéja e, =2,5.

(a) A kondenzator kezdeti toltése.
Q=CU =10"°C =1000nC. (11.46.1)
A polisztirol réteg kihuzasa utidn a kondenzator kapacitdsa 1/2,5-6d részére csokken:
Q'= %Q =400nC, (11.46.2)
igy toltés lesz a kondenzatoron. A valtozas:

AQ=Q -0= (61—1) CU =-600nC. (11.46.3)

r

(b) A térolt energia véltozasa:

1C 1
AE=E,—E, = E—U2 2CU2=—3~1O‘5J. (11.46.4)

Er ,

E2 El
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(c) A polisztirol lap kihuizasa sordn egyrészt van egy W végzett munka és a toltésvaltozdssal

kapcsolatos munkdja a telepnek. Ez utébbi:

1
AQ-U = (——1)CU=2AE. (11.46.5)
A felirhat6 egyenlet

E1+W+AQ'U:E2 (11.46.6)

alakd, amelybdl a végzett munka
W=E,-E,-AQ-U=-AE. (11.46.7)

Igy a végzett munka
W=3-107J. (11.46.8)

11.47. Feladat: Egy sikkondenzétor lemezeinek teriilete 200 cm?, a lemezek tévolsdga 0,1
cm. A fegyverzetek kozott tiveglemez van (g, = 5), amely teljesen betdlti a kondenzétor lemezei
kozotti térrészt.

(a) Szamitsa ki a kondenzator kapacitasat!

(b) Hogyan valtozik meg a kondenzator energidja, ha az tiveget eltdvolitjuk? A kondenzétor az
egész 1d0 alatt egy 300 V elektromotoros erejli telephez van kapcsolva.

(c) Mekkora az elektromos erdtér energia siirlisége az iiveg eltdvolitdsa utan?

Megoldas: X

11.48. Feladat: (HN 27C-33) Egy 12 uF kapacitdsa és két 2 uF kapacitdsi kondenzatorbol
4116 kondenzétorhdlézat eredd kapacitasa 3 pF. Mindegyik kondenzétorra maximaélisan 200 V
fesziiltség adhat6. Szamitsuk ki, hogy az adott kondenzédtorhdl6zatra mekkora maximaélis fe-

sziiltség kapcsolhatd.

Megoldas: Els6ként azt kell kitaldlni, hogy miként johet ki a 3 yF eredd kapacitds egy 12 uF
kapacitasu és két 2 uF kapacitasi kondenzatorbdl. Némi probalgatas utan belathatd, hogy a két
2 pF-os egymadssal pdrhuzamosan, mig a 12 pF-os ezekkel sorba van kotve. Felhasznaljuk, hogy
Q t6ltés van mind a 12 pF-os kondenzétoron, mind az egymadssal parhuzamosan kapcsolt két 2
pF-o0s kondenzatoron 0sszesen. Ha a 2 pF-os kondenzédtorokra a maximalis 200 V fesziiltséget
kapcsolunk, akkor a 12 ;.F-os kondenzatoron 66,7 V fesziiltség esik. Igy a kondenzitorrendszer-
re 266,7 V kapcsolhato.
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11.49. Feladat: (HN 27C-36) Egy « dielektromos allandji szigeteld réteg egy sikkondenzétor
lemezei kozotti teret a [74 4bran vazolt médon csak félig tolt ki. Adjuk meg, hogy a teljes energia

hanyadrésze tarolddik a szigeteld rétegben.

l

74. abra. 27C-36 feladathoz

Megoldds: Két megoldast is adunk:
1) Ez az elrendezés két parhuzamosan kapcsolt kondenzdtornak felel meg. Ezek kapacitasai:

C] :Eaﬁ, C2:/{50ﬁ7

ahol A a kondenzdtor lemezeinek feliilete és d a lemezek tdvolsaga. Igy
C2 = IiC]

A kondenzétorok parhuzamosan vannak kapcsolva ezért a rajtuk levo fesziiltség ugyanakkora, a

benniik tarolt energia pedig

1 , 1
&=EQU%m.§QU2

Az Osszenergia e két energia 0sszege, ezért a szigetelt tartalmazd kondenzétor energidjanak (a

szigetel8ben tarolt energidnak) v ardnya az 0sszenergidhoz képest:

1GU?
%C1U2+%C2U2
Cz K

=— 11.49.1
Ci+C 1+x ( )

2) Az elektrosztatikus térben tarolt energia siiriségét az

w=—keoE?
) 0
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képlet adja meg. Az édbra szerinti elrendezésben az elektr6ddk ekvipotencidlis feliiletek, a tol-
tésslirliség konstans. A térerdsség merdleges a kondenzator lemezeire és parhuzamos a betolt

szigetel6 hasab oldaldval, ezért az anyagban €s a vdkuumban ugyanakkora. Tehét az egyes tar-

7

tomanyokban az energiastiriség:

1 e
W, = =€
50
1 2
W, ==kegE =krw,

2

Mivel a kondenzator lemezek kozotti tér fele van anyaggal kitoltve a tdrolt energidk ardnya meg-
egyezik az energiastirliségek aranydval, tehat
W K

— =" 11.49.2
i wetw, 14k ( )

11.50. Feladat: (HN 27C-41) Toltsiik fel a sorba kapcsolt a C; és C, kondenzatort. Ezutén a két
kondenzétort eldszor a feloltd fesziiltségforrastol, majd egymadstdl elvdlasztva, ellentétes polari-
tassal parhuzamosan kapcsoljuk. Mutassuk meg, hogy a parhuzamos kapcsolds kovetkeztében a
kezdetben térolt energia (C; —C,)*/(C; +C,)* hdnyada "veszett" el.

Megoldés: X

12. Feladatok az elektromos aram tanabol

Az elektromos aram

12.1. Feladat: (HN 28B-3) Egy 2 mm-es 4tmérdjii eziist huzalon 2 6ra 15 perc alatt 420 C t6ltés
halad 4t.

(a) Atomonként egy vezetési elektront feltételezve, szamitsuk ki a szabad toltések szamat az
eziistben (1/m? egységekben);

(b) Mekkora a huzalban foly6 dram erdssége?

(c) Szamitsuk ki az elektronok atlagos vandorlasi sebességét.

Megoldas: Adatok: d =2 mm; r =1 mm; ¢ =2 6ra 15 perc = 8100 s; Q =420 C. Téablazatbol:
stirisége o = 10500 kg/m?. Az eziist atomtdomege 108, azaz M = 108 g/mol; az Avogadro szdm
Ny =6-10% 1/mol.

(a) A térfogategységben taldlhat6 eziist atomok szama

n:%NA:5,83-10281/m3, (12.1.1)
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amely megegyezik az elektronok szdmaval.

(b) Az dramerdsség

I:%:0,052A. (12.1.2)
(c) Az j dramsirliség
1
jZZ = nev, (12.1.3)
ahol A = r’m a keresztmetszet, v a keresett vandorlasi sebesség. Innen
I
v=—=1,77-10"m/s. (12.1.4)
Ane

12.2. Feladat: (HN 28B-4) Van de Graaf generator mozg¢ szija 30 cm széles és 20 m/s sebes-
séggel halad. A szallitott toltések a szij egyik oldaldn egyenletesen oszlanak el, a nagy potencidlu

7

gombre szdllitott toltések dramerdssége 0,15 pA. Szamitsuk ki a szij feliileti toltésstirtiségét.

Megoldas: Adatok: L =30 cm; v=20m/s; I =0, 15 pA.
A szij At id6 alatt

AQ =ocLvAt (12.2.1)
toltést szallit. Az dram A
I= T? =olLv, (12.2.2)
amelybdl a feliileti toltésstirliség
1
o=—=2,5-10°C/m?. (12.2.3)
Lv

12.3. Feladat: (HN 28A-15) Televiziok képcsovében az elektrondgyubdl szarmazé elektronok
25 kV-os potencialkiilonbség hatasara a képernyd felé gyorsulnak.

(a) Hany watt teljesitmény disszipalddik a képerny6n, ha az elektronnyalab atlagos aramerdssé-
ge 0,21 mA?

(b) Hény elektron csapddik a képernydbe masodpercenként?

Megoldas:
(a) A disszipalt teljesitmény: P=U -1=5,25 W.
(b) Az dram az id6egység alatt atdramlo toltéseket jelenti

_AQ

I=——.
At

(12.3.1)
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Itt AQ = Ne, ahol N a elektronok szdma. Igy

IAt
N=—=1,3-10%. (12.3.2)
e

12.4. Feladat: (HN 28A-16) Egy 12 V-os autéakkumulétor kapacitdsa 120 Ah (itt a kapacitds
azt jelenti, hogy az akkumulator kezdeti toltése 120 amper-6ra). Parkolds sordn két 80 W-os
fényszor6izzo bekapcsolva marad. Szamitsuk ki, hogy hany 6ra alatt csokken az akkumulator

toltése az eredetinek a felére azt feltételezve, hogy a kapocsfesziiltség ezalatt nem véltozik.

Megoldas: Az izzok osszteljesitménye P =160 W. Az U = 12 V-os telepfesziiltségen

P
I=— 124.1
U ( )
aram folyik rajtuk keresztiil. A Q' = 60 amper-6ra toltést
/ /U
t= g = Q =4,56ra (12.4.2)

I P

alatt éri el.

12.5. Feladat: (HN 28A-29) Zivatarfelh6k kornyezetében az elektromos térerdsség 100 V/m,
ugyanitt 6- 107* A/m? az dramsfiriség. Mekkora az 1égkor elektromos vezetSképessége ebben a

tartoményban?

Megoldés: A differencidlis Ohm-torvénybdl

U:é:6-10_158/m. (12.5.1)

Megjegyzés: S: siemens. 1/Q2=S;

o] 1 1
ol=—=———
[o] Q-m

3o

12.6. Feladat: (HN 28C-41) A [[3 abran két, azonos anyagbol gyartott ellenallas lathatd. A
véglapokat vezetd réteggel vontdk be. Tételezziik fel, hogy az ellendllasok belsejében az dram-
stiriség barmely, a tengelyre merdleges sikmetszet mentén allandé nagysdgud. Mutassuk meg,
bogy a két ellendllds azonos nagysdgu, ha a henger r sugara egyenld a csonkakup ry, és r, suga-
ranak mértani kozepével, azaz 1’ = \ /11 - 75. Utmutatds: a R ellendllds nagysaganak kiszamitdsa-

kor szdmitsuk ki a tengelyszimmetrikus, dx vastagsagu, r(x) = ri +(r, —ry) - x/L sugart vékony
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75. abra. 28C-41 feladathoz

korlemezek dtellenes lapjai kozotti dR ellenallast. A teljes ellendllast ezen elemi ellendllasok

segitségével, integrdlassal kaphatjuk meg.)

Megoldds: Osszuk fel a csonkakup alaku ellendllast parhuzamos dx vastagsigu rétegekre! Egy

ilyen, az ry sugaru, a fed6laptdl x tavolsdgra levd korong sugara, feliilete, illetve ellenédllasa

(ra—ry)-x
r(x) = r1+—2 Ll
Ax) = rP@-T
dx dx
dR = p- =p- 12.6.1
(x) ATl T ( )
A teljes ellenallds ezért
R / " dx (12.6.2)
- 0 r*(x) o

A legegyszerlibben akkor jarunk el, ha az x szerinti integraldsrol attériink az r(x) szerinti integ-
ralasra. (T26T) alapjan

-dx = dx = dr

L rh—r;

dr=d (r1+(r2_”)'x) SSEn

L

ezért

R = QL n Q —

m(r—r1) Jr 2 T

—_pL [_1}’2
— w(r-ry) rir

_ et (1_1)_
w(r-r) \n n

_ _pL -\ _
w(r=ry) \ rnn

=_p£L (12.6.3)

TI-r

Ez viszont valoban megegyezik egy olyan egyenes henger alaku rud ellendllasdval, amelynek

sugara r' = \/r{ - r;.
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12.7. Feladat: (HN 28C-45) Két vékony, koncentrikus gombhé;j vezetd sugara a, ill. b (a < b).
A koztiik 1év6 teret o fajlagos vezetSképességli anyag tolti ki. Szadmitsuk ki a két gombhé;j kozotti

ellenallast.

Megoldas: Tekintsiink egy r sugard, dr falvastagsagu gombhéjat. Ennek ellenélldsa az

11
R=_" 12.7.1
~ ( )
Osszefiiggés alapjan
dr= L dr (12.7.2)
Co4rtn o
A teljes ellendllds
b
1Ldr 1 [1]" b-a
R=[| ——=—|—| = . 12.7.3
/ o4r’r  4no [ r] , 4moab ( )

12.8. Feladat: (HN 28C-46) Az el6z6 feladatban leirt két gombhéj kozé U fesziiltséget kapcso-
lunk dgy, hogy a bels6é gbmbhéjpotencidlja legyen nagyobb. Hatdrozzuk meg, hogyan fiigg a J

aramslirliség a kozépponttdl r tdvolsdgban a megadott paraméterektdl.

Megoldds: Az dramerdsség

U 4woabU

"R~ b-a

Az dramslriiség — figyelembe véve, hogy a gdbmbszimmetria miatt az dramsir(iség a r tivolsag-

1 (12.8.1)

ban minden irdnyban ugyanannyi —

droabU  oabU 1
4rrm(b—a)  (b—a)r*’

I
J=—= 12.8.2
2 ( )

RC-korok

12.9. Feladat: (HN 29A-34) Egy C kapacitdsi kondenzétort R ellendlldson keresztiil siitiink ki.
Mennyi id§ alatt csokken a kondenzator toltése a kezdeti érték 1/e*-ed részére?

Megoldés: A Kirchhoff-torvény szerint

0 0 ,d0
==+RI==+R— 12.9.1
O=ctRi=ct®ar (1251
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amely egyenletet atrendezve

Q(t)dQ t !
— = [ ——dr. 12.9.2
[0 e 129
Qo 0
Ennek megolddsa
Q1) = Qpe 7. (12.9.3)
A kondenzitor toltése 1/e*-ed részére csokken, igy
e =e72, (12.9.4)
amelybdl
t =2RC. (12.9.5)

12.10. Feladat: (HN 29A-36) Kondenzator adott fesziiltséggel valo feltdltésekor a toltés maxi-
mumhoz tart. Szamitsuk ki, hogy a 7 = RC 1d6élland6 hanyszorosa az az idGtartam, ami ahhoz

sziikséges, hogy a toltés 2 %-nyira megkozelitse a maximumot?

Megoldds: A Kirchhoff-torvény szerint

Q Q ,do
=—+RI==+R— 12.10.1
e c ( )
amelybdl a véltozok szepardldsaval a
d dr
e __d (12.10.2)
Q-e<C RC
egyenlet adodik. Az integrélést kijelolve
o) d t d
t
Q :/—— (12.10.3)
Q—-¢eC RC
0 0
irhat6. Az integralast elvégezve megkapjuk, hogy a
O(1)=eC(1—¢ 7)) = Qp(1 —e ) (12.10.4)

figgvénnyel valtozik a kondenzator toltése, ahol Qy = eC a teljesen feltoltott kondenzator toltése.
A feladat szerint
0,98 = (1-e¢ ), (12.10.5)

amelybdl a kérdéses 1do
t =—RCIn0,02 =3,912RC. (12.10.6)
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12.11. Feladat: (HN 29A-37) Egy 10 uF-os kondenzétort R ellendlldson keresztiil 10 V-os
teleppel toltiink. A kondenzator lemezei k6zotti potencidlkiilonbség a toltés megkezdése utdn 3

masodperccel éri el a4 V értéket. Szamitsuk ki R nagysagit.

Megoldas: Adatok: C=10 uF; e=10V;¢t=3s; Uc-=4 V.

A Kirchhoff-térvény szerint
Q Q ,do

=—+RI=—=+R— 12.11.1
“TcC c Var ( )
amelybdl a valtozok szepardldsdval és az integracids hatdrok megaddsaval a
o d t d
t
/ Q :/—— (12.11.2)
Q—-¢eC RC
0 0

egyenlet adodik. Az integrélést elvégezve megkapjuk, hogy a
O(t) =C(1—¢ ) (12.11.3)
fliggvénnyel valtozik a kondenzétor toltése. A kondenzétor fesziiltsége
Ut)=c(1-e®) =Ug. (12.11.4)
A megadott adatokkal az R ellendllas értéke

R =587KkQ). (12.11.5)

12.12. Feladat: (HN 29B-42) Egy 3 pF-os kondenzatort 200 V fesziiltségre toltiink fel, majd
elvdlasztjuk a toltddramkortdl. A dielektrikum nem tokéletes szigeteld, ezért a két lemez kozotti

potencidlkiilonbség 5 perc alatt 185 V-ra csokken. Szdmitsuk ki a dielektrikum ellenallasat.

Megoldés: Adatok: C =3uF; Uy =200 V; ¢ =5 perc =300s; U =185 V.

Kezdetben a kondenzdtoron 1évé toltés: Oy = CUy. A Kirchhoff-torvény szerint

Q Q ,do
0==+RI==+R— 12.12.1
C C dt’ ( )
amely egyenletet szepardlva €s az integracids hatarokat megadva kapjuk:
Q(t)d t !
/—Q :/——dt. (12.12.2)
0 RC
Qo 0

2018. november 6. 210


mailto:markus@phy.bme.hu

BME Fizikai Intézet Markus Ferenc, markus @phy.bme.hu

Ebbdl a kondenzatoron 1év6 toltés idofiiggése

O(t) = Qpe 7c, (12.12.3)
arajta 1évo fesziiltség
Ut)=Upe i =U. (12.12.4)
Innen a dielektrikum ellenallasa
t
R=———=1,28-10°Q. 12.12.5
Can% ’ ( )

12.13. Feladat: (HN 29C-62) Tekintsiik a aramkort. Kezdetben a kondenzatoron nincs
12 k0 10 4F

S
[
&=
|

1SKQ SR, Ry 3Kk
9

toltés; a t = 0 id6ponthan az S kapcsolét zérjuk.

(a) Készitsiink tablazatot, amely az egyes dramkori elemeken foly6 aramerdsségek (i1o, 115 €s i)
és a rajtuk 1étrejovo fesziiltségesések (uyy,u;s, és u.) kezdeti (kozvetleniil t = 0 utdni) értékét
foglalja Ossze.

(b) Készitsiink egy masik tablazatot is, a fenti mennyiségek staciondrius értékeivel.

Megoldas:

(a) Mielbtt a kapcsolét zdrndnk a kondenzatoron nem volt fesziiltség. A kapcsold zardsakor
a kondenzator fesziiltsége nem valtozhat meg ugrdsszeriien, ezért tovabbra is 0 marad, vagyis
olyan a helyzet, mintha a kondenzator helyett egy rovidzar lenne. Ezért a kapcsolds ebben a
pillanatban ekvivalens a [/ a) dbrdjan lathatoval.

R,-R
Ennek az aramkornek az ellenallasa R(r = 0) = R; + 2

= 14,5kC) Az R, ellendllason
2+ K3
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S 12 k@

76. abra. Helyettesitd kapcsoldsok a [Zf feladathoz

atfolyik a teljes dram, ezért

lip =

U

Uys

l15

U9V
T R(r=0) 14.5k0
UR, :Rl 'iR] =7.448V

=6,207-10* A

lR1

UR, = UR; = IJ—MR1 =1.552V
ir, = R 2 1.035-104 A
R,
oV
. UR, Ug, —4
= MR 5172.107%A
IR, R3 R3 5 0

(12.13.1)
(12.13.2)
(12.13.3)
(12.13.4)
(12.13.5)
(12.13.6)

(b) Staciondrius allapotban a kondenzétort tartalmaz6 d4gban nem folyik dram és a kondenzator

teljesen fel van toltve, ezért a kondenzétor fesziiltsége megegyezik az R, ellenallason esd fesziilt-

séggel (tehat az R; ellendllds sarkai k6zott nincs potencidlkiilonbség.) Ld. [Z6 b) dbra. A korben

foly6 dram viszont lecsokken, mert az eredd ellenallds most Ry, = R + R, = 27 k{2 és csak ezen

a két ellendllason folyik at dram.

112
Uz

Uis

i15

2018. november 6.

=i, = u _ U
= 'Ry = R(stac) ~ R\+R»

=3,333-10*A
=ug, =R -ig, =4V
=ug,=U—-ug, =5V
= ig, = ig, =3,333-10*A
=u;5=6V
=0A

(12.13.7)
(12.13.8)
(12.13.9)
(12.13.10)
(12.13.11)
(12.13.12)
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12.14. Feladat: (HN 29C-63) A [7 abran egyszeri flrészfog-jelgenerdtor kapcsoldsi rajza
lathat6. A neon izz6lampa ellendlldsa nagyon kicsi, ha a rdkapcsolt fesziiltség eléri a 90 V-os
kiiszobot, de amikor a fesziilts€g 70 V ald esik, akkor az izz6 gyakorlatilag mar nem vezeti az

aramot. Szamitsuk ki az oszcillator f frekvencidjat.

33 kQ

kimen6
fesziiltség

kimené

fesziltség

77. abra.
Megoldés: X

13. Feladatok a magneses erotér témakorébol

Elektromosan toltott részecskék mozgasa magneses erotérben

13.1. Feladat: (HN 30B-3) Egy elektron mdgneses térben 3 - 10° m/s sebességgel halad az x
tengely mentén pozitiv x irdnyban. Szdmitsuk ki az elektronra hat6 erdt, ha a méagneses fluxus-

stiriséget tesla egységekben a B = 0,4i+0,7j+0,32k 6sszefiiggés adja meg.

Megoldds: Adatok: v = v, ahol v, =3-10° m/s; B, = 0,4 Vs/m*; B, =0,7 Vs/m* B, =0,3
Vs/m?;e=-1,6-10"" C.

A elektronra haté Lorentz-er6:

i j ok
F=evxB=e|lv, 0 0|=-ev,Bj+ev,Bk=1,44-10"j-336-10"kN.  (13.1.1)
B, B, B.
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13.2. Feladat: (HN 30A-5) Egy proton 0,5T fluxussiiriségi (magneses erdtérben 1,00 cm

sugaru korpalydn mozog. Mekkora a kinetikus energidja (eV egységekben kifejezve)?

Megoldds: Adatok: B=0,5T; r=1,00cm; e=1,6-10" C; m=1,67-10"" kg.

A korpélyan valé mozgést az
2
m>— = evB (13.2.1)
r

mozgdsegyenlettel irhatjuk le. A kinetikus energia kifejezését és az el6z6 egyenletet hasznélva

1, 1r%*B

E,=-mv =~ =1,92- 10793 = 1200eV. (13.2.2)
2 2 m

13.3. Feladat: (HN 30A-7) A magnetron a radar-oszcillatorok egy tipusa. A radar altal kisugér-
zott mikrohullam frekvencidjat a magnetron magneses erdterében keringd elektronok ciklotron-

7 7

frekvencidja szabja meg. Becsiiljilk meg, milyen médgneses fluxussiiris€g sziikséges 3 cm-es

7z

hulldmhosszisagu mikrohulldmok el6allitdsahoz.

Megoldds: A homogén mégneses térben az elektron a tér irdnydra merdleges sikban korpédlyan

mozog® A korpalydn tartdst az elektronra haté Lorentz er biztositja, ezért

FL=Ep
2
me-v
e-|[vxB|=
P
m, - v?
e-v-B=
’
e-B v
m, r

De — = w a kering6 elektron korfrekvencidja. Az elektron keringési frekvencidja tehat
r

w e-B
f_ﬂ_%rme

(13.3.1)

A mikrohulldm fénysebességgel terjed, frekvencidja megegyezik az elektron "rezgési" frekven-
cidjaval:
c _2mm,-c

8Késibbiekben latni fogjuk, hogy egy gyorsulé toltés energidt sugdroz, ezért kiils6 energia betaplaldsa nélkiil az
elektron egyre kisebb sugarud korpdlyara térne at.
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ahonnan
B_27Tme~c_2~3,141~9.109~10_31~2,998-108
e N 1,602-10-19-0,03
km

ko - 8§ m N-
—0,357. 8" _357. 82 _0357. "

s-C-m -m? A-m?

J W.s V.-A-s V.s
=0,357- = 7. = 7. = 7.2 = 7T
0,35 Yo 0,35 o 0,35 o 0,35 — 0,35

13.4. Feladat: (HN 30B-10) A [ abran bemutatott tomegspektrométerben egyszeresen io-
nizdlt, 6 és 7 atomtomegl (6 - 1,66 - 1077 kg, illetve 7- 1,66 - 10727 kg) litium ionokat 900V
fesziiltség gyorsit, miel6tt belépnek a B = 0,04 T fluxusstirtiségli homogén magneses térbe. Itt
egy félkort megtéve fényképezdlemezbe csapddnak, és egymdstdl x tavolsdgra 1évd két foltot

1déznek el6. Mekkora ez az x tavolsag?

B a papir sikjabol kifelé mutat

ion-
forras ',i
| I Ij

78. abra.

Megoldds: Adatok: Mg =9,96-107%7 kg; M, = 11,62-107%7 kg; U =900 V; B =0,04 T;
e=1,6-10"C,

Az egyszeresen ionizalt M tomeg( ion kinetikus energidjat az U fesziiltségii gyorsitasbol nyeri

1
el = 5Mvz. (13.4.1)

2
v=1/—eU. (13.4.2)
M

A magneses tér a Lorentz-erd révén az iont korpélyara 4llitja

Innen az elért sebesség

2

MY = evB. (13.4.3)
R

Az R sugér a fenti két egyenletbdl kifejezhetd, azaz

My 1 [2M
R="2=_,/ v (13.4.4)
eB B e
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A 6-0s tomegszamu ionhoz tartoz6 sugdr legyen Rg, a 7-eshez R;. Az adatok behelyettesitésével

1 2MU
Rg=— 6% =0,265m (13.4.5)
B e
1 /2M;U
R =— 7~ =0,286m (13.4.6)
B e
A becsapddasi pontok kozotti tdvolsag
x=2R;-2R¢=0,042m = 42mm. (13.4.7)

13.5. Feladat: (HN 30A-13) Egy sebességsziir6ben (az elektronokat sebességiik szerint szétva-
laszt6é eszkozben) 1,4 -10* V/m elektromos és erre merdleges 18 mT fluxussiirliségli mdgneses

erdteret alkalmaznak. Szamitsuk ki a sz{ir6n athaladé elektronok sebességét.

Megoldas: Adatok: E =1,4-10* V/m; B =18 mT. A elektronok mind az E mind a B térre

merdlegesen haladnak. Akkor az adott térrészen tudnak atjutni, ha az
eE =evB (13.5.1)

Osszefliggés fenn all. Ebbdl a kérdéses sebesség

E
v=E=7,78-105m/s. (13.5.2)

Aramvezetore hato er6 magneses erotérben

13.6. Feladat: (HN 30B-17) Téglalap alakd, 0,200 N silyd dramvezetd hurok dgy van felfiig-
gesztve, hogy a [[9. dbrdn vazolt médon félmagassigig vizszintes irdnyd, B indukcié-vektord
homogén mégneses er6térbe meriil. Ha 2 A erdsségili aram folyik a hurkon keresztiil, a felfiig-
gesztd zsindrra 0,370 N erd hat.

(a) Milyen irdnyd a hurokban az aram?

(b) Szamitsuk ki B nagysagit!

Megoldas: Adatok: G=0,200 N; F=0,370N; /=2 A;[=0,12 m.
(a) Az 6rajarasaval egyezd irdnyban folyik az dram.

(b) Az [ hosszusagu vezetdre haté Lorentz-erd

F,=1IB, (13.6.1)

2018. november 6. 216


mailto:markus@phy.bme.hu

BME Fizikai Intézet Markus Ferenc, markus @phy.bme.hu

79. abra.

és az 4bran lefelé mutat. Masrészt F, = F —G. Igy

F-G
B="—~=0,708T. (13.6.2)

13.7. Feladat: (HN 30B-18) A Bl dbran bemutatott kocka 40 cm élhosszisagd. A négy egyenes

80. abra.

szakaszbodl (ab,bc,cd és da) 4116 dréthurkon I =5 A erdsségii (dram folyik. Az y tengely pozi-
tiv irdnydban B = 0,02 T fluxusslrliségli homogén mégneses erdtér hat. Készitsiink tablazatot,
melyben a fenti sorrendben az egyes huzalszakaszokra hatd) er6k nagysagét és irdnyat foglaljuk

0ssze.

Megoldds: Egy egyenes vezetdre B fluxusstiriségli homogén magneses térben haté erdt az
F=I(1xB), F=IIlBsina(l,B)

képlet adja meg, ahol 1 az dram irdnydba mutaté vektor melynek hossza megegyezik az egyenes

vezetd szakasz hosszdval és a(l,B) a szakasz és B kozotti szog. |1| helyére tehdt a kovetkezSket
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kell beirni: |Lp| = [lpe| = A, |Lea| = [laa| = V2 - A, ahol A =0,4m a kocka élhossza. Az egyes
irdnyitott szakaszok B vel bezart szogei: o, = 1807, ape = 907, ag =459 és ay, = 90°. Az egyes

szakaszokra hat6 er6k nagyséagai €s irdnyai:

Fab = 07

Foe=1-A-B=5-0,4-0,02=0,04N —x irdnyud
2

ch=\/E-I‘A-B-§=I«A~B=0,04N —z irdnytd

Fuu=V2-1-A-B= 0,052N +x és +z tengellyel 45 szoget bezard iranyd

13.8. Feladat: (HN 30B-21) Téglalap alaki aramvezetd hurok mégneses erdtérben a Bl 4b-
ran vazolt médon helyezkedik el. A B = B,i (B, =0, 15 Vs/m?) fluxusstir(iség(i (tesla egységben
megadott nagysdgd) magneses erStér a hurokra forgatonyomatékot gyakorol. Mekkora a forga-
tonyomaték, haa=8 cm,b=12cm, 6 = 3006s1=2 A?

74

81. abra.

Megoldas: A méigneses dipélmomentum irdnyét a jobb kéz szabdllyal lehet eldonteni, jelen eset-
ben a keret sikjara merSlegesen a feliilet n = (—cosf,sinf,0) = —cos fi+sindj+0k normal vek-

toranak irdnydba mutat. Igy a dipSlmomentum vektor
i =Iabn = lab(—cos,sin6,0) = lab(—cos i+ sin dj+ 0k). (13.8.1)

A keretre hat6 forgatonyomaték

i j Kk
M= xB=1Iab|-cosf sinf 0|=-IabB,sinfk=-1,44-10"Nm. (13.8.2)
B, 0 O
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13.9. Feladat: (HN 30B-23) Szamitsuk ki a BTl dbrdn vazolt &ramvezetd hurok magneses dipod-

lusmomentumat!

Megoldas: A dipélusmomentum nagysdga lab. Irdnya a jobbkéz-szabdly alkalmazésdval az ab-
rarol allapithaté meg.
i =lab(—cosf,—sinf) (13.9.1)

13.10. Feladat: (HN 30C-34) A g/m toltés/tomeg hanyadossal jellemezhetd részecske v = vi
sebességgel halad at a derékszogli koordinatarendszer koz6ppontjan. A részecskét homogén
magneses erdtér tériti el annyira, hogy dthaladjon az r = ai+bj ponton.

(a) Hatarozzuk meg a B médgneses indukcidvektor irdnyét.

(b) Fejezziik ki b-t a, g, m, B és v fiiggvényeként.

Megoldés: X

13.11. Feladat: (HN 30C-45) Egyenletes keresztmetszetli korongot, melynek tomege m, €s me-
lyen g toltés egyenletesen oszlik el, tengelye koriil forgatunk. Mutassuk meg, hogy a forgd toltott
korong y» magneses momentuma és L impulzusmomentuma k6zott a 1 = (¢/(2m))L 6sszefiiggés

teremt kapcsolatot.

Megoldas: A forgd korong impulzusmomentuma

1
L:HW:EmRZw, (13.11.1)

ahol 6 a korong tehetetlenségi nyomatéka, w a szogsebesség és R a korong sugara.

A korong feliileti toltésstirliségét o-val jelolve az Osszes toltés
g=oR*T. (13.11.2)
Az r sugaru, dr szélességli korgylirlin
dq=o02rmdr (13.11.3)
toltés van, amely 7 = 27 /w 1d0 alatt korbefut, s igy
dl =ordrw (13.11.4)
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7~ v 2

dramot jelent. Mivel a korgyfrii 4ltal hatdrolt feliilet 7, igy gyfird
drp = ormdrw (13.11.5)

magneses dipdlmomentumot jelent. A teljes feliiletre sszeadva:
[ 1 1
= /0r37rdrw = ZO‘R47T(,U = Zquw (13.11.6)
0

a magneses dipdlmomentum. Az impulzusmomentum és a dipdlmomentum kifejezését ossze-
vetve az allitas

uw=—L (13.11.7)
2m

adodik.

13.12. Feladat: (HN 30C-46) Koralaki dramvezetd hurokra adott magneses erStérben maxi-
malisan M, forgatényomaték hat. Alakitsuk at a hurkot ugy, hogy kisebb, de kétmenet( legyen.
Mekkora a maximadlis forgatdnyomaték ezen a kisebb hurkon?

Megoldés: Ha az eredeti kor sugara R, akkor a két egyforma kor sugara R/2 kell legyen, mert a
keriiletek hossza egyenld. A forgatényomaték a keret feliiletével — R?>m — ardnyos. A mdso-
dik esetben a két kor egyiittes feliilete szamit, azaz 2 - (R/2)*w, ami fele a nagy korének. Igy a

maximélis forgatényomaték is, azaz M, /2.

13.13. Feladat: (HN 30C-51) Szigetel6 anyagbdl kesziilt R sugard korong egyik oldalédn a fe-
lilletmenti homogén toltéssiiriség nagysaga o. A korongot tengelye koriil w szogsebességgel
forgatjuk. Mutassuk meg hogy mégneses dipSlusmomentuma w - o - 7R* /4. (Utmutatés: Szamit-
suk ki az r sugaru, dr széles korgylirin levd toltések mozgasdbol szarmaz6 magneses eroteret.

Haszndlhatjuk a p,, = I A egyenletet.)

Megoldas: A korongon levé toltések mindegyike a korong tengelye koriili korpalydn mozog,
tehat egy kordramnak felel meg. Minden kdrdramnak van mdgneses momentuma, ezért a forgd
korongnak is. Bontsuk fel a korong feliiletét koncentrikus dr szélességli korgytirlikre. Egy r
sugard [ erdsségii kordram mdgneses momentumanak nagysiga p,, =1-A =1 - > 7. Esetiinkben

a kozépponttdl r €s r+dr tavolsdgban taldlhatdé dQ = o 2w rdr nagysagu toltések dI(r) drama:

dQ dQ wdQ 2rwordr
dl = —= = = = d
*) T 27/w 27 27 worar
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Egy ilyen kordram dp,, madgneses momentuma
pm=dl-A(r)=dl -Fr=wor ndr

A teljes korlap magneses momentuma tehét

4

R R 4
R
pm:wm/ Pdr=wor {r—} _YIr (13.13.1)
; 1), 4

Biot-Savart torvény, Ampeére-torvény

13.14. Feladat: (HN 31B-3) Két N menetd, R sugaru tekercs egymastol 2R tavolsagra helyezke-

7

dik el, ahogy a B2 dbra mutatja. Szamitsuk ki a magneses fluxusstirtiséget a tekercsek tengelyén,

toliik egyenld tdvolsdgban 1€vo pontban. Tételezziik fel, hogy a tekercsek sorba vannak kotve és

az dramirdny mindkét tekercsben azonos.

— !
— a—

82. abra.

Megoldés: X

13.15. Feladat: (HN 31A-4) Szamitsuk ki két hosszi, parhuzamos, vékony, egymastdl 5 cm
tavolsdgban 1évo huzal egységnyi hosszusagu szakaszai kozott hat6 erdt. Az egyik huzalon 10
A erdsségli aram folyik, a masikon is ugyanekkora, de ellentétes irdnyud. Taszité vagy vonzoé erd
hat a két huzal kozott?

Megoldds: Adatok: r =5 cm; I =10 A. Az egyik vezetd éltal a mdsik helyén keltett magneses

teret az Ampere-torvény szerint szdmolhatjuk ki
]destZI,-, (13.15.1)
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B2rm = pol, (13.15.2)
azaz /
B = pp—. (13.15.3)
2rm

A vezetGben mozg6 toltott részecskékre Lorentz-erd hat, amely L hossznyi vezetdt tekintve

F =1LB, (13.15.4)
hosszegységenként
f=1IB. (13.15.5)
A B magneses indukcidt behelyettesitve
12
f=po=—=4-10*N/m (13.15.6)
2rm

hosszegységenkénti taszité erd hat.

13.16. Feladat: (HN 31B-6) Egy R sugard, koralaki vezetShurokban I dram folyik. A hurok
tengelyén, a huroktol milyen x tdvolsadgban van az a pont, ahol a magneses fluxusstirliség, éppen
fele a hurok k6zéppontjaban mérhetének? Felhasznalhatjuk a (HN 31C-17) feladat eredményét

18.

Megoldas: Menjen ét a koordindtarendszer x tengelye a hurok kozéppontjan merdlegesen a ko-
rong sikjara. A (HN 31C-17) feladat eredménye szerint x tdvolsdgban a hurok kdzéppontjatdl

:U’()'I R2
B(X)=( 7 >(x2+R2)3/2-X

ahol x a +x irdnyu egységvektor. Az x tdvolsidgban a tengelyen mérhetd térerdsség ardnya a

hurok kozéppontjaban (x = 0) mérhet6hoz:

BW| _ e _ R

|B(O)| (wa (R +R2)32
Ez akkor 1/2, ha

R 1

(P+R)2 2
2R} = (> +R%?
22/3R2_R2 — 2
x=+2**-1)-R=+0,587R
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13.17. Feladat: (HN 31B-8) Szamitsuk ki a mdgneses indukciévektort a B3 dbran lathat6 kor-

ivekbdl és sugdrirdnyu egyenesszakaszokbdl all6 hurok koriveinek P kézéppontjaban.

83. abra.

Megoldas: A radidlis vezetdszakaszoknak nincs jaruléka a P pontban, igy csak a két ivet kell
tekintsiik. Az r kdzponti sugaru {v ds elemi hosszatdl szdrmaz6 jarulék

_ o Ids

dB = .
47 r?

(13.17.1)
Ugyanakkor ds {vhossz kifejezhetd a 6 kozponti szoggel
ds =rdf. (13.17.2)

A teljes B teret a sz0g szerinti integraldssal kapjuk:

600=7/3

o Irdd g 1

B= —— = 13.17.3
/ 47 r? 12r ( )
0

A b sugaru ivt6l

_ ol

12b
a lap sikjara merdlegesen befelé, mig az a sugard ivt6l

b (13.17.4)

1
g il

= 13.17.5
12a ( )

a lap sikjara merd6legesen kifelé mutaté tér alakul ki. Az eredd
1 1 I/1 1
B:B,,—Ba:“‘)——@——“i(———). (13.17.6)

Mivel a < b, igy ennek eredménye negativ, azaz kifelé mutat.
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|- ar
dA=¢ar

84. abra. A 31B-9 feladathoz

13.18. Feladat: (HN 31B-9) A B4 abran lathato, téglalap alaku vezetShurok és a oo hosszusé-
gu, egyenes vezet6 azonos sikban fekszik. A vezetShurok ellendlldsa 2€2. Szamitsuk ki a hurok
teljes feliiletén 4thaladé magneses fluxust, ha az egyenes vezet6n I dram halad at. (Utmutatds:
Vilasszunk ki egy dA = (dr feliiletelemet, és szamitsuk ki a d®p, fluxust ezen a feliiletelemen,

majd integraldssal szamitsuk ki a teljes fluxust.)

Megoldas: Osszuk fel a feliiletet dr szélességli sdivokra! Egy ilyen sdv mentén a mégneses
fluxussiirtiség konstansnak tekinthetd. Az egyenes vezet6tdl r tdvolsdgban a B magneses fluxus-
sirliség nagysaga

1

B=, —
a 27r

igy a dr széles és ¢ hosszu sdvra vett elemi d P fluxus

10dr

dCI)=B(r)-dA=B(r)-€-dr=,u0-2—
Tr

A teljes hurkon athaladé fluxus az elemi fluxusok Osszege, ami integralként frhat6 fel.

1w 1 1/ 10 3¢ 1/
¢)=,u0-—/ —dr=,u(,~—[lnr];?£=,u0-—ln—=,u0-—ln3 (13.18.1)
Tty T 27 27/ 27

13.19. Feladat: (HN 31A-13) Egy 50 cm hosszd, 2 cm atmérd;ji szolenoid belsejében B = 0,07
T méagneses indukcidvektort kivanunk eléllitani.
(a) Mekkora a teljes méagneses fluxus a szolenoid belsejében, a tengelyre merdleges feliileten?

(b) Szamitsuk ki, hdny menet( legyen a tekercs, ha 5 A erdsségii dramot alkalmazunk?

Megoldas: Adatok: L =50 cm; d =2 mm; a sugar r =1 mm; B=0,07 T.
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(a) A tekercsbeli magneses fluxus

$p=BA=Br’*r=2,2-10"Vs. (13.19.1)

(b) Az Ampere-torvény szerint

]destZI,-, (13.19.2)

azaz
BL = poNI (13.19.3)
ahol N a menetszam. Igy a tekercsbeli magneses indukci6
IN
B = jp—, (13.19.4)
L
ahonnan az N menetszam B
N =—=5570. (13.19.5)
tol

13.20. Feladat: (HN 31B-15) Hosszu, egyenes, a sugard hengeres vezeton [ dram folyik. Az
Ampere-torvényt alkalmazva vezessiik le, hogy hogyan valtozik a B indukciévektor a vezetd bel-
sejében. (Egyendramok esetében az dramsiirliség a vezetd keresztmetszete mentén egyenletes.

Abrézoljuk B-t a tengelyt6l vald r tivolsag fiiggvényében a vezetd belsejében és azon kiviil is.

Megoldas: A vezetd belsejében (0 < r < a) esetében az r sugard keresztmetszeten atfolyé dram-
tdl szarmazik magneses tér. A vezetd keresztmetszetéhez — a keresztmetszete mentén egyenletes

vezetés miatt — a /

j=—= (13.20.1)
a=m
arams(riséget adhatjuk meg. Itt az &ram nagysdga
1
I=—rm. (13.20.2)
a=m

Igy az Ampere-torvény segitségével felirhatjuk, hogy

1
B2rm = jlg——r°. (13.20.3)
a*m
Innen a B(r) médgneses indukcid
B(r) = Hos =T (13.20.4)
2a*m
A vezet6n kiviil (a < r)
1
B2rm = pip- (13.20.5)
amellyel a magneses indukci6
1
B(r) = po—. (13.20.6)
2rm
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13.21. Feladat: (HN 31C-17) A B3 4bran vazolt R sugari hurokban / dram folyik. Mutassuk

J [d¢ i

A papir sikjabol
kifelé
mutat

85. abra.

meg, hogy a hurok tengelyén, a hurok sikjatol x tdvolsdgban

_ :uo'l R2
B‘( 2 )(x2+R2)3/2'X

(Utmutatds: Mi torténik az x tengelyre merdleges dB | komponensekkel az Idr elemi dramtdl

szarmazdé dB elemi méagneses indukcidvektorok 6sszegzése soran?)
Megoldds: Osszuk fel a hurkot a B a) dbra szerint dl darabokra. Az egy ilyen darabkétdl szér-
maz6 magneses tér a Biot-Savart torvény szerint

o Idlxr
dB=-—-
47 |rP

Minden elemi szakasz ugyanakkor nagysdgd, de mds irdnyd elemi dB -t hoz létre. A 31-18 b)
dbran lathato, hogy dB felbonthaté egy az x tengellyel parhuzamos dB)| €s egy arra merdle-
ges dB; komponensre. A hurok mentén atellenesen elhelyezkedd elemi szakaszoktol szarmazo
méagneses fluxusstirliségek dB; komponensi pont ellentétes irdnyuak, igy kiejtik egymadst, azo-
nos nagysdgu dB|| komponenseik pedig dsszeadodnak. Ez azt jelenti, hogy az eredd B térnek
csak x irdnyd komponense lesz, a pozitiv tengelyen pozitiv, a negativ tengelyen negativ irdnyd,
tehét a tér parhuzamos lesz az x irdnyu egységvektorral x-szel. Az egy szakasztol szarmazo dB|

nagysaga dB)| = Bsina, ahol v az x és r kozotti szog. Felhaszndlva, hogy r €s 1 mer6legesek :

o Ildlxr|
dBH—H'T'Sané

Mo Idl-r
C4m o |r?
o 1dl

—47T-W-sinoz

-sina
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Mivel r = Vx2+R?

. R R
Sino = — = ——
r  \x’+R?
amivel
) IR
B, =1 y

41 (C+R232

A teljes B tér az elemi szakaszok dB)| jarulékainak Osszege. Nagysaga:

_ Lo IR 2rm
e A

e IR
T Ar (2+RY)?
_po IR
T 47 (2+RY)?
e IR
T2 (2+RY)?

[l]2r7r

-2Rm

Az irdnyt is figyelembe véve

_ :uo'l Rz
B‘( 2 )(x2+R2)3/2'X

(13.21.1)

(13.21.2)

(13.21.3)

13.22. Feladat: (HN 31C-19) A Helmholtz tekercspar alkalmazasaval igen egyszeri médon
lehet kis tartomdnyban homogén mégneses erdteret 1étesiteni. A B dbrdn vazolt tekercspar két
lapos, koralaku tekercsbdl all, melyek tdvolsaga egyenld a tekercsek sugardval; a két tekercsben

az dramirdny megegyezik. Mutassuk meg, hogy az x tengelyen a két tekercs kozott a tavolsag

felében a médgneses erdtér olyan, hogy a dB/dx és a d*B/dx* is zérus.

el _+[

3

86. abra.

Megoldas: X
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14. Feladatok a magneses indukcié témakorébol

Faraday-torvény

14.1. Feladat: (HN 32B-1) Egy toroid tekercsen gy{ir{i van étftizve (82. dbra). Az S kapcsold
zarasakor a toroidon dram kezd folyni.

(a) Szamitsuk ki a gylrliben indukdlt fesziiltséget,ha a toroidon beliil a magneses fluxus 30
Tm?/s sebességgel viltozik.

(b) Az idedlis toroid méigneses er6tere gyakorlatilag teljesen a térusz belsejébe van lokalizalva,

azaz a karikat a mdgneses er6tér nem éri. Honnan szarmazik akkor az indukalt &ram?

87. abra.

Megoldés: Jelolés: A® /At =30 Tm?/s.

(a) A mégneses fluxus (¢ = j? BdA) id6 szerinti valtozdsa hozza létre a gydr(iben az in-

dukalt fesziiltséget

AD
=——— =-30V. 14.1.1
3 Ar ( )

(b) A B mégneses indukci6 véltozasakor E elektromos tér jon 1étre

Ad  A§BdA
_ = = ¢ Eds = 14.1.2
At At f ds =, ( )

és ez a tér mozditja el a toltéseket. Innen szdrmazik az indukalt aram.

14.2. Feladat: HN 32B-3 Egy R ellendllasu, r sugard koralakd huzalhurok a B homogén magne-
ses erdtér iranyédra merSleges feliileten fekszik. A hurkot gyorsan, ¢ id6 alatt 180°-kal 4tforditjuk.
Szamitsuk ki, hogy mekkora dtlagos ¢ fesziiltség indukdlddott ezalatt a hurokban és mekkora to1-

tés haladt at ezalatt a vezetd hurkon.
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Megoldas: Ha egy vezet6 hurok dltal hatarolt feliileten a magneses térerdsség ®p fluxusa valtozik
ennek hatdsara a vezetSGhurokban (7) elektromotoros er6 jelenik meg, azaz fesziiltség induka-
16dik (Faraday indukcids torvénye). Ha a fluxusvéltozas At id6 alatt A ®p akkor az atlagos

fesziiltség:

Ay _ Op(r= At)—Pp(r =0)

Se-=- At At

(14.2.1)

A negativ el6jel megfelel Lenz torvényének. A feladatban ennek az elektromotoros erének csak

a nagysaga érdekes. Az eredeti és az atforditds utani fluxus
<I>(t=0)=/BdA .. o=BA=Brr (14.2.2)
A
P(t = At) = /BdA A, =—Br . (14.2.3)
A
A teljes fluxusvaltozas nagysaga tehat eredeti fluxus kétszerese

ADp=Pp(t = At)-Pp(t =0)=-2Br’m,

12y
ces= 28T (142.4)
€ >= . 2.
At
Az R ellendlldsd hurkon dthaladé toltés nagysédga pedig
2Br?
AQ=<I>At==S""Ar= I:”. (14.2.5)

14.3. Feladat: (HN 32B-7) Egy 30 menetes lapos huzaltekercset hosszu, 4000 menet/m menet-
stiriségii szolenoid végéhez illesztiink. A szolenoid és a huzaltekercs tengelye, €s sugara azonos
R =5 cm. Szdmitsuk ki, mekkora a szolenoidban az dramerdsség valtozasa, ha a huzaltekercsben

2 mV-os fesziiltség indukélodik.

Megoldas: Adatok: Ny = 30 menet; N, /I = 4000 menet/m; € =2 mV.

A szolenoidban I dramerdsség hatdsara

IN.
B =iy (14.3.1)

magneses indukci6 jon létre. Ez a huzaltekercs szaméra

IN1N2R27T

® = N\BR*1 = 1 z

(14.3.2)
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fluxust jelent. Az indukalt fesziiltség nagysaga

dd  NNRmdl

=— =flg———— 14.3.3
o T (1433
amelybdl az aramerdsség idébeli valtozasa
dl l
- _1.69A/. (14.3.4)

dt ~ poNi N>R
14.4. Feladat: (HN 32A-8) Egy 400 menetes tekercsben 12 A/s dramerdsség valtozds hatdsara
28 mV-os ellenfesziiltség indukalddik. Mekkora a tekercs induktivitasa?

Megoldds: Adatok: N = 100; AI/At =12 Als; £ =28 mV.
Az indukalt fesziiltség nagysdga

Al
=L— 14.4.1
ahonnan az L induktivitas A
t
L=c—=2233-10"H. 14.4.2

14.5. Feladat: (HN 32A-15) Egy A keresztmetszetli és [ keriilet toroid két kiilon tekercsbol
all: mindkett6t a térusz teljes keriilete mentén egyenletesen csévélték fel; menetszdmuk N; és
N,

(a) Mekkora az (6nalléan hasznalt) tekercsek L; és L, induktivitasa?

(b) Mekkora a két tekercs M kolcsonos induktivitasa?

(c) Mutassuk meg, hogy M? = L,L,. (Ez az egyenlet csak akkor teljesiil, ha barmelyik tekercs

teljes fluxusa egyuttal benne van a mésik tekercs belsejében is.)

Megoldas:
(a) Az L, és L, onindukcids egylitthatok kiszdmoldsa esetén hasonldan jarunk el. A magneses

indukci6t az Ampere-torvény (¢ Bds = po > . I;) segitségével hatdrozzuk meg

IN
B:#OT' (14.5.1)
A fluxus 5
IN“A
® =NBA = 1 T (14.5.2)
amelynek id6beli valtozésa adja az indukalt fesziiltséget
do N?A dI
= = — . 14.5.3
T T (1453)
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Innen az L 6ndukcids egyiitthaté innen

N?A
I = o=~ (14.5.4)
Ezért L] és L2 5
N?A
Ll = [I,QIT, (1455)
N2A
L, = m%. (14.5.6)

(b) Az M kolcsonods indukceids egyiitthatd kiszdmoldsa esetén az N; beli fluxusvaltozas fesziilt-

séget indukdl az N, tekercsben és vice versa. A méagneses indukcid

IN
B= MOTI. (14.5.7)

A fluxus INNVAA
® =N>BA = 11 g (14.5.8)

amelynek id6beli véltozédsa adja az indukdlt fesziiltséget

L4 NNAd
a T ar

(14.5.9)

Innen az L 6ndukcids egyiitthatd innen

M = . (14.5.10)

.. P .. 2 2 2 _ 2
s — L] .
(c) Ezt kovetéen konnyen belathatd, hogy az M~ = L, L, kapcsolat fenn all

14.6. Feladat: (HN 32B-17) Egy [ hossziisagu, A keresztmetszetli, N; menetszdmu hosszu
szolenoid kozepére szorosan €s elektromosan szigetelve egy masik, N, menetszamu tekercset
csévélnek. Szamitsuk ki a szolenoid és a tekercs kolcsonos induktivitasat, elhanyagolva a te-
kercsvégek hatdsat.

Megoldas: Az N; menetszamu tekercsben I dramerdsség hatdsara

IN,

magneses indukci6 jon 1étre. Ez az N, menetszamu huzaltekercs szdmdra
IN|N;A
® = N,BA = 19— (14.6.2)
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fluxust jelent. Az indukalt fesziiltség nagysaga
d®  NNAdI

=— = 14.6.3
€ dr Ho I dr ) ( )
ahonnan a kolcsonds indukcids egyiitthatd
NiNA
M = pg—-2 (14.6.4)

[

14.7. Feladat: (HN 32B-18) Egy daramkor a sorba kotott, € = 10 V-os fesziiltségforrasbol, az S
kapcsoldobodl, az R = 50 €2 ellendllasbol és az L =5 H induktivitdsu tekercsbdl dll. Szamitsuk ki
azt az id6tartamot, ami ahhoz sziikséges, hogy az dramer8sség elérje a staciondrius dllapotnak
megfeleld értekének

(a) felét, illetve

(b) a 90 %-at.

Megoldas: A hurokra felirhat6, hogy

dl
=L—+RI 14.7.1
e=L +RI, ( )
ahol I(t) az aramkorben foly6 dram. Az egyenletet szepardlva és az integraldsi hatarokat kijelolve

irhatjuk, hogy

1(t) d t
I R
/ - :—/—dt. (14.7.2)
1-< L
0 0

Az integrélast végrehajtva és az eredményt dtrendezve az id6fiiggd dramerdsség
1= (1-¢7). (14.7.3)

Az adatok felhaszndldsdval a megvélaszoland6 id6tartamok:
(@) t=0,069 s és
(b) t=0,23s.

14.8. Feladat: (HN 32A-23) Szamitsuk ki a 3800 menet/m menets{irliségii,hosszui szolenoid
kozépen a magneses tér energiasiiriségét, ha a szolenoidon athaladé dram erdssége 4 A. Filigg-e

az energias{iriség a menetek sugaratdl?

Megoldés: Adatok: N/l =3800 menet/m; [ = 4A.

A magneses indukcié nagysdga
IN
B=MOT, (14.8.1)
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amellyel a médgneses energiasiiriség

g Ll
2/1,0 2 [2

€= =145,2J/m’>. (14.8.2)

14.9. Feladat: (HN 32A-25) Egy 10 V-os telepet 5 (2-os ellendlldssal és 10 H induktivitasu
tekerccsel kotiink sorba, és megvarjuk, amig az dramerdsség allandosul. Szamitsuk ki ekkor a)
a telep altal leadott teljesitményt; b) az ellendllds altal disszipalt teljesitményt; c) a tekercsben

disszipdlt teljesitményt; d) a tekercs magneses erSterében tarolt energiat.

Megoldds: A staciondrius dllapot bealldsa utdn a tekercsen nincs indukdlt fesziiltség, ezért az
dramerdsség és a telep 4dltal leadott teljesitmény csak az ellendllastdl fiigg, tovabba az ellendlla-

son disszipalt teljesitmény megegyezik a telep altal leadott teljesitménnyel:

I=—=2A. 14.9.1
- (14.9.1)

Pty =Pr=1*"R=20W. (14.9.2)
A tekercsben magneses terében tarolt energia

1
W, = Euz =2017. (14.9.3)

14.10. Feladat: (HN 32C-33) Egy 30 cm atmér6ji 2 €2 ellendllasu vezetd karika asztal lapjan
fekszik, ahol a Fold magneses terének fluxusstirtisége 48 yT és irdnya 65°-o0s szoget zir be a
vizszintessel. Szdmitsuk ki, mekkora toltés halad 4t a karika valamely pontjdn, ha azt hirtelen
180°-kal atforditjuk.

Megoldés: A feladat analég a 32B-3 feladattal. Az egyetlen kiilonbség, hogy a méagneses tér és
a vezetd hurok sikja nem merdlegesek, ezért a fluxusban megjelenik a B és a feliilet normalis
vektora kozotti szog koszinusza. Mivel azonban a normélis vektor fiiggbleges de a magneses tér
irdnya a vizszinteshez képest van megadva, ezért a szdmoldsndl vagy az eredeti szog szinuszat,
vagy a kiegészitd 25°-0s szog koszinuszat kell haszndlni. Behelyettesitve az R =22, r=0,15m,
és B=4,8-107T értékeket.

APy
=— 14.10.1
<e> A7 ( )
Pr=0)= /BdA ‘1:0 = BA s5in65° = Br? 7 sin65° (14.10.2)
A
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Ot = A= / BdA |_., = -Br*msin6s’ (14.10.3)
A
2 Br? 1 sin65°
__=brmsingy 14.10.4
<e> N (14.10.4)
2B 2 . 0
AQ=<1> At:<5>-m:%’”65 (14.10.5)

2-4,8-107-0,152 - 7 - 5in65°

> =3.075-107°C. (14.10.6)

quad =

14.11. Feladat: (HN 32C-35) A BR 4dbran vazolt aramkor homogén, id6ben egyenletesen csok-
kend fluxussirtiségli magneses erdtérben helyezkedik el. dB/dt = —X, ahol k pozitiv dlland6. Az
aramkor egy a sugard hurok, melyben egy R ellendllds és egy C kapacitasu kondenzator van (az
utobbi lemezei az dbra szerinti modon helyezkednek el). a) Mekkora a kondenzator maximalis Q
toltése? b) A kondenzator melyik lemezének nagyobb a potencidlja? c) Elemezziik, hogy milyen

erdk okozzak a toltések szétvalasat.

88. abra. A 32C-35 feladathoz

B az dbra sikjaba befelé mutat
X X x X

X X
X X
X X x X

Megoldas: A korben indukalt fesziiltség nagysdgat a fluxusvaltozas sebességébdl kapjuk meg

d® _ dBdm _
dt dt

Ez allandé. Az dllandé fesziiltségre kapcsolt kondenzator toltése exponencidlisan kozeliti a ma-

ka*w (14.11.1)

ximdlis toltést, aminek elérése utdn a kondenzator fesziiltsége €s az indukalt fesziiltség azonos
nagysagu és ellentétes irdnyu, vagyis a maximalis toltés a C- € = Q,,,, egyenletbdl szamithato ki.

Innen

Qmax:Ckaz'ﬂ— (14.11.2)
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Az indukélt elektromos tér 6nmagukban zar6do er6vonalai a mégneses tér megvaltozdsara me-
r6leges siku korok. Irdnyukat a balkéz-szabdly alapjdn lehet meghatdrozni: mivel az induk-
cidvektor dB megvéltozédsa a lap sikjabol kifelé mutat az E er6vonalak az éramutatd jarasaval
megegyezd irdnyba mutatnak, ezért a pozitiv toltések a kondenzator felsd lapjan gytilnek ossze.

A toltések szétvildsat a magneses indukciéfluxus valtozasa okozza.

14.12. Feladat: (HN 32C-40) A B9. dbra dramkorében 1év6 kapcsoldt zdrjuk és megvarjuk,
amig az dramer6sségek allanddsulnak. Ezutdn a kapcsol6t nyitjuk; ennek pillanata legyen ¢ = 0.
(a) Szamitsuk ki az L tekercsben indukdl6dé g fesziiltséget kozvetleniil a kapcsold nyitdsa utan.
A tekercs melyik vége pozitivabb potencidld, a vagy b?

(b) Vazoljuk fel az R, és R, ellendlldsokon &tfoly6 dram id6tdl valé fiiggését ar <0 ést >0
idétartomanyban (a staciondrius dramerdsségeket valasszuk pozitiv elgjeltieknek).

(c) A kapcsold nyildsa utdn mennyi ido elteltével csokken az R, ellendllason 4tfolyd dram erés-

sége 2 mA-re?

Megoldas: X

14.13. Feladat: (HN 32C-45) Egy R sugart hengeres vezetdn I, er6sségli aram halad &t; az
aramstriiség a vezetd keresztmetszetén egyenletes. Hatdrozzuk meg a vezetd belsejében egység-
nyi hossziisagi szakaszra juté méagneses energia nagysigét. (Utmutatds: mekkora a magneses

energia egy / hosszisagu, r (r < R) sugard dr vastagsdgd hengerpaldstban (csében)?

Pl

Megoldas: Jeldlje j, a keresztmetszeten egyenletes aramsiiriséget. Ekkor az R*7 teljes feliileten
foly6 I dramerdsség
Iy = joR*T, (14.13.1)

mig az r < R sugdrhoz tartoz6 r*7 feliileten
I(r) = jor’m. (14.13.2)
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Ezekbol )
r
I(r):Ioﬁ. (14.13.3)
Az Ampere-torvény szerint
B(r)2rm = pol(r), (14.13.4)
azaz 1) .,
Hol(r) — Holo?
B(r) = = . 14.13.5
") 2rm 27R? ( )
A magneses energias{irtiség
1 12 2
ep=——B? =100 (14.13.6)

210 8mPR*

14.14. Feladat: (HN 32C-46) Oldjuk meg az el6z6 feladatot azzal a valtoztatdssal, hogy a J
arams(irtiség a henger sugara mentén linedrisan véltozik, azaz J(r) = Jyr.
(a) Fejezziik ki a teljes /) dramot J, és R fiiggvényeként.

(b) Adjuk meg a vezetd belsejében hosszegységenként tarolt magneses energia nagysagat.

Megoldas:
(a) A henger keresztmetszetén a feliiletelem dA = 2rrdr, amellyel r sugarhoz tartozé aram

r

[ [ 27,
I("):/J(l”)dA:/Jor2r7rdr:27rjo/r2dr: 7;0;3. (14.14.1)
0 0

0

A teljes keresztmetszeten folyd dram

27,
I =IR) = %R? (14.14.2)
(b) Az Ampere-torvény szerint
B(r)2rm = uol(r), (14.14.3)
azaz ; _
B(r) = ML) _ tiodo» (14.14.4)
2rm 3
A magneses energiastirtiség
cpmpr o Hodi s (14.14.5)
2,&0 18
A hosszegységenkénti energia a kovetkezd feliileti integral kiszdmoldasat jelenti:
R R ) R )
. . 1
E, = /€BdA = /532r7rdr = / Mr42r7rdr = /'LLO]—OW}’5 = —[Lojé?TR6. (14.14.6)
18 9 54
0 0 0
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14.15. Feladat: (HN 33B-4) Egy 25 cm hosszi, siirlin tekercselt, 600 menetd szolenoidon
30 mA erdsségli aram folyik it. Szdmitsuk ki H és B nagysigét a szolenoid kdzéppontjdban

(a) ha a szolenoid 1égmagos és (b) ha a szolenoid magja 45 Permalloybdl késziilt, melynek

s 2 2 2

Megoldas: A szolenoid kdzéppontjdban

I

H = TN (14.15.1)
I-N

B = y— (=g po) (14.15.2)

ahol pg=4m- 10’2%. Mivel H képletében nem szerepel a permeabilitds az ugyanakkora lesz
légmagos és vasmagos tekercsre. Légmagos tekercsre p{) = 1. A HN konyv 33-1 tdbldzatdbol a
45 Permalloy magneses szuszceptibilitasa x = 25000, ennek 3/4-ével (x = 18750) kell szamolni
a feladatban, vagyis (¥ = 1+ y = 18751. Ezekkel az adatokkal

3-1072-600 A

HY = H®= 035 :72Z (14.15.3)
1%
BV = MO.H:9.048-10—5—“; (14.15.4)
m
1%
B? = pou,-H=1697—. (14.15.5)
m

14.16. Feladat: (HN 33B-8) Egy 50 cm keriilet( toroid tekercs 1000 menetd €s rajta 200 mA
erdsségli dram halad it. A vasmag olyan anyagbdl késziilt, amelynek telitési szuszceptibilitdsa
3000. (a) Szamitsuk ki a B magneses indukcidvektort a magban, ha anyaga 85%-ig telit6dott.
(b) Szamitsuk ki a H magneses térer6sséget a tekercs belsejében. (¢) Szdmitsuk ki B azon részét,

amely csak tekercsben foly6 dramtdl ered.

Megoldés: Strln tekercselt toroidra hasonlé képletek adhatéak meg, mint szolenoidra, csak a
tekercs hossza helyett a szolenoid kozépvonaldnak hosszat kell haszndlni, ami az esetiinkben
- mivel a toroid 4tmérdjét nem adtdk meg, tehdt elhanyagolhaténak tekinthetjiik - K = 0,5 m.
Behelyettesitve az egyes kérdésekre adott valaszok (célszerl eldszor a (b) és utdna az (a) kérdésre

kiszdmolni az eredményt):

I-N 0,2-1000 A
b) H= = =400—= 14.16.1
) K 0,5 m ( )
a) B=jp,-H=1257-10°-(3000-0,85+1)-400=1,282T (14.16.2)
¢) Biy=j,-H=1257-10°-400=5.027-107*T. (14.16.3)
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14.17. Feladat: (HN 33C-9) Hosszu, vasmagos szolenoid sugara 1,25 cm; menetsiirtisége 1200
menet/m. Erre a tekercsre szorosan egy madsik, 40 menetl tekercset is csévéliink, amelynek
teljes ellendlldsa 5 €2. Az utébbi tekercs két kivezetését rovidre zarjuk. A szolenoidon 50 mA
erdsségli aramot inditunk, aminek kovetkeztében a vas magnesesen teljesen telitddik. A masodik
tekercsben a magneses indukcié véltozdsa kovetkeztében dram indukélédik. Szdmitsuk ki e

tekercs valamely pontjan dthaladé toltés mennyiségét.

Megoldds: Adatok: r = 1,25 cm; N; /I = 1200 menet/m; N, = 40 menet; R =5Q; I =50 mA. A
vas relativ magneses permeabilitdsa p, = 5000.

A lemégnesezéshez hasznalt tér

IN
B:,uo,u,Tl, (14.17.1)

amely a masik tekercsben

IN
AP =N2u0ur71r27r (14.17.2)

fluxusvaltozast jelent. Az indukalt fesziiltség nagysaga

= (14.17.3)
Ez az R ellenéllason AD
r=-=2" (14.17.4)
R RAt
aramot jelent, amely a Ar id6 alatt
Ad IN
0=1'At= %Az = = =Naop, T w=1,48-107C. (14.17.5)

toltés ataramlasat jelenti.

Valtakozo aramua aramkorok

14.18. Feladat: (HN 34A-6) Sorbakapcsolt RC korre (R = 3012, C = 10uF) U(t) = Uy - sinwt
fesziiltséget kapcsolunk. (Adatok: Uy = 100 V; w = 2500 1/s.)

(a) Mekkora az dramkor impedancidja?

(b) Adjuk meg az dramerGsség idofiiggését!

(c) Készitsiik el az aramkor impedancia és fesziiltség-vektor diagramjat!

(d) Szamitsuk ki a kondenzator elektromos erSterében tarolt maximaélis energiat!
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Megoldas:

(a) Az aramkor impedancidja

2
Z= R2+(%> =50€. (14.18.1)

w

(b) A korben folyé dram amplitiddja
Uo

IOZ—ZZA

14.18.2
7 =2A, (14.18.2)

a fazisszog

1/wC
¢ = arctg (—/T“’> =-53,1°=-0,927rad. (14.18.3)

fgy az aramkorben foly6 dram I(¢) = 2 - sin (25007 +0,927) A.
(c) Az ohmikus és kapacitiv elendllds R = 3012 illetve Xc = 1/wC =40Q2. Az egyes dramkori
elemeken esé fesziiltség maximuma Ugy =60 V és Uy =80 V.

(d) A kondenzétor maximalis energidja

1
Ec= 5CU(%O =0,032J. (14.18.4)

14.19. Feladat: (HN 34A-7) Sorbakapcsolt RL korre (R = 30€2, L =15 mH) U(t) = Uy - sinwt
fesziiltséget kapcsolunk. (Adatok: Uy = 100 V; w = 2500 1/s.)

(a) Mekkora az aramkor impedancidja?

(b) Adjuk meg az dramerGsség idofiiggését!

(c) Készitsiik el az daramkor impedancia és fesziiltség-vektor diagramjat!

(d) Szamitsuk ki a tekercs magneses erSterében tirolt maximaélis energiat!

Megoldas:

(a) Az dramkor impedancidja

Z =/ R2+(Lw)* = 48,020). (14.19.1)

(b) A korben foly6é aram amplitiddja

b= % =2,08A, (14.19.2)
a fazisszog .
¢ = arctg (%’) =51,3° = 0.896rad. (14.19.3)
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fgy az aramkorben foly6 dram I(¢) = 2,08 - sin (2500 — 0, 896) A.
(c) Az ohmikus és az induktiv reaktancia R = 302 illetve X; = Lw = 37,5€2. Az egyes dramkori
elemeken esd fesziiltség maximuma Ugy = 62,4 V és Uy =78 V.

(d) A kondenzator maximadlis energidja

1
E = Eug =0,0321J. (14.19.4)

14.20. Feladat: (HN 34A-8) Sorbakapcsolt RLC korre (R =30€2, L=15mH, C=10uF) U(t) =
U, - sinwt fesziiltséget kapcsolunk. (Adatok: Uy =100 V; w =2500 1/s.)

(a) Mekkora az dramkor impedancidja?

(b) Adjuk meg az dramer6sség 1dofiiggését!

(c) Készitsiik el az &ramkor impedancia €s fesziiltség-vektor diagramjét!

Megoldas:
(a) Az aramkor impedancidja
1\2
Z= R2+(Lw——) =30,19. (14.20.1)
wC
(b) A korben folyé dram amplitiddja
U
I = 70 =3,32A, (14.20.2)
a fazisszog
Lw— % 0
¢ = arctg T‘“ =4,76" =0.083rad. (14.20.3)

fgy az dramkorben foly6 dram I(¢) = 2,08 - sin (2500 —0,083) A.
(c) Az ohmikus ellendllds, az induktiv reaktancia illetve a kapacitiv ellendllds R = 302, X, =

Lw =37,5Q illetve X¢ = 1/wC =40f). Az egyes dramkori elemeken es§ fesziiltség maximuma
Uro=99,6 V, Uy =124,5 V illetve Ugy = 132,8 V.

14.21. Feladat: (HN 34B-11) Tekintsiink egy fazistol6 dramkort (0. dbra). A bemenetre adott
fesziiltség V (t) = Vpesinwt (Vp = 10 V; w =200 1/s). Ha L =500 mH,

(a) szamitsuk ki R értékét, hogy a kimeneten megjelend V; fesziiltség 30°-nyit késsen V-hoz
képest és

(b) szamitsuk ki a V; amplituddjat.
Megoldas: X
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90. 4bra.

14.22. Feladat: (HN 34B-12) A @1. abran lathaté aramkort alulateresztd szirének nevezik. A
kondenzétor impedancidja nagyobb frekvencidkon kisebb, igy a kimend fesziiltség is kisebb. A
sz{ir6 karakterisztikus vagy un. levagasi frekvencidjandl a kimend fesziiltség a bemend fesziiltség
1/v/2-szerese.

(a) Fejezziik ki a levédgasi frekvencidt R és C fiiggvényeként.

(b) Mekkora ezen a frekvencidn a kimend és bemend fesziiltség kozotti faziskiilonbség?

R
bemeneti AL kimeneti
fesziiltség TC  fesziltség
91. abra.

Megoldés: X

14.23. Feladat: (HN 34B-29) A B2. 4bran lathaté dramkort feliilateresztd sziirdként lehet
haszndlni. Elegend8en nagy frekvencidkon, ha a bemenetre V,;, effektiv értékii fesziiltséget
kapcsolunk, az ellendllason fof /R teljesitmény disszipalédik. Milyen frekvencidn disszipdlédik

e teljesitmény fele?

Megoldés: X

14.24. Feladat: (HN 34C-43) Tekintsiik a B3. dbran lathaté dramkort. A bemend fesziiltség
id6ben (nem sziikségszeriien szinuszosan) valtozik. Mutassuk meg, hogy a v; kimend fesziiltség

kozelitdleg aranyos a bemend fesziiltség id6 szerinti integraljaval, ha az R ellenallds az induktiv
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I
1 9
&
bemeneti
fesziiltség 0
92. abra.

bemeneti

fesziiltség J

93. abra. A 34C-43 feladathoz

reaktancidnal sokkal kisebb (mindazon frekvencidk esetében, amelyek a bemend jelben jelen

vannak).

Megoldés: A v; kimend fesziiltség az R ellendlldson es6 [ - R fesziiltség. Kirchoff huroktorvénye

szerint

I
Upe — L%—I-R:O (14.24.1)

di R U,
— 4+ - —=
dt L L

=0. (14.24.2)

Az induktiv reaktancia X; = wL. Ha R < wL minden w-ra, akkor a mésodik tag az I dramban

jelen levd Osszes frekvencidra elhanyagolhat6? (kozelitSleg 0), tehdt az egyenlet leegyszer(isodik

dl  Up
-~ 14.24.3
a "L ( )
Ennek megolddsa
1
I(t) = 7 / Upedt. (14.24.4)
Tehat a kimend fesziiltség kozelitéleg valéban ardnyos a bemend fesziiltség id6 szerinti integral-
9Pl. w = 157! -re is, amikor i = 5
wL L
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javal.
1
v=10)-R=R- T / Upedr. (14.24.5)

14.25. Feladat: (HN 34C-49) Tekintsiik a B4. dbran lathaté dramkort. A bemend fesziiltség
iddben (nem sziikségszerlien szinuszosan) valtozik. Mutassuk meg, hogy a V;, kimend fesziiltség
kozelitéleg ardnyos a V bemend fesziiltség idS szerinti integrdljaval, ha a kapacitiv reaktancia az
R ellendllasnal sokkal kisebb (mindazon frekvencidk esetében, amelyek a bemend jelben jelen

vannak.

94. abra.

Megoldés: X

15. Feladatok az elektromagneses hullimok témakorébol

Az eltolodasi aram

15.1. Feladat: (HN 35B-2) Sikkondenzétor lemezei 10 cm dtmérdjliek és 1 mm-es tdvolsdgban
vannak egymastdl. Mekkora a mdgneses indukcidvektor nagysdga a kondenzator szélénél, ha
a kondenzator lemezei kozotti potencidlkiilonbség 1000 V/s sebességgel nd6? (Az elektromos

erdtér inhomogenitdsat a lemezek szélénél el lehet hanyagolni.)

Megoldas: Jelolések: D =2r =10 cm, r a lemezek sugara; d = 1 mm; AU /At = 1000 V/s.

Az elektromos térerdsség véltozasa
AE 1AU

At d At
Az gyik Maxwell-egyenlet értelmében a véltoz6 elektromos tér médgneses teret kelt, azaz

(15.1.1)

AE
j{Bds = MOEOEI’ZW. (15.1.2)
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Ebbdl kovetkezik, hogy

1 AU
B2rm = me—— 15.1.3
rm uoeod i ( )
amelybdl a méagneses indukcio
Mool AU 13 5
— =2.78-10°8Vv ) 15.1.4
d . ,78-10 s/m (15.1.4)

15.2. Feladat: (HN 35B-4) Egy 0,5 pF-os sikkondenzatort 100 $2-os ellendlldson keresztiil 9
V-os teleprdl toltiink. Szamitsuk ki a kondenzétoron foly6 eltol6dési d&ramot a toltés megkezdése

utdn 50 us eltelte utan.

Megoldas: Jelolések: C=0,5 puF; R=100 Q; e =9 V; t =50 us.
Az eltolédési aram
3 '
I(t)= —e & 15.2.1
(1) = gere, ( )

ahonnan a kérdezett id6pontban
1=0,0332A. (15.2.2)

Elektromagneses hullamok

15.3. Feladat: (HN 35A-8) Az elektromagneses hulldim magneses indukcidvektordnak az amp-
litid6ja vdkuumban 3- 1078 T.

(a) Szamitsuk ki a megfeleld elektromos térer6sség amplitudojét.

(b) Ha az elektromos térer6sség -y irdnyu és a hullam -x irdnyban terjed, milyen irdnyd a mag-

neses indukcidvektor?

Megoldas:
(a) Ha a mégneses indukciévektor amplitidéja By = 3 - 1078 T, akkor az elektromos térerésség
amplitidéja

Ey=Byc=9V/m. (15.3.1)

(b) A magneses indukcidvektor +z iranyu.
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15.4. Feladat: (HN 35A-13) Az URH radi6 éltal vett elektromdgneses hullim elektromos
térerdsség-komponensének amplitidéja 5- 107> V/m.
(a) Mekkora az ehhez tartoz6 magneses indukciovektor amplitiddja?

(b) Szamitsuk ki a hullam intenzitasat.

Megoldés: Jelolés: Ey=5-10" V/m

(a) A mégneses indukci6 amplituddja

E
Bo=—=1,67-10"3Vs/m>. (15.4.1)
C
(b) A hullam intenzitasa
1
I= ZEOBO =3,32-107"2W/m. (15.4.2)
0

15.5. Feladat: (HN 35B-15) Egy +x irdnyban terjed6 elektromagneses sikhullaim elektromos
térerdsség-komponensét SI egységekben az E =6 [%} sin (kx—101° [H 1)j fliggvény irja le.

(a) Irjuk fel a magneses indukciévektor jellemz3 képletét is.

(b) Szamitsuk ki a sugérzas hullamhosszat.

(c) Szamitsuk ki a sugdrzds dtlagos energiastirliségét.

Megoldas: Jelolés: Eg =6 V/m, w=10'® 1/s.

(a) A mégneses indukciévektor

v 1
B=2.10"" [—Z} sin (kx—10"° H k. (15.5.1)
m S

(b) A terjedési sebesség ¢ = w/k, ahonnan a k (cirkuldris) hullimszam

k=" (15.5.2)
c
amellyel a hullimhossz
2 2
=L -2 188107 m. (15.5.3)
k w
(c) A sugérzas energiasiirisége
1
£= 5goEg =1,59- 1072 J/m’. (15.5.4)
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15.6. Feladat: (HN 35B-17) Impulzuslézer 4 ns hosszisagu, 2 J energidji fényimpulzusokat ad
le. A fénynyaldb dtmérdje 3 mm.

(a) Szamitsuk ki a kibocsatott fénynyalab hosszat.

(b) Szamitsuk ki a fénynyaldb energiastirliségét (J/m> egységben).

(c) Mekkora a hullam E,, elektromos térerdsség komponensének az amplitiddja?

d*m

Megoldas: Jelolések: t =4-107s,e=2J,d=3-10"més A = e
(a) A fénynyaldb hosszal=c-t=1,199m.

€ 4e
— = =2.360-10° %
Al ld*w "

(b) Energiasiirtisége w =
(c) E amplituddja:

A S = —E x B Poynting vektor megadja a terjedési irdnyra merSleges egységnyi feliileten, id6-
egység alatt dtdraml6 energia mennyiségét. Vakumban p = p,. Az EM hulldmokban E és B

egymadsra merdlegesek, tovabba E = ¢ B ezért B = —, vagyis
c

1 E?
S=|S|=—E-B=
Ho C o

A 1ézer fényét elektromagneses sikhulldmnak tekinhetjiik, amiben a nyalab keresztmetszetén ¢

(15.6.1)

id6 alatt € energia dramlik 4t. Ez kifejezhet6 a Poynting vektor periodusidére vett integréljaval,
vagy, ekvivalens médon, a Poynting vektor dtlaganak, a nyaldb keresztmetszetének és az idének

a szorzataval,azaz

d*r
= <S> —t
c 4
1 d?
= <> 47 (15.6.2)
C Lo 4
decp,
E? >= 15.6.3
<E*> e ( )

Ha E harmonikus (szinusz, vagy koszinusz) fiiggvény, akkor négyzetének atlaga helytdl fiigget-

leniil az amplitudéjdnak éppen a fele™:

1" 1
<E? >=7/ Efsinz(wt—kx)dt=§E§ (15.6.4)
0
10
) 1T, 1 [T, 1—cos2(wt—kx)dt
<E"> = —/ E; sin (wt—kx)dt=—/ E,
T J, T J, 2
1”7 I E? E2
= ng [E}O_E‘%ﬁ ; c0s2(wt—kx)dt=70—m[st(wt—kx)]g
E2 E* . E;
= 3 T IuT (sin2(2m—kx)—sin(-2kx)) = >
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Tehat (T56.3)-bsl

2-4-ccpu,
\|— 15.6.
pr (15.6.5)

m

1%
S =2.309- 108,71' (15.6.6)

E,

8-2J-1.257- 10‘6E -2.998-108
Am
(3-1073)2m23.1415

15.7. Feladat: (HN 35A-22) Egy 100 mW-os l1ézernyaldb egy tiikorrél merdlegesen visszave-
rodik. Mekkora er6 hat a tiikorre?

Megoldas: Jelolés: P,;; = 100 mW.

A sugarzas U energidja és p impulzusa kozott Osszefiiggés:
U =pc. (15.7.1)
Azt id6egységgel osztva a P teljesitmény €s az F' er6 kozott a
Pej=Fc (15.7.2)

kapcsolat all fenn. Mivel tokéletes visszaver6désrdl van sz6, igy az impulzus valtozas és — ennek

megfelelen — az erbhatas kétszeres lesz, azaz

— 2Ptelj
C

F =6,66-1071°N. (15.7.3)

15.8. Feladat: (HN 35A-23) Tiszta id8ben a Fold felszinen a napfény intenzitdsa 840 W/m?.

Ha egy, a napsugarakra merdleges feliilet tokéletesen reflektal, mekkora rajta a sugarnyomas?

Megoldas: Tokéletes reflexi6 esetén a sugdrnyomads

21
p,,y:?=5,6-10_6N/m2, (15.8.1)

ahol I a napfény intenzitasa.

15.9. Feladat: (HN 35B-25) Egy 15 mW teljesitmény(i hélium-neon l1ézer kor keresztmetszetii
fénynyaldbot bocsat ki. A nyalab atmérgje 2 mm, a fény hulliamhossza 632,8 nm.

(a) Mekkora a nyaldbban az elektromos térerosség maximalis értéke?
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(b) Mekkora energia van a nyaldb 1 méteres szakaszdban?

(c) Mekkora impulzusa van a nyaldb 1 méteres szakaszdnak?

Megoldas:
(a) Jeloljik P, d, \, E,-val rendre a teljesitményt, &tmérdt, hullimhosszat és a térer6sség ampli-
tudgjat!
Elsé megoldds: Poynting vektorral
Ez a feladat csak annyiban kiilonbozik az el6z6t6], hogy most a teljesitmény van megadva és

nem a leadott teljes energia és az energialeadas ideje. Vagyis a [5:63 képletbe ¢/t helyére kell

2-4-Pcp,
E, = \|—5——=
d*m

Vv
8-15-103W-1.257- 10—6A—S 2,998 1082

P-t helyettesiteni:

= m S
(2-1073)>m?3.1415
Vv
= 1.897-10°— (15.9.1)
_m
Mdsodik megoldds: Energiastiriséggel
A T = = periédusidd alatt kisugdrzott energia w = P- T és ez az energia egy V = d*mw\/4

(&
térfogatban oszlik el. Az 4tlagos energias(irliség

Aw _4P-T _ 4P

sw= = V  dn)\ d*7c
4p
<w> = 159.2
v d*rmc ( )
Ugyanakkor vdkumban

1 1
<w>=3 (60 <E*>+— < B >> (15.9.3)

Mo

A 1ézer éltal kisugarzott fény egy EM sikhulldm, tehat az elektromos €s magneses energasiirliség
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4tlagai benne egyenlek™

1
e, <E*>=—<B*> (15.9.9)
Mo
<w> = g,<E*>
= 60E02' < sinz(kx—wt) >
1
= 55,,123 (15.9.10)

ahonnan, mivel <w >=P-T

. \/m_ 8-15-10°W
o - B - A
FTEC A\ (2. 102 m?23.14158,85- 1012 222 998 108"
S

m

1%
1,897-10° — (15.9.11)
m

(b) A nyaldb [ = 1 m hossztisdgi darabjiban levd energia:

! 1
=P-t4=P--=15-10° ———— =5.004- 107" 15.9.12
e=mEmY 2.998 - 108 / (159.12)

(c) A fény impulzusa és energidja kozotti kapcsolat:
p="=1.669- 10 kgm/s. (15.9.13)

c

15.10. Feladat: (HN 35C-33) Elektromagneses sugarzast kibocsaté forrds hosszui egyenes men-
tén sugdroz (vonalforrds); teljesitménye méterenként 20 W. Mekkora az elektromos térerdsség

amplitidéja a vonalforrdstol 5 m-re?

U evezetés: cB=E, ¢ =

,azaz B= /e, i, E

€o o
1 2 1 2
<w> = 5 €0<E >+;<B > (1594)
1
= o (20 <E*>+e, <E*>) (15.9.5)
= &, <E?>=¢, < E?-sin*(kx—wt) > (15.9.6)
= g, EX <sin*(kx—wt) > (15.9.7)
1
_ EE”Eg (15.9.8)
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Megoldas: Jelolések: P =20 W /nem feledve, hogy méterenként/; r =5 m. Mivel vonalforrasrol
van sz0, igy egy r sugart és [ = 1 m hengerpalasttal szdmolunk. /Itt vessziik figyelembe az mé-
terenkénti hosszt./

A kisugarzott S energiadram siiriség egyrészt az

P

- 2rml’

S

(15.10.1)

masrészt az . |
S=—EyBy= E? 15.10.2
2;“0 0020 2,UOC 0 ( )

alakban frhaté fel. A (I10) és (I5-T072) egyenletek egyenldségébdl a térerdsség amplitiddja
Ey= /22 =21,9V/m, (15.10.3)
rml

15.11. Feladat: (HN 35C-37) Sikkondenzatort i dramerdsséggel toltiink (95. dbra).

z

A keresztmetszet
\\\t—__ Rﬁﬁ
Wy gty |1 I
I T

95. abra. A 35C-37 feladathoz

(a) Mutassuk meg, hogy mialatt az elektromos térerosség novekszik, az S Poynting-vektor a
lemezek kozotti térben mindeniitt a kondenzétor tengelye felé mutat. (A lemezek szélénél a

térer6sség inhomogenitdsait figyelmen kiviil hagyhatjuk.)

(b) Ha a Poynting vektort a kondenzatort korbevevé hengerpaldst mentén integraljuk, ak-
kor a feliilet altal bezart térrészbe aramlo energia nagysagat kapjuk meg. Mutassuk meg, hogy
ez az energiadram egyenld a kondenzdtor elektromos erSterében tarolt energia ndvekményével.
(Ebben az értelemben, a kondenzator energidja nem az dramvezetd huzalokon keresztiil, hanem

a kornyezd térbdl ,.érkezik".)
Megoldas:
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(a) |
S=—ExB (15.11.1)

Ho
Ha E viltozik, akkor ennek hatdsdra 6nmagukba zar6dé magneses erdvonallakkal jellemezhetd

B tér indukalodik a

1
— ¢ Bds= 508—E
Ho ot

egyenlet szerint. Az indukdlt mégneses tér merdleges az elektromos tér valtozdsara és egy adott

dA (15.11.2)

r tavolsdgban a kondenzator tengelyétdl mindenhol ugyanakkora nagysdgi. Amennyiben ds-et

H-val parhuzamosnak vélasztjuk a baloldali integral:
1 1
— ¢ Bds=27r—B. (15.11.3)
Ho fo

A jobboldali integrélt a baloldali integrélds zart gorbéjére illeszkedd tetszbleges feliiletre kell
venni. Legyen ez a feliilet a kondenzétorlemezekkel parhuzamos korlap. Mivel a lemezek kozott
mind E, mind ‘Z—];: homogén €s lefelé mutat, vagyis parhuzamos a feliilet normdlvektorédval, ez az

integral is egyszertien kiszamithato:
OE dE
/50—dA:€0—t-r27r (15.11.4)

Behelyettesitve egyenletbe

1 E
2—B:50rd— (15.11.5)

Lo dt

1 dE
B_EM()gor_dt (15.11.6)

Az E vonalak az abran lefelé mutatnak. Az E nd, ezért AE véltozdsa azonos irdnyu vele, vagy-
is a magneses erdvonalak a lemezek sikjaval parhuzamos, a pozitiv lemez irdny4bol nézve az
6ramutaté jardsaval megegyez6 irdnyu, korok. S irdnya minden pontban mind E-re, mind B-re
merdleges, igy a kondenzator tengelye felé (befelé) mutat. S integralja a kondenzatort koriilvevd

hengerpalédstra ™ megadja az energiadramlas fluxusat:

1
O(e) deA=27rrd-\S|=27rrdoE-—B
Lo

1 dE
27rd E-—e,r —
Tr 25 rdt
dE
2
0 dE — 15.11.7
E T 17 ( )

12A d A feliiletelem irdnyit a tengely felé mutaté irdnyba vessziik fel.
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Mivel ez a kondenzitor belseje felé mutat a kondenzator energidja idéegységenként ennyivel

novekszik.
5 dE
Acc(At) = P()At=¢,r WEEAIGI (15.11.8)

A kondenzétor energidjanak kis Az id6 alatti novekedését az drammal is kiszamolhatjuk:

Aec(At) = Aq-Uc=i-At-Uc (15.11.9)
= i-At-E-d=i-E-At-d (15.11.10)
Az i dram azonban a lemezek kozott nulla. Nagysdga azonban megegyezik a j., = ¢, a7
eltoldsi dramsiiriiség
ot = Jenr A = dEA (15.11.11)
Leit = Jelt A = Ep dt <Lt
fluxuséval, az i,y eltoldsi drammal, ahol A = r> 7. Behelyettesitve:
dE
A&C(A[) = EOE -r27rE-At-d
dE
= g,,rZWEEAtd (15.11.12)

Lathatjuk, hogy I5TTR és valéban megegyeznek. A feladat allitasat ezzel igazoltuk.

16. Feladatok a geometriai optika témakorébol

Fénytorés

16.1. Feladat: (HN 37B-2) Ha keskeny 1ézernyaldb vastag tiveglemezr6l ver6dik vissza, akkor
két parhuzamos nyaldb keletkezik. Az egyik a lemez el6lapjardl, a masik a lemez hatlapjarol
verddik vissza. Tegyiik fel, hogy a beesési szog 0, a lemez vastagsdga D, a lemez livegének to-

résmutatdja n. Adjuk meg a két visszavert sugar merdleges d tavolsagét 0, D és n fiiggvényében.

Megoldas: X

16.2. Feladat: (HN 37B-11) Nyugodt vizi t6 fenekén 1év6 hal a vizfelszin felett a tajnak, a
haltél induld, fiiggbleges tengelyli korkipba esd részét lathatja. Szamoljuk ki azt a térszoget

(szteradidnokban), amelyet a hal szeme befog.
Megoldas: X

2018. november 6. 252


mailto:markus@phy.bme.hu

BME Fizikai Intézet Markus Ferenc, markus @phy.bme.hu

16.3. Feladat: (HN 37C-37) Vezessiik le a Snellius fénytorési torvényt a Fermat-elvbdl kiin-

dulva.

Megoldas: Legyen a két kozeg hatdra az x tengely. Az x tengely feletti anyag torésmutatdja
n, a tengely alatti anyag torésmutatdja n,. A fénysugér induljon az n; kézeg (x;,y;) pontjabol
és érkezzen meg az n, kozeg (x,,—y,) pontjdba. Az dthaladési pont koordinatija (x,0). Az x

koordinatdk kozott alljon fenn: x; < x < x,. A Fermat-elv értelmében az optikai ut (eikondl)

minimalis:
)
S(r) = /nds = m1y/ (= P4 y2 4oy /(e x4 33 = min. (16.3.1)
1
azaz

dS(x) X—X Xy—X
=0= + . 16.3.2
dx n (x—x1)2+y3 e (2 —x)%+y3 ( )

s;{a s;r;ﬁ

Itt o a beesési, [ a torési sz0g. Az Osszefiiggést mas alakban irva:

sin
o (16.3.3)
sinf  my

amit bizonyitani akartunk.

17. Feladatok a hullamoptika témakorébol

Interferencia

17.1. Feladat: (HN 38A-3) Kétréses kisérletben a natriumldmpa fénye (\; = 589 nm) egymastol
dy = 1,8 mm-re 1év6 csikokat hoz létre az erny6n. Mekkora lesz a csikok kozti tdvolsdg, ha
higanygbzlampaéval (A, =436 nm) vilagitjuk meg a réseket?
Megoldas: A natriumldmpa fényére az erdsitések helyei

dsinf =m\, (17.1.1)

ahol d a két rés kozotti tavolsag. Ha kis szogeket tekintiink, akkor ehelyett irhatjuk, hogy

df=m),. (17.1.2)
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Az erny6n a csikok helyzetét az
L
X1 =Ltg9~L9=m3/\1, (17.1.3)

ahol L az ernyd résektdl valé tavolsaga. Két csik kozotti tdvolsag

L
dy = EA]' (17.1.4)
Hasonl6 6sszefiiggés all fenn a higanygdz ldmpa fényre:
L
dzzg)\z. (17.1.5)

E két egyenletbdl a higanygdz lampa csikjainak tdvolsaga
A2
dzzdl)\—:l,?)?)mm. (17.1.6)

1

17.2. Feladat: (HN 38B-8) A hélium-neon lézer (A = 633 nm) sugdrnyaldbjit egy ernydre
irdnyitjuk. Hany hulldimhossznyival n6 meg az optikai dithossz, ha a nyaldb dtjadba merdlegesen

d =0,11 mm vastag, n = 1,55 toérésmutat6ju iiveglapot helyeziink?

Megoldés: A d uthosszon

d
N, = 3= 173,78 (17.2.1)
hulldm fér el. Az n térésmutatéji iivegben a hulldimhossz
A
An=—, (17.2.2)
n
igy a d tavolsdgban
d nd
N, =—=—=269,35 17.2.3
2 A/l’l 2\ 9 ( )

hullam fér el. A kettd kozotti kiillonbség 95,57 hullimhossznyi.

17.3. Feladat: (HN 38B-12) Kettds rést 600 nm hulldmhosszusagu fénnyel vilagitunk meg és
ezzel egy ernyon interferencidt hozunk létre. Ezutan igen vékony flintiivegbdl (n = 1,65) késziilt
lemezt helyeziink csak az egyik résre. Ennek kovetkeztében az interferenciakép fomaximuma
pontosan oda tolddik el, ahol az eredeti elrendezésben a tizedrendii maximum volt. Szdmitsuk

ki ebbdl, hogy milyen vastag volt az iiveglemez!

Megoldas: Legyen a rések tdvolsdga d, az iiveglemez vastagsiga w! Az liveglemez behelyezése
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el6tt az intenzitdsmaximum a rések kozépvonaldban volt, ami a zérus faziskiilonbséghez tarto-
zik. Az liveglemez behelyezése utan a zérus faziskiilonbségii hely pozicidja eltolédik, mégpedig
ugy, hogy az iiveglemez fazistolasat az tiveglemezzel nem fedett résen athaladé fény hosszabb
utja kompenzdlja. Ha az ernyd tdvolsiaga elég nagy, a két résen athaladé fénysugarak parhuza-
mosaknak tekinthet6ek. A tizedik maximumhoz tartozé oy szog a flintiiveg nélkiili esetben igy

a

A0 = 10\

d-sinog=10\ (17.3.1)

egyenletbdl kaphaté meg. A w vastagsagu flintiiveg behelyezése A ®-vel megvaltoztatja az illetd
résen athalad6 fényhulldm fazisdt. Hogy mennyivel azt igy kaphatjuk meg, hogy kiszdmoljuk
mindkét résre a w tithosszhoz tartozé fazisokat és ezeket kivonjuk egymdsbol. Az iiveglemezzel
nem fedett rés esetén ezt a tdvolsdgot a fény a leveg6ben teszi meg, a masik résnél tivegben, ahol

nagyobb az optikai tthossz™. :

A (I)leveng =27 K

A
Ay =27 A:jeg p W)'\n
A@:A@aveg—Aéleveg6:2w@ (17.3.2)
ami az optikai uthosszkiilonbségekkel is kiszdmithato:
So=w optikai dthossz levegében
Siiveg =1+ W optikai uthossz az tivegben
A= Sieg—So=w-(n—1) (17.3.3)
A@=2W%=2W@ (17.3.4)
Vegyiik észre, hogy az optikai uthossz képletében a hullimhossz nem szerepel.
A flintiiveggel a zér¢ faziskiilonbséghez tartozé szog meg kell egyezzen avjy-el:
As = d-sinajy (=10N)
w-(n—1) = 10\
_ 1A _10:6-107 g 03 1o (17.3.5)

n-1_ 0,65
A flintiiveg lemez vastagsaga tehat 0,00923 mm.

13 A két kbzegben a fény sebessége és hullimhossza mds a frekvencidja (v = ¢(n)/A = ¢/(n- \)) viszont nem.
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17.4. Feladat: (HN 38A-16) Adjuk meg annak a legvékonyabb szappanhartyanak (n = 1,33) a

vastagsagat, amely a legnagyobb intenzitdssal a 400 nm hullimhosszusagu kék fényt veri vissza.

Megoldas: Legyen a szappanhartya levegében. A bees6 fény a 38-16a dbra szerint a szappanhér-

tya mindkét feliiletén visszaverddik™. A két visszavert hulldm interferencidja adja meg a teljes

...

A® =2xn nd/A

96. abra. A 38A-16 feladathoz

visszavert hullamot. Maximalis akkor lesz a visszavert intenzitds, ha a két visszavert hullam
optikai utjanak kiilonbsége a hullimhossz egész szamu tobbszorose (As =m - \), vagyis a fazis-
kiilonbség A® =27 -m, ahol m=0, 1,2,... Figyelembe kell azonban azt is venni, hogy amikor a
fényhulldam optikailag stirtibb kozegrdl verddik vissza akkor egy A /2 ttkiilonbségnek megfeleld
m nagysagu fazisugras torténik mig az optikailag ritkdbb kozeg hatdrfeliiletérdl visszaverddésnél

nincs fazisugrds. Az dbra alapjan

As, = 2dn optikai dtkiilonbség a szappanhartydban (17.4.1)
1
Asy = E)\ fazisugras (17.4.2)
1
As = 2dn- 5)\ teljes optikai utkiilonbség (17.4.3)
1
As—=\
AD = 27 TZ teljes faziskiilonbség (17.4.4)

Maximadlis amplitud6 eléréséhez a teljes optikai ttkiilonbségnek m A-val kell megegyeznie, vagy-
is (CZ43)-t felhasznalva

1
2dn — ZA=m-) (17.4.5)
1
(m+=)A
d = —2 m=0,12,--- (17.4.6)
2n

14 Az 4bran a bees6 és visszavert hulldmokat parhuzamos vonalak adjak meg, a valésdgban az ezekre a vonalakra
merdleges hullamfeliiletek interferalnak.
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Behelyettesitve a hullamhosszat az elsd hdrom lehet6ség a maximalis reflexi6 eléréséhez

1400-107

do =T,33=7,519~10‘8m (17.4.7)

d —M—2256-10‘7m (17.4.8)

T 21,33 7 o

d> :Mzs 759107 m (17.4.9)
21,33 ’

Tehét a legvékonyabb szappahartya, amelyik a legnagyobb intenzitdssal a 400 nm hulldmhosszu-

sagu kék fényt veri vissza 7,519 - 1078 m vastag.

17.5. Feladat: (HN 38B-19) Viz felszinén 1sz6 olajréteg (n = 1,45) merSlegesen beesd fehér
fénnyel van megvilagitva. A folt d = 280 nm vastag. Adjuk meg, hogy melyik szin dominal
(a) a visszavert fényben €s

(b) az dtmend fényben!

Megoldas: Mindkét esetben az a fény domindl, amelyikre erésités van.

(a) A visszavert fényben két nyaldb interferencidjat tekintjik. Az egyik a feliiletrél verddik
vissza. A nagyobb torésmutat6ji kdzeg miatt a visszavert nyaldb 7 fazisugrds szenved, amely
A/2 tthosszkiilonbségnek felel meg. A madsik nyaldb az olajban halad, majd a viz felszinén
reflektdlodik. Az optikai tthossz 2nd. Mivel a feladat nem tartalmazza a viz torésmutatdjat, igy
ha kisebb mint az olajé, akkor nincs fazisugras, ha nagyobb, akkor 7.

A kisebb torésmutatd esetén erdsités feltétele
1
2nd—§)\:m/\. (17.5.1)

A lathato tartomanyba esd hulldimhossz A = 541 nm.

A nagyobb torésmutaté esetén az erdsités feltétele
2nd =m, (17.5.2)

ahonnan \ =406 nm.

(b) A feladatrész az el6z6hoz hasonlé meggondoldsokkal oldhaté meg.

17.6. Feladat: (HN 39A-1) Résen elhajlé 550 nn hulldmhosszisaga fény diffrakcios képét a

réstdl 3 m tavolsdgra 1évd erny6n fogjuk fel. A centralis maximum két oldalan 1év6 harmadrendi

2018. november 6. 257


mailto:markus@phy.bme.hu

BME Fizikai Intézet Markus Ferenc, markus @phy.bme.hu

minimumok tdvolsdga 25 mm. Mekkora a rés szélessége?

Megoldés: Adatok: A =550 nm; L =3 m; D =25 mm.

Rés esetén a minimumok az

mA=sind (m=1,2,....,n) (17.6.1)

Osszefiiggésbdl hatdrozhatjuk meg, ahol m a kioltasi helyek sorszdma, 6 az elhajlds szoge.
(Ne feledjiik, hogy kozépen erSsités van!) Mivel két harmadrendd (m=3 és m=-3 szimmetri-
kusan) vonal tdvolsdga adott, igy elég a félszogre vonatkozé adatokkal szamolni. Igy pl. az

m=3-hoz tartoz6 elhajlasi szog

tgh = ~L=. (17.6.2)

Felhaszndlva, hogy kis szogekre a sinf = tgf kozelités alkalmazhatd, a rész szélességére az

mA  2mM\L
=—=—— 17.6.3
a sinf D ( )

adodik. Az adatok behelyettesitésével: a = 0,4 mm.

17.7. Feladat: (HN 39-A2) Egy rést az 550 nm hulldmhosszisagu fény vildgit meg és a réstdl 3
m-re 1évS ernydn elhajlasi kép alakul ki. Hatdrozzuk meg a centrdlis maximum teljes szélességét,

ha a rés (a) 0,2 mm és (b) 0,4 mm szélességd.
Megoldas: Egy résre
d-sina=m-\ m=1,2,3,--- minimumok (17.7.1)

Jeloljiik a hulldimhosszat A-val, az ernyd tavolsagat L-lel és a rés szélességét d-vel! A centrdlis
maximum teljes W szélessége megegyezik az m = 1-hez tartozé minimumok tavolsagdval, ami

az els6 minimumokhoz tartozé a;, ; szoggel szimolhato ki:

A

7z

ahol sin a1 = 7 és

W=2-L-tga (17.7.2)

2.75-1073 (d =0,2mm)
SiM Qi1 = (17.7.3)
1.38-1073 (d =0,4mm)
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Mivel a1 KiCS1 Sin Qpin,1 /218 Qmin.1 = Qi 1, 1Y

8.25-107m
W A 2+ L $in Qpin1 = (17.7.4)
1.65-102m

17.8. Feladat: (HN 39A-11) Egy bizonyos tdvolsagra eltdvolodott auté két hatsé lampdja éjsza-
ka alig kiilonboztethetd meg egymastdl, mint két kiilondllé fényforras. Becsiiljiikk meg az aut6tol
val6 tavolsagunkat, feltéve, hogy a lampak kozotti tavolsag 1,5 m €s atlagosan 640 nm hullam-
hosszusagu fénysugarat bocsatanak ki, a megfigyeld szemének a pupilldja pedig 6 mm atmér6j.
(Megjegyzés: kiilonbozd stirtiségli levegdrétegekben a fénytorés hatdsara a kép homélyossa va-

lik, igy a tavolsag valdjaban kisebb a szdmitottnal.)

Megoldas: Az autdlampdk elég messze vannak ahhoz, hogy pontszertinek tekinthessiik azokat és
a beldliik kiindul6 fény a megfigyeld szeméhez j6 kozelitéssel két, nem azonos szogben terjedd
sikhulldimként érkezzen. Ha a szemet egy D atmérdjd kor alaku diafragmadval ellatott f fokusz-
tavolsagu lencsével modellezziik, az a sikhullimot egy Ax = « - f méreti foltra képezi le, ahol
o~ sina = 1.22%. A két hatsé lampa akkor kiilonboztethetd meg, ha a nekik megfeleld foltok
a latokérgen éppen A x tavolsdgba esnek. A 1. abran piros vonal jeloli a lampak tavolsagat €s a
szemen beliil a pupilla véges mérete miatti A x méreti foltokat. A foltok mérete és kozéppontjaik

tdvolsdga megegyezik. A [CA. dbra alapjan

\@\Q
S <) | AX
N/

f

97. abra. A 39A-11 feladathoz

A
X fra=f D
S = (L+f)-ax~L-«
D 1,5-
- s S ,5-0,006 :1’15‘104111' (17.8.1)

o T 1,220 1,22-6,4-107

Vagyis az aut6 tdvolsaga 11.5 km.
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17.9. Feladat: (HN 39A-27) A A =0,30 nm hullimhossztsagu rontgensugarak NaCl kristdlyon
elsérend( visszaverddést hoznak létre o = 30°-0s szogben érkezve. Szémitsuk ki, mekkora az a

racséallandd, ami ennek a visszaverddésnek felel meg.

Megoldas: A Bragg-féle szoras feltétel szerint a diffrakcié maximuma a

m\ =2dsing, ahol m=1,2,3,.... (17.9.1)
Innen a racsallando
mA\
dim=1)= - =0,3nm. (17.9.2)
2dsinp

17.10. Feladat: (HN 40A-2) Két idedlis polarsz{ird lemez igy van egymdsra helyezve, hogy a
transzmisszios tengelyeik kozotti szog 6. Adjuk meg a lemezek kozotti szoget tigy, hogy a beesd

polarizalatlan fény intenzitdsanak 1 = 45%-a atjusson.

Megoldas: A masodik lemez utani intenzitds a Malus-torvény értelmében

1(0) = %Ocosz&, (17.10.1)

amelybdl az dteresztés aranya

1
n= 5cos29. (17.10.2)

Az adatok behelyettesitésével 6 = 18,43°.

17.11. Feladat: (HN 40A-7) Uveglemez Brewster-szoge 57°, ha a lemez a levegSben van.

Szamitsuk ki a lemez Brewster-szoget, ha vizbe helyezziik (n = 1,33)

Megoldds: A Brewster-szog azt jelenti, hogy a visszavert és megtort nyaldb altal bezart szog 90°,

igy a torés szoge 33°. Ezzel az iiveg torésmutatdja

ny=——=—=1,54. (17.11.1)

A vizbe helyezés esetén jelentse o a beesési, [ a torési szoget. Ekkor egyrészt

ng sina

—=— 17.11.2
n sinf’ ( )

masrészt a Brewster-szog miatt teljesiil, hogy
90° = a+ 3. (17.11.3)

Az egyenletrendszert megoldva a beesési szog o = 49,2°.
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18. A kvantummechanika el6zményei

A kvantummechanika el6zményei

18.1. Feladat: (HN 42A-7) Az emberi szem kb. 555 nm hulldmhosszndl a Iegnagyobb érzé-
kenységli. Adjuk meg annak a fekete testnek a homérsékletét, amely sugarzasanak a spektralis

teljesitménye ezen a hullimhosszon a maximalis!

Megoldas: Wien torvénye:
Mmae - T =2,8977721- 107 K m, (18.1.1)
ahonnan

_2,8977721-1073
T 555-107

=5221K. (18.1.2)

18.2. Feladat: (HN 42A-15) A natrium kilépési munkdja 2,75 eV. Adjuk meg a fotoelektromos
hatds kiiszobhulldmhosszit Na esetére!

Megoldds: Az Einstein—képlet szerint

1
h-y:W+Ek,-n:W+§mv2. (18.2.1)

A kiiszobhulldmhossz esetén a kilépd elektronok kinetikus energidja nulla

c

h-v = h-)\ w (18.2.2)
he  6,626-10734J5-2,998-108m/s

A= —=2 ’ 18.2.3

w 2,75-1,602-10-197 ( )

A = 4,509-10"m. (18.2.4)

18.3. Feladat: (HN 42B-22) Egy gamma—foton, melynek energidja az elektron nyugalmi ener-
gidjaval (511 kev) egyenld, Osszeiitkozik egy elektronnal, ami kezdetben nyugalomban volt.
Szamitsuk ki, mekkora mozgasi energidt nyer az elektron az iitkozésben, ha a foton az erede-

ti palyaegyenesé€hez képest 30°-0s szogben szorodik!

Megoldas: A feladatban leirt folyamat a Compton effektus, amelynek képlete
AXN= X=X = Acompron (1 —c0s6), (18.3.1)
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ahol ,
)‘Complon =——=2,43. 10_121’}1 (18.3.2)
m

e

z elektron Compton hullamhossza. Behelyettesitve

N=X = 2,43-102m(1-cos30°) =

V3

= 2,43~10—12(1—7)=
= 3,251-10%m
N = A+3,251-10%m. (18.3.3)

Tudjuk, hogy a foton kezdeti energidja

E foton =V =h§ =511-10°eV =511-10%-1,602-107"° =8,187-107'*J,

ahonnan \ = 2,426 - 1072 m. Mivel a kimend foton hulldimhossza nagyobb, energidja kisebb lesz

és ez az energiacsokkenés lesz egyenld az elektron kinetikus energidjanak novekedésével. Mivel
kezdetben az elektron nyugalomban volt ez egyuttal a teljes mozgdsi energidja is lesz

, hc 1,987-107%

Sporon =N T 27511012

Ekin = ~(Efopon—Eforon) = 9,674-107°J = 60,38 keV. (18.3.4)

=7,220-107"%J = 450,6keV

18.4. Feladat: (HN 43A-12) Egy mozgé neutron de Broglie-bullimhossza 0,2 nm. Adjuk meg

a neutron sebességét és a mozgdsi energidjat eV egységekben!

Megoldas: A de Broglie képlet szerint

h h
)\ = _= —
p my
h 6,626-107* m
= = ’ =1981 —
VT N T 1,673-1027-2.10°10 s
1
Exin = Emnv2:3,281~10_21J:2,048-10_2eV. (18.4.1)

18.5. Feladat: (HN 43B-23) A T ateresztési tényezd azt adja meg, mekkora a valdszintisége an-
nak, hogy egy m tomegti részecske a B8. dbran bemutatott derékszogli potencidlfalhoz kozeledve

»atalagitazik" a potencidlfalon

82 m, (U —
T =e2kP, aholk:\/%. (18.5.1)
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£ — o —
T I
|

98. abra. A 43B-23 feladathoz

Vizsgaljunk olyan potencidlfalat, melyre U =5¢eV és D =950 pm (pikométer). Tegyiik fel, hogy
egy E= 4,5 eV energidja elektron kozeledik a potencialfalhoz. Klasszikusan az elektron nem
képes athaladni a potencidlfalon, mert £ < U. A kvantummechanika szerint azonban véges

valésziniisége van az dtalagitozdsnak. Szamitsuk ki ezt a valdszintiséget!

Megoldas:
L - 8729,109-10731(5-4,5)-1,602- 1071
B (6.626 - 10-34)2
1
= 3.623-10°— (18.5.2)
m
T = 2362310795010 _ | n5.1073 (18.5.3)

18.6. Feladat: (HN 43B-28) Egy atomot az 1,8 eV energidval az alapdllapot folotti szintre
gerjesztve, az atom ott dtlagosan 2 - 107 s id6t tolt el, mielott alapallapotba keriilne vissza.

(a) Adjuk meg a kibocsatott foton frekvenciajat!

(b) Adjuk meg a foton hulldmhosszat!

(c) Adjuk meg a foton energidjdnak bizonytalansigat!

Megoldas:
(a) Az alapéllapotba visszatérés sordn kibocsatott foton frekvencidja
E 1,8-1,602-107"J

=== =4,352-10"H 18.6.1
YT 662610405 ¢ (186.1)

(b) és hullamhossza
A= 5 = 6,888-107 m. (18.6.2)

(c) Egy adott dllapot A E energiabizonytalansaga és az adott allapotban tartozkodas At idGtar-
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tama kozott is fenndll egy hatdrozatlansagi 6sszefiiggés:

AE-At>h (18.6.3)

AE > % =5,27286-107J=3,29106-10"""¢V. (18.6.4)

18.7. Feladat: (HN 44B-9) A csillagkozi térben az atomos hidrogén éles spektrumvonala, az
un. 21 cm-es sugarzas keletkezik; a csillagdszok ezt tartjdk legalkalmasabbnak a csillagok ko-
zotti hidrogenfelhok detektéldsara. A csillagkdzi por elmosddotta teszi a lathatd tartoményba eso
hulldmhosszakat, ezért az elobb emlitett sugarzas, amely a rddidhullamok tartomédnyaba esik, na-
gyon hasznos. Az elektrondllapotok kozotti energiadtmenetet, melytdl ez a sugarzds ered, nem
lehet egy meghatdrozott n-nel jellemezni. Az a helyzet, hogy az n = 1 alapéllapotban az elektron
és a proton spinje paralel vagy antiparalel lehet; a két dllapot energidja kissé kiillonbozd.

(a) Mi a feltétele a magasabb energidju allapotnak?

(b) A pontos hulldmhosszérték 21,11 cm. Mi a két dllapot energiakiilonbsége?

(c) A gerjesztett dllapot atlagos €lettartama 107 év. Szdmitsuk ki a gerjesztett dllapot energidja-

nak bizonytalansagét.

Megoldas:
(a) Az elemi részecskék (példankban a proton és az elektron) spinjéhez mdgneses momentum is
kapcsolodik a

1
nw=0g—S (18.7.1)
2m

képlet szerint, ahol S a spin, ;© a mdgneses momentum nagysaga, Q a részecske toltése és g az
un. g—faktor. Mivel a proton toltése pozitiv az elektron toltése negativ a proton magneses mo-
mentuma spinjével egyirdnyu, az elektroné azzal ellentétes. A proton migneses momentumahoz
tartoz6 magneses térben az elektron akkor lesz magasabb energidjd, ha a migneses momentu-
mok egyirdnytak, vagyis a spin momentumok ellentétes irdnyuak.
(b) A két allapot energiakiilonbsége felel meg a kibocsatott foton energidjanak. Mivel
A = 0,2111m, az energiakiilonbség

¢ _6,62607- 10734J5-2,99793 - 108m/s

Ae = hv=hy= 02111m

5,87325-10 eV (18.7.2)

=9.40998 - 1072 J

2018. november 6. 264


mailto:markus@phy.bme.hu

BME Fizikai Intézet Markus Ferenc, markus @phy.bme.hu

(c) Az energiabizonytalansag

Ae- AT
Ae

IV

h
h o 1.05457-10*Js
AT 107-365-24-3600s

v

=3,344-10%7=2,087-107%V. (18.7.3)

18.8. Feladat: (HN 43C-33) Amikor egy atom fotont bocsat ki, az energia valamilyen hdnyada
ahol

. 14 4 T p v den €
az atom visszalokddésére forditédik. Mutassuk meg, hogy ez a hanyad kozelitdleg >

mc
€ az dtmenet energidja és m az atom tomege.

Megoldés: A feladat szerint a keletkezd fotonok ¢y, €nergidja kisebb lesz, mint az dtmenet
energidja. Jeloljik a kettd kiilonbségét o ¢! Igazolnunk kell, hogy

0 _ €—Efoton €

€ € 2mc?

ahol, mivel € << mc?, a feladat 4llitdsa szerint € és € foron €sak Kicsit kiilonbozhet egymastol

de
de<<e azaz — << 1.
€

Hasznaljuk az energia és impulzusmegmaradas feltételeit! A e energidji dtmenet sordn az ener-

gia és az impulzus megmarad, vagyis

Patomt Dfoton = P;mm + p}omn (188 1)
Eatomt Efoton = 6;[0,11 + g}own (18.8.2)
(18.8.3)

Maradjunk az emisszid el6tt nyugalomban levd atom vonatkoztatdsi rendszerében. Ekkor az

impulzusokra
Patom = Dfoton = 0 (18.8.4)
Paom = Plroton» €s mivel (18.8.5)
€ foton
Plon = 2 (18.8.6)
p;tom = 0_p}0"’” = _Efz‘mn (18.8.7)

Innent6]l mind klasszikus, mind relativisztikus médon megoldhatjuk a feladatot. Figyelembe
véve, hogy a visszalok6dd atom sebessége sokkal kisebb, mint a fénysebesség ezen a szinten
elegendd a klasszikus fizikai megoldds. A teljesség kedvéért azonban felirjuk a relatitaselmélet

szerinti megoldast is.
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(a) Klasszikus fizikai (nem relativisztikus) megoldds

Vélasszuk az atom alapallapotbeli energidjat nullanak! A kibocsatott foton € ¢, energidja a
visszalokddés miatti energiaveszteség kovetkeztében nem azonos az energiaszintek ¢ tdvolsaga-
val. (IBX)) és (IRRA) -be a foton pyson = % és az atom impulzusdnak klasszikus fizikai p =mv
formuldit behelyettesitve

€ foton € foton

0 = mv+—o = =—mv (18.8.8)
c c
€ = Emv2+5fo,0n, és mivel
15, 1 , 1 <5f-o,0n)2
2mv T 2m (mv)” = 2m c
85‘01,‘012
g = e +€ foron (18.8.9)

Az egyenlet jobboldaldn az € f,,,, = (¢ —d €) ismeretlen fotonenergia szerepel. Vagyis

2
6fomn _ (5 -0 5)2
2mc? 2mc?
g2 20ec-e e g2

2mc?  2mc?  2mc? 2mc?

de = E=Efoton =

(18.8.10)

Ez az az energia rész, ami az atom visszalokddésére forditodik, vagyis a foton energidja ennyivel

kisebb lesz. Ezért
E=Efoton ~ €

€ 2mc?’

(18.8.11)

Ezzel az dllitast igazoltuk™.
(b) Relativisztikus megoldds
Vilasszuk az atom alapéllapotbeli energidjat nulldnak. A kibocsatott foton energidja a vissza-

16k6dés miatti energiaveszteség kovetkeztében nem azonos az energiaszintek ¢ tdvolsagéval. Je-

16ljiik ezt Efyon-nal! Felhasznélva a specidlis relativitdselmélet energia, impulzus €s nyugalmi

1587il4rd testekben a képletbe helyettesitends tomeg az atomok kolcsonhatdsa miatt nem feltétlen azonos a
szabad atom tomegével, lehet anndl nagyobb, kisebb, s6t akar végtelen is. Ezt a tomeget az atom effektiv to-
megének nevezziik. Ezt a Mossbauer-effektust hasznaljuk ki pl. a meteorok és holdkézetek analizisére a Mossbauer-
spektroszkdpidban.
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tomeg kozott fennalld E2— p? ¢? = (mc?)? képletét™

Cgtom = MC+e

€foton = 0

E}oton = ¢

Eriom =V Porom (' )2, (18.8.12)

ahol m’ ¢? azt jeldli, hogy a mozgé atom energidjanak szdmolds4dnal nem a nyugvé atom m tome-
gével kell szamolni™. Ebben a folyamatban a kibocsatott foton energidja sokkal kisebb az atom
nyugalmi energidjandl: &, << mc?, ezért m' ~ m, vagy masképpen dm =m'—m << m. A
(IB=XT72) egyenletbe behelyettesitve (IEXT)-et:

Coaom = N Plom (! 2)? (18.8.13)
= \/p’fzmcz+(m’cz)2 (18.8.14)
2
= \/(gf—’) 2+ (' )2 (18.8.15)
C
= \/g;(,,(m+((m+5m)c2)2. (18.8.16)

Emeljiink ki mc?-et, és hasznaljuk ki, hogy (1+x)? &~ (1+2x), V1+x~ 1+1x, hax << 1,

valamint, hogy € roron << mc* és dm << m

2
! a2 | ((Eforon\? 5_"1
aom = A |(mC?) (<—mc2> +<1+ - (18.8.17)

Q)
|

2 2
= mc*- ((5"”’”2”) +<1+5—m)> (18.8.18)
mc m
2
- mcz-\/<<5f””2") +1+25—m> (18.8.19)
mec m
2
T (5f”’””> ppm (18.8.20)
2 mc? m
azaz )
Ehpom =M+ 5 L2 4 5 mc? (18.8.21)
mc

16Szil4rd testekben a képletben szereplS tomeg az atom effektiv tomege, ami nem azonos a szabad atom tomegé-
vel, ezt haszndljuk ki pl. a Mossbauer-effektusndl, ahol az atom visszalokddését a tobbi atom akadélyozza.
"Bzt szokds hagyomdnyosan tomegnévekedésnek nevezni.
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[RX alapjan

Eatom = Eatom™+E foton (18.8.22)
M+E = o+ oron (18.8.23)

1¢%
mc+e = E'fomn+mc2+§fL‘;"+(5mc2 (18.8.24)

mc

163‘0[0n 2

e = 6f0mn+§mcz +omc (18.8.25)

Tehat a visszalok6dés miatt a foton energidja

1 Z.:}ot(m 2
3 +omc”  -el (18.8.26)

kisebb, lesz, mint az dtmenet energidja. Ez a képlet a klasszikus fizikaitél a § m ¢*-el kiilonbozik,

ami az elsd tagndl is sokkal kisebb.

18.9. Feladat: (HN 44B-9) A csillagkozi térben az atomos hidrogén éles spektrumvonala, az
un. 21 cm-es sugarzas keletkezik; a csillagdszok ezt tartjdk legalkalmasabbnak a csillagok ko-
zotti hidrogenfelhok detektédldsara. A csillagkozi por elmosddotta teszi a lathatd tartomédnyba esé
hullimhosszakat, ezért az elobb emlitett sugarzas, amely a rddiéhullimok tartomdnyéba esik, na-
gyon hasznos. Az elektronéllapotok kozotti energiadtmenetet, melytdl ez a sugarzds ered, nem
lehet egy meghatdrozott n-nel jellemezni. Az a helyzet, hogy az n = 1 alapéllapotban az elektron
és a proton spinje paralel vagy antiparalel lehet; a két dllapot energidja kissé kiilonb6z06.

(a) Mi a feltétele a magasabb energidji allapotnak?

(b) A pontos hullimhosszérték 21,11 cm. Mi a két dllapot energiakiilonbsége?

(c) A gerjesztett dllapot atlagos élettartama 107 év. Szdmitsuk ki a gerjesztett 4llapot energidja-

nak bizonytalansagat.

Megoldas:
(a)
Az elemi részecskék (példankban a proton és az elektron) spinjéhez méagneses momentum is
kapcsolddik a
1
nw=0g—=S (18.9.1)
2m

képlet szerint, ahol S a spin, 1 a mdgneses momentum nagysdga, Q a részecske toltése és g az
un. g—faktor. Mivel a proton toltése pozitiv az elektron toltése negativ a proton magneses mo-

mentuma spinjével egyirdnyu, az elektroné azzal ellentétes. A proton mdgneses momentuméahoz
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tartoz6 magneses térben az elektron akkor lesz magasabb energidjd, ha a migneses momentu-
mok egyirdnyuak, vagyis a spin momentumok ellentétes irdnyudak.

(b)

A két allapot energiakiilonbsége felel meg a kibocsatott foton energidjanak. Mivel

A = 0,2111m, az energiakiilonbség

c  6.62607-107*J5-2.99793-108m/s

=h~= =9.40998 - 107>
hv=h~ 5311l 9.40998-107%°J

5.87325-10%¢V (18.9.2)

Ae

(c) Az energiabizonytalansag

Ae- AT
Ae

v

B
h 1.05457-1034J s
= =3.34403-107%°J
AT~ 107-365-24-3600s
2.08718-107%eV (18.9.3)

v

18.10. Feladat: (HN 44C-36) Mi a valdszintisége annak, hogy az Is-allapotu hidrogén elektron-
jat a magtodl 2,50 a,-nal nagyobb tavolsdgra talaljuk meg?

Megoldas: Az 1s allapotbeli gombszimmetrikus hulldmfiiggvény szorzat alakban irhat6 (szepa-

rdlhato): (r,9,p) = R(r)- y(v, ), ennek radidlis és szogfiiggd része

1 3/2
R(r) = 2<a—) e (18.10.1)
1 1
Y(W,p) = E\/; (18.10.2)

A teljes hullamfiiggvény az 1s dllapotban csak a tavolsagtol fligg:

U(r) = %e"/" (18.10.3)
Ta,

Annak a valdszintisége, hogy az elektront a magt6l ' -nél nagyobb tavolsdgra taldljuk

PG ,00) = / lW(r)|*-4mrtdr=
4 - 2 2r/a
= = re-e °dr. (18.10.4)
ao »
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Integraltdbldzatbdl kinézve az integral értékét™

1/27/\> 27/ Y
P =P 00)= | 5 (—r) + ) e (18.10.9)
o aO
2’ / 2 7z ma 2,./
Behelyettesitve az r' =2,50a, értéket™—: = 5.00
1
G (55.002+5.00+1> e =0.125 (18.10.10)

19. Feladatok a specialis relativitaselmélet targykorébol

Relativisztikus kinematika

19.1. Feladat: Egy tirhajosnak a sajét ideje szerint egy feladat elvégzéséhez 2 percre van sziiksé-

ge. Mennyi id6 telik el ezalatt a Fold vonatkoztatdsi rendszerében, ha az Girhaj6 0, 5c sebességgel

8Bz az integral integraltablazat nélkiil két egymds utdni parcidlis integralds alkalmazis4val konnyen kiszamol-
haté:
o . P 2r apx | ao
Ehhez egy kis segitség: Vezessiink be egy 1j valtozoét (IXT04)-be! Legyen x = —, ekkor r = - ésdr= > dx, az
ao
2
integralds hatdrai pedig — és oo:

ag
4 [ 4 [ 42 » 1 [
Z| Peeedr= Go2 e gy=— / 2 edx (18.10.5)
a, Jr a, 2r' /ag 4 2 2 2r' [ag
A parcidlis integralds képlete szerint
b b
/ u' (x) - v(x)dx = [u(x) - v(x)]Z—/ u(x)-v'(x)dx. (18.10.6)
2 . /] — —x 2 _ 1 2 —X £ /
El6szor legyen /' = e~ €sv= Ex ,ekkoru=—e"ésv =x
1 > 2 —x 1 2 —x = - —X
= x“cetdx=|-=—x"¢ - x(—e)dx (18.10.7)
2 27 [ay 2 2+ ay 27 Jay

A jobboldali integrdl ugyancsak parciélisan integralhat6. Most u’ = —e™,és v =x, ahonnan u =e¢™ ésv' = 1.

oo oo
/2 x(-eMdx=[xe™],, - /2 erdx= e~ (18.10.8)

' fag r’ fag

L[ 12\ 2/ .
f/ Fetdx=| (r) + 241 e
2 2+ Jag 2 a, a,

A végeredmény:

19 4, =0,0529 nm
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halad a Foldhoz képest?

Megoldas: Jelolések: 7 =2 perc = 120 s és v =0, 5c.

A Fo6ld vonatkoztatasi rendszerében

-~
Il

= 138,565 (19.1.1)

1d6 telik el.

19.2. Feladat: Két tavoli galaxis a Foldt6l ellenkez6 irdnyban tavolodik, mindegyik 0,8¢c se-
bességgel. Mekkora volna a masik galaxis tdvoloddsi sebessége az egyiken 1év6 megfigyeld

szamara?

Megoldas: Gondolatban helyezkedjiink el az egyik galaxison. Most ez a K rendszer. A Fold
ehhez képest mozog vy = 0, 8¢ sebességgel. A Fold a K’ rendszer. Ebben a rendszerben mozog
a masik galaxis u/. = 0,8c sebességgel. E galaxis K rendszerbeli u, sebességének kiszdmoldsara

alkalmazzuk a sebesség-0sszeadas
Vo + l/tjC

Uy, = ; (19.2.1)
1+ 205

Osszefliggését. Behelyettesités utan kapjuk, hogy K rendszerbeli (egyik galaxisbeli) megfigyeld
szdmdra a mésik
u, =0,9756¢ (19.2.2)

sebességgel tavolodik.

Relativisztikus dinamika

19.3. Feladat: Egy m, tomegi test sebessége v; = 0,6¢-16l v, = 0, 8c-re valtozik. a.) Mekkora
munkavégzés volt ehhez sziikséges? Szamitsa ki klasszikus és relativisztikus modon is! b.)

Mekkora a test impulzusvaltozdsa? Szamitsa ki klasszikus és relativisztikus médon is!

Megoldés: a, A munkavégzés a klasszikus mechanika szerint:

1
Wi = zmovg—imovf =0, 14myc?, (19.3.1)
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mig relativisztikusan:

2 2
5
W= 0 TC 2 e = 0,4167mec. (19.3.2)
2 z 12
\/1——% \/1——1

c c2

b, Az impulzusvaltozds a klasszikus mechanika szerint:
APy =myv, —mgvy = 0,2mygc, (19.3.3)
mig relativisztikusan:

APy =MV _ Mo T 0,5833mec. (19.3.4)

19.4. Feladat: Részecskegyorsitoban kiilonbozd toltott részecskéket tudunk gyorsitani.

(a) Mekkora egy proton sebessége, ha tomege kétszerese nyugalmi tomegének? (my= 1,67 -
10727 kg)

(b) Mekkora energidval gyorsithato fel a proton erre a sebességre?

(c) Mekkora lenne a nyugalombdl indul6 elektron sebessége ekkora gyorsitdsi energia befekte-

tése utan?

Megoldas:
(a) A feladat matematikai megfogalmazasa:
™ o, (19.4.1)
-3
amibdl a proton sebessége
3
p= £c=0,866c=2,598« 10% mJs. (19.4.2)

2

(b) E sebesség felhaszndldsdval a gyorsitdshoz befektetett energia

myc?

AE = —moc? =moc? =1,503-1071°T7=9.394-10%eV. (19.4.3)

(c) A fenti 0sszefiiggés atrendezésével és az elektron tomegének alkalmazéasaval

m,c? 2
= - ———— ) =2.9999992.10%m/s. 19.4.4
Y c\/ (AE+mecz) ’ : ( )

Megjegyzés: Lathatd, hogy a AE befektetett energia ndvelésével a fénysebesség egyre jobban

megkozelithetd.
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_2

=2moc?, a

19.5. Feladat: Két azonos, kezdetben nyugvo my tomegi részecske egyikével AE;
mésikkal AE, = {mgc? energiét kozliink.

(a) Mekkora lesz a testek sebessége a nyugvé laborrendszerben?

(b) Feltételezve, hogy egy irdnyban mozognak, mekkora sebességilinek érzékeli a lassabban

mozgo részecske a gyorsabban mozgét a sajat rendszerébdl nézve?

Megoldas:
(a) A nyugvo részecske v sebességre torténd felgyorsitdsdhoz sziikséges energia befektetés
moc? )
AE = —myc”. (19.5.1)
=

Ennek felhasznéldsdval a AE; = 2myc? esetén

v =0,8¢ (19.5.2)
az elért sebesség, mig a AE, = imoc2 energia esetén

v, =0,6¢ (19.5.3)

a sebesség.

(b) Ez a két sebesség a két részecske K nyugvo (laborrendszerbeli sebessége). A kérdés, hogy a
nyugvo rendszerhez képest vy = v, = 0,6¢ sebességgel mozg6 /a lassabb részecskéhez rogzitett/
K’ rendszerben milyen a masik részecske u/ sebessége. A gyorsabb részecske sebességét a K

rendszerben jelolje u, = v, =0,8c. A sebesség 0sszeadds szerint

+ /
= 2 (19.5.4)
1+
amelybdl
/ Uy—Vo
u,= m = O, 384c. (1955)

c2

19.6. Feladat: A kezdetben vy = 0,6¢ sebességili my nyugalmi tomegii részecske impulzusat
16/9-szeresére noveljilk. Mekkora lesz a végsd v, sebesség és mekkora energia befektetés kellett
ehhez?

(a) Szamitsa ki klasszikusan!

(b) Szamitsa ki relativisztikus kozelitésben!
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Megoldas:
(a) Klasszikus megoldas: A részecske impulzusa kezdetben mgvy, a gyorsitds végén myv,. A

feladat szovege szerint

16
novy = ?m()\/(), (1961)
amelybdl
16 16

= — = —C. l . .2
V) 9 Vo 15c (19.6.2)

A befektetendd energia

1 1

Wy = Emovg - Emovg =0,389mc. (19.6.3)

(b) Relativisztikus megoldds: A részecske impulzusa kezdetben

Ly (19.6.4)
a gyorsitas végén
el (19.6.5)
=
A feladat szovege szerint fenndll, hogy
mgovy _ 16 movo
==3 ~- (19.6.6)
1-3 -3
Az egyenletet megoldva kapjuk, hogy
v, =0,8c. (19.6.7)
A befektetendd energia
5
= —moyc* =0,416Tmyc>. (19.6.8)

W myc? myc?

rel = - =

W-é Vl—ﬁ .
2 2

19.7. Feladat: Egy M tomegt részecske v =0, 6¢ sebességgel Osszeiitkozik egy masik m tome-
gli és v, =0, 8c sebességli ellenkezd irdnyba mozgo részecskével. Az iitkozés utan a két részecske
egy Osszetett rendszert képez, amely a laboratériumhoz képest nyugalomban van. Mekkora az

M /m ardny?

Megoldas: Az impulzus megmaradds ez esetben

myy
2_ 2

Vv V.
Vi1 y/1-4
C C
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alakban fogalmazhaté meg. Az adatok behelyettesitése utidn a kérdezett hanyados

M = & (19.7.2)

m 9
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