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I. rész

Statisztikus fizika



1. fejezet

A statisztikus fizika alapjai

1.1. Statisztikus fizika targya. A statisztikus leiras
sziikségessége

A termodinamika alapveto, altalanos érvényi osszefiiggéseket szolgaltat a makroszkopi-
kus testek tulajdonsagairol.
Azonban a fenomenologikus leirds nem lehet a végsé szd. Hidnyzik:

e a mikroszkopikus magyarazat
e a szerepl6 anyagi allandok értelmezése
A statisztikus fizika erre irdanyul, tovabbi célja
e fluktudacidk, korrelaciok szamitdsa
e 1j, makroszkopikus jelenségek magyarazata — pl. szupravezetés, szuperfolyékonysag
e kollektiv viselkedés torvényeinek felderitése

e kaotikus rendszerek viselkedésének statisztikus leirasa

Jellemz6: interdiszciplindris felhaszndlds (matematika, bioldgia, szocioldgia, kézgazda-
sagtan).

Témaszkodni fogunk (egyebek mellett) a termodinamikéra és a valésziniiség-szamitésra.

A makroszkopikus testek sok (~ 1023) részecskébdl dllnak. A Laplace-démonnak ,,vég-
telen” nagy szamitégép kellene ,,végtelen” hosszi szamitasi miiveletekhez, rdadésul , vég-
telen” pontosan kell szamolni a dinamikai instabilitds, vagyis a kezddfeltételekre vald ér-
zékenység miatt. (De azért prébdlkozunk: a molekuladinamikai szimuldciékban 103—10°
részecske szerepel.) Ehhez jon még a QM bizonytalansdg. Mindez zart rendszerben. A
kornyezettel vald teljesen nem kikiiszobolheto kolesonhatas altalaban ellencrizhetetlen.

Részleges az informécié mert:



a szabadsagi fokok szama nagyon nagy

a kornyezettel valo kolecsonhatas nem kiiszobolheto teljesen ki

e a mérési pontatlansag informaciovesztést okoz

a rendszer dinamikailag instabil

A rengeteg részecske pontos adatai nem is érdekelnek. Sziikségiink van a mérheto
makroszkopikus (termodinamikai) jellemzdkre (p, T, V, U,...C,, C,, kr stb.), illetve
ezek térbeli és idébeli véltozdsara pl. p(r,t), T'(r,t). Itt nem matematikai pontba mutat
az r, hanem kis térfogatelemre, amiben azért mar nagyon sok részecske van.

Lehet a statisztikus fizikat QM alapon felépiteni, de itt el0szor csak a klasszikus
fizikara fogunk tamaszkodni. A kvantum-effektusokra a kvantummechanika targyalasa
utan tériink ki. Jelezni fogjuk, hogy mely Osszefiiggések altaldnos érvénytiek, és melyek
igazak csak klasszikusan.

1.2. A klasszikus mechanika néhany eredményének Gssze-
foglalasa

A klasszikus felépitéshez a klasszikus mechanika elveibdl kell kiindulni. Eloszor egy zért
rendszert vegyiink, vagyis egy olyat, amely semmilyen kiilsé hatdsnak nincsen kitéve, a
kiilvilagtol tokéletesen szigeteld falakkal van elzarva. Ez az N részecskébol allo rendszer
egy H Hamilton-fiiggvénnyel jellemezheto:

3N o

H(qy, .. qsn.p1s--Dsn) = D P Vg g, (1.1)

' 2m
=1

ahol feltettiik, hogy a részecskék a ¢; tomegkozépponti (Descartes-)koordindtdkon és
a p; impulzusokon kiviil tovabbi szabadsdgi fokokkal nem rendelkeznek. A kanonikus
egyenletek:

._8H
Qi_api
. OH
pi__aqz‘

(1.2)

(elvben) meghatédrozzak a rendszert tokéletesen jellemzé trajektoridat a 6N dimenzids
fazistérben, feltéve, hogy egy tetszéleges (kezdeti) pillanatban ismertek a koordinatak és
az impulzusok (Laplace-démon).



Liouville tétele kimondja, hogy ha a fazistér egy tetszoleges V, tartomanyat, mint
kezdeti feltételek halmazat tekintjiik, akkor a trajektoridk barmely t pillanatban egy
ugyanilyen térfogati halmazt alkotnak, vagyis A Liouville-tétel kimondja, hogy

V() =V, (1.3)

Ezt a kanonikus egyenletek segitségével lehet beldtni. Legyen v(t) a fazistérbeli se-
bességtér, vagyis a 6N dimenziés tér minden pontjahoz rendeljiink egy 6N dimenzids
vektort:

o(t) = (4,p), (1.4)

ahol ¢, ill. p szimbolikusan jeldli a 3N komponenst.

3N . . 3N
s aqz apl - azH 32H .
Ve = ZZ1 (a%‘ * 3_]7) B ; (aQiapi Op:i0g; =0 <1'5)

A divergencia zérus volta a folyadékok dinamikdjabdl ismert feltétele az Gsszenyom-
hatatlansagnak. Vagyis a fazistér pontjai idéfejlédésiik soran ugy viselkednek, mintha
egy 6N dimenziés dsszenyomhatatlan folyadékot alkotnanak, és éppen ezt fejezi ki a
Liouville-tétel.

Tekintsiik a fazistér pontjainak p(q(t), p(t)) stirtiségét, ami pontoknak ¢ = 0 pillanat-
beli Vj térfogatban valé tartézkodasabol adédik. Hogyan valtozik ez a stirtiség idében?

VO
\

) V()
\
N —

~

Rl

1.1. 4bra. A fazistér alakuldsa iddben.

)

Mivel a Liouville-tétel értelmében a fazistérfogat allando, a V(t) és a Vj térfogatok
pedig ugyanannyi pontot tartalmaznak, hiszen ez az idéfejlodésbol kovetkezik, a két
térfogatban a

dp

=0, (1.6)



A folyadékok dinamikajaban tanultakat most a 6 N dimenziés térre alkalmazva a teljes
derivalt atirhaté

d
d_i B a_f +,div’(pv) = % + v, grad’p + p,divie = 0, (1.7)

ahol az utols6 tag a Liouville-tétel miatt eltiinik, Vagyis

8p p Oop OH  0Op OH
= 1.
+ Z ( ' ) Z (8% o i Op) (18

Felhasznalva a Poisson-zdrojelek definicidjat:

3N
of 0g  Of dg
= - = — 1.
U =3 (Gran o) = o) (19)
addédik a Liouville-egyenlet, a fazistérbeli stirliség mozgasegyenlete:
dp
5 = Ul.p} (1.10)

Fontos lesz arra emlékezniink, hogy azon mennyiségek, amelyeknek a Hamilton-
fiiggvénnyel képezett Poisson-zérdjele eltiinik, csak az additiv mozgasallanddktdl (a teljes
rendszer energidjatol, impulzusatdl és impulzus-momentumatol) figghetnek.

1.3. Makro- és mikroallapotok. Allapotszém, normal
rendszer

A makroszkopikus testeket termodinamikai és hidrodinamikai jellemzokkel irjuk le. Ezen
jellemzok adott értékei (P, V, N, T, stb.) a rendszer egy makroszkopikus, vagy makro-
allapotat hatarozzak meg. Természetesen a testet alkotd részecskék helyzete, sebessége
allanddan véltozik, még akkor is, ha a makroallapot nem. A részecskék teljes mechanikai
leirasat a fazistér egy pontja adja meg, kézenfekvo lenne a mikrodllapotokat az ilyen pon-
tokkal azonositani. Ezen egy kicsit lazitunk, becsempészve egy kis kvantummechanikai
ismeretet. A fazisteret kis celldkra osztjuk fel, és azt mondjuk, hogy két mikrodllapot
csak akkor kiilonboztetheté meg, ha kiilonb6z6 cellakba esnek. A 6/N-dimenzids cellak
méretét gy véalasztjuk meg, hogy a formulak késébb ésszhangban legyenek a kvantum-
mechanikai képletekkel. Ehhez a cellatérfogatot h3V-nek célszerli valasztani. Ki fog
deriilni, hogy h a Planck-allandé, de itt egyszeriien egy paraméternek veheto.

A faziscellak bevezetésével egy zart rendszer lehetséges dllapotainak szama meghata-
rozhatéva valt. Definidljuk az Qo(E) dllapotszamot a zart rendszer E-nél kisebb energidji
allapotainak szamaval:

1
Q(E) = —— dg*N dp3N 1.11
O( ) thN! /H(q}p)<E‘ q p ) ( )

9



ahol dg*Ndp3™ a 6N dimenzids fazistér elemi térfogatét jelenti. Itt a korabban bevezetett
faziscella-térfogat mellett (aminek alkalmazasa dimenzdtlannd teszi {2y mennyiséget) még
megjelent egy N! kombinatorikai faktor is. Ennek is kvantummechanikai eredete van:
Az azonos részecskéket nem lehet megkiilonboztetni (nem festhet6é az egyik argonatom
pirosra, a masik kékre stb.), ezért az indexcserék nem vezetnek 1ij dllapotokhoz, vagyis
osztani kell az Gsszes lehetséges indexpermutacioval.

Erdemes az allapotok szamat egy E koriili energiasavban is meghatarozni:

i,
h3N N! E<H(q,p)<E+IE

Be lehet vezetni még az dllapotsiriiséget:

Q(E,0E) = Qo(E + 6E) — Qo(F) dg*N dp*" . (1.12)

_ d2(E)

E 1.13
w(B) = =0, (113
illetve
Q(E,0FE) ~ w(E)JE. (1.14)
Fontos, hogy a késobbiekben sokat fogjuk hasznalni a fenti kifejezés logaritmusat:
logQ(E,0F) ~ log(w(E)IE). (1.15)
Ezt sokszor érdemes atirni:
log(w(E)OE) = log(w(F)Ey) + log(6E/ Ey), (1.16)

Ahol FEj egy tetszoleges energia dimenzidji konstans. A fenti egyenletet matematikailag
pongyolan a kovetkezdképpen is szoktuk irni:

log(w(E)JE) = log[w(E)] + log(dE). (1.17)

Nem jeloltiik kiilon, de az éllapotszam természetesen fiigg a rendszer térfogatatol, ill.
a részecskék szamatdl is. Altaldban igaz, hogy a makroszkopikus rendszerek allapotszama
valtozoinak gyorsan névekvo fliggvénye.

Ha a rendszer makroszkopikus, akkor célszerti az u.n. termodinamikai hatdresetet
(vagy termodinamikai limeszt, TDL), amikor a rendszerben 1év6 részecskék N szamét
végtelenhez tartatjuk gy, hogy a siirtiségek (E/N, E/V), vagyis az extenziv mennyisé-
gek és e részecskeszam hanyadosai allandok maradnak.

Normadl rendszernek hivjuk azokat a makroszkopikus rendszereket, amelyekre igaz,

hogy

log Q(E,V,N) x ¢(E/N,V/N) + Ol(log N)/N] (1.18)
vagyis TDL-ben vezet6 rendig az allapotszam logaritmusa a valtozéinak elsérendii ho-
mogén fiiggvénye. A tapasztalat szerint minden makroszkopikus rendszer ilyen. Lehet
taldlni olyan részrendszereket (pl. lézer), amelyek nem normdl rendszerek, de a valé-
sagban ezek (gyengén) csatolva vannak kornyezetiikhoz, és az egész rendszer egyiitt mar
normal rendszerként viselkedik.

10



1.1. Feladat Szamitsuk ki az N részecskébol dallo idedlis gaz dllapotszamat! Ehhez is-
mertnek tekintyik a d dimenzios, R sugari gomb térfogatat:

/2 ]
Vi(R) = ———R 1.19
o(R) T(d/2+1)""" (1.19)
ahol a gamma-fligguény definicioja:
(N +1)=NI!, (1.20)

illetve

['(z) = / e 't dt (1.21)
0
A gamma-fiigguény nagy z értékekre a Stirling-formuldval kéozlithetd:
logT'(2) = zlog z — z + O(log 2) (1.22)

A rendszer Hamilton-fligguénye:

3N

H(qi, .. q3n:Dp1s---Pan) = Z D ; (1.23)

— 2m
=1

mavel a kélesonhatds a részecskék kiozitt elhanyagolhato. Ekkor az dllapotszam:

1
O(E) = — d3N d3N —
o) 3N N! /H(q,p)SE wor
h3N N1 SN p2<omE
VN 3N/2

" WNNIT(3N/2+1)

(2mE)3N/? (1.24)

ahol a d = 3N dimenzios, R = v2mE sugari gomb térfogatdira vonatkozo képlettel szd-
moltunk. Mivel N nagy, alkalmazhato a Stirling-formula:

3N, 3N 3N 3N

log Q(E) = —=Nlog N + N — =~ log =~ + =~ + =~ log(2nmEV?/3/h?) =
5N 3N [2E2rm (V\¥?
=20 Tl g |22 - 1.25
2+20g3Nh2<N> (1.25)

Tehadt az idedlis gdz normal rendszer.

11



1.4. A termodinamikai egyensuly. Sokasagok, atlagok

Ha egy rendszert magéara hagyunk, a megfigyelések szerint elegendéen hosszu idé utan
a makroszkopikus allapotjelz6k méar nem valtoznak: bedll a termodinamikai egyensily
(TDE). Itt szdmos kérdés meriil fel: Mit jelent, hogy ,elegendéen sokdig”? Mi a ,maga-
ra hagyas” pontos leirdasa? Ezek rdadésul egymasnak ellentmondé feltételeknek tiinnek:
Ha tul sokdig varunk, a magara hagyas nem fog teljesiilni... Valéjaban arrdl van szd,
hogy a rendszerre jellemz6 folyamatok iddskaldi szétvalnak, és ezaltal lehet olyan idotar-
toméanyokat definidlni, hogy a termodinamikai jellemzok jé kozelitésben ne valtozzanak.
Pl. egy csepp tej a csésze forré kavéban: Eloszor elkeveredik a tej a kavéval, azutan a
kavé felveszi a szoba homérsékletét, majd elparolog a csészébol. Az ezeket a folyamato-
kat jellemz6 idok kozott nagysagrendi kiilonbségek vannak: 1 sec < 20 min < 1 nap.
Az id6skalak (és a hozzdjuk rendelheté hosszusdgskaldk) ilyen szétvéldsa teszi lehet6vé,
hogy definidljuk a mar emlitett hely- és idofiiggé hémérséklet, nyomas stb. tereket, mi-
vel ezek bevezetéséhez legalabbis rovid iddskalan és kis térfogatelemekre be kell allni az
u.n. lokdlis termodinamikai egyensulynak. A tovabbiakban szinte kizardlag egyensulyi
statisztikus fizikaval foglalkozunk, ami a TDE-ra vonatkozik.

A célunk, hogy a makroszkopikus jellemzéket visszavezessiik a mikroszkopikusakra,
de gy, hogy ne kelljen a trajektéridk szamitdasanak (lehetetlen) feladatét elvégezni. Ha
ismernénk a zart rendszer fazistérbeli trajektéridjat, akkor legalabbis a dinamikai mennyi-
ségek egyensilyi értékének kiszamitasa a méréseket jol megkozelito modon lehetségessé

valna:
A= lim l/0 A(q(t),p(t))dt (1.26)

T—o00

Ezt a kifejezést az A mennyiség idddtlaginak nevezziik. A méréskor 1ényegében ezt vizs-
galjuk, természetesen nem T'— oo hatdresetben, de elegendden hosszu ideig. A fenti integ-
ral kiszamitasahoz a (q(t), p(t)) trajektoria ismerete szitkséges. Nem minden mennyiség
irhato fel ilyen idoatlagként. Pl. fontos makroszkopikus jellemzo a rendszer entrépidja,
ami nem egy dinamikai mennyiség atlaga.

Szeretnénk az idéatlagok helyett egy olyan atlagképzést hasznalni, amihez nincs sziik-
ség a trajektoria ismeretére. Ehhez kell talalnunk a fézistérben egy p(q, p) valészintiség-
strtiségfiiggvényt, amire nézve az atlagképzés ugyanazt eredményezi, mint az idoatlag:

(A) = / A(q, p)p(q, p)dg* dp*™ (1.27)

Az utobbi képlet értelmezését az i.n. Gibbs-sokasagok adjak. Képzeljiink el egy mak-
roszkopikus testet TDE-ban, megfelel6 makro jellemzokkel. Ehhez nagyon sok kiilonb6zé
mikroéllapot tartozik, amelyek a megfelel6 (g, p) faziscelladkhoz tartoznak. A kiilonbozo
faziscellaknak, mikroallapotoknak kiilonbozo silya lehet. Eléallitjuk az azonos makro-
allapothoz tartozo, kiillonboz6é mikroallapoti rendszerek egy sokasagat, gy hogy az egy
adott mikroallapot az atlagképzésnél megkivant valoszintiségstiriségnek megfeleld stllyal
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1.2. dbra. Azidéatlag (balra) és a sokasagatlag (jobbra) szemléltetése. A jobb oldali falon
mérjuk a nyomést. Az idéatlag soran a T id6 alatt létrejott iitkdzések impulzusvélto-
zasdhoz sziikséges erot mérjiik. Sokasdgatlag soran az 6ssze mikroallapotot sorravessziik
megfelel6 p(q,p) sullyal. Lesznek esetek, amikor egyetlen részecske sem lesz kolesonha-
tasban a fallal ezek jaruléka 0, azonban, amikor kontaktus van a fal és a részecske kozott,
akkor a mikroszképikus er6hatasoknak megfelel6 eréjarulékot kapunk. Ezen mennyiségek
atlagabodl kapjuk meg a nyomast.

legyen képviselve. Ez a sily persze valéjaban attdl fiigg, hogy a trajektoria az id6 ha-
nyad részét tolti az adott cellaban, és itt feltételezziik, hogy a trajektoria minden, elvben
megengedett cellat meglatogat, vagyis a rendszer ergodikus. A zart rendszerre vonatkozd
Gibbs-sokasagot mikrokanonikus sokasdgnak nevezik. Az 1.2 abra a két atlag kozotti
kiilonbséget szemlélteti.
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2. fejezet

Mikrokanonikus sokasag

Amikor attériink a sokasagatlagra, megfeledkezhetiink a trajektoriarol; feladatunk csu-
pan, hogy megtalaljuk a megfelelo p-t. Erre, mint fazistér-beli strtiségre, érvényes a
Liouville-tétel:

dp

L~ (.} (2.1)

Mivel egyenstilyi eloszlast keresiink dp/0t=0 vagyis p csak az additiv mozgasallan-
doktol fiigg. Alkalmas koordindtarendszer valasztasaval a rendszer teljes impulzuséat és
impulzusmomentumat ki lehet transzformalni, igy azt a fontos eredményt kapjuk, hogy
a zart rendszer valdszinliségstiriiség-fiiggvénye (amit pongyolan eloszlasnak is szoktak
nevezni) csak a rendszer energidjatol figg:

p(q,p) = p(E(q,p))- (2.2)

Valojaban a zart rendszer energidjat sem lehet teljesen élesen meghatarozni. Vala-
mennyi bizonytalansdg a mérési pontatlansdgbdl, és mint latni fogjuk, a kvantummecha-
nikai elvekbdl is kovetkezik. Ezért a feladatot ugy fogalmazzuk at, hogy keressiik azt a
p eloszlast, ami az F és E + 0 F energiasavval jellemezhet6 zart rendszert leirja.

Ezt az eloszlast teljesen altalanosan alapveto elvekbdol nem tudjuk levezetni, ezért a
statisztikus fizika egyik sarokkéveként posztulaljuk az egyenld valdszinidségek elvét:

(2.3)

p(q,p) = m ha E < H(q,p) < E+0E
0, egyébként

Ez a mikrokanonikus eloszldas. Egyes rendszerek esetében ki lehet szamitani, de alta-
laban elmondhatd, hogy a fenti posztuldtumra felépitett statisztikus fizika a tapasztala-
tokkal egyezésben van.

A tovabbiakban tgy jarunk el, hogy definidlunk a statisztikus fizikdban termodi-
namikai mennyiségeket, majd belatjuk réluk, hogy azok ténylegesen azonosithaték a
termodinamikai mennyiségekkel. A jelolések egyértelmiisége végett a statisztikus fizikai
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mennyiségeket csillaggal jel6ljiik, mig be nem bizonyitjuk azonossagukat a termodinami-
kai mennyiségekkel.
Az els6 ilyen mennyiség az entrépia:

S* =kplogQ(E,)F) (2.4)

Ez a kifejezés az entropiara vonatkozd Boltzmann-osszefiiggés, ami azt fejezi ki, hogy egy
zart rendszer entropiajat a rendszer mikroallapotai szaménak a logaritmusa adja meg.
A kp=1.38-10723J/K Boltzmann-dllandé a statisztikus fizikai entrépia mértékegységét
és skalajat igazitja a termodinamikaihoz. Természetesen be kell majd latnunk, hogy ez
jo definicié.

2.1. A statisztikus fizikai entrépia tulajdonsagai
1. S* spontan folyamatokban novekszik. Példaul, ha megnoveljiik a tartaly térfogatat,

akkor a mikroédllapotok szdma megnd (dg-szerinti integral). Tehat a 2.1 abrén
lathat6 esetben € < €.

spoman

Y

1 2

2.1. dbra. Spontan folyamat térfogatvéltozas esetén. Az iires és teli részt elvalaszto falat
kivéve, a gaz betoli a rendelkezésre allo teret és nem megy vissza a kisebb térrészbe.

2. Izolalt rendszerekre (2.2 dbra) S* additiv, mivel
M 2(Ey + Eq, 0By + 0Ey) = Q4 (Ey, 0By )Qa(Es, 0 Es). (2.5)
Ezért az entrépia (2.4) definicidja alapjan:
f= S+ S (2.6)
3. Q(E,E + 0F) fiigg az E energiatdl, a N részecskeszamtol és V' térfogattol. Igy

S* természetes véltozéi E,V és N, csakugy mint az S(N,V, F) termodinamikai
entropianak. Zavard azonban a dFE fliggés!
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2.2. dbra. Izolalt rendszerek.

Az (1.17) egyenlet alapjan:
logQ(E,§F) ~logw(E) +logdE (2.7)

Normaél rendszer esetén az els6 tag N-nel ardnyos, mig a masodik még JE mak-
roszkopikus véalasztdsa esetén is csak O(log V) nagysagrendli. Ha 0 E' kell6en kicsi
geometriailag (lasd 2.3 dbra) vilagos, hogy

O{E)
QESE)

W) E

SE @ dP)

E E E
2.3. abra. Az allapotszam, az allapotszam E koriili 0F savban és az allapotsiriiség
vizualis 6sszehasonlitasa.

Q(E,SE) < Q(E) < w(E)E, (2.8)

amibdl

logQ(E,6F) <logQy(E) < logw + log £ (2.9)

kovetkezik. Mivel az utolso log E tag megint legfeljebb Olog N nagysagrendii, a
TDL-ben elhanyagolhaté. Igy nyerjiik a kovetkezd hasznos Osszefiiggést:

S* kg =1og Q(E,0E) =log Qy(F) = logw (2.10)
aminek oka, hogy a d > 1 dimenziés gomb térfogata és feliilete kozel egyenlo.
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1 2

2.4. dbra. A zart rendszer két alrendszerbdl all, amelyek kozott egy hévezeto fal van.

4. Termikus kolcsonhatas: Vizsgaljunk egy két alrendszerbdl allé zart rendszert, ahol
az elrendszereket egy hévezeto fal véalasztja el egymastdl. A teljes zart rendszer
energidja £. Egyensilyban E; és F, &atlagos energidk alakulnak ki az egyes al-
rendszerekben. Tegyiik fel, hogy az erdk hatdétdvolsaga rovid, azaz a két alrendszer
részecskéi nem hatnak koleson egymassal, illetve ha a rendszer nagy, akkor feliilettel
aranyos kolcsonhatasi energidk elhanyagolhatok. Ekkor felirhatd, hogy

Ez nem csak egyensulyban igaz, ez a két alrendszer részecskéinek kolesonhatasdnak
hianyabdl fakad. Szamoljuk ki az allapotszamot:

Q(E,(SE) = W(E)(SE = // wl(El)CUQ(EQ)dEldEQ =
E<FE1+Es<E+0FE
= 6E/w1(El)w2(E — El)dE1| (212)

Itt kihasznaltuk, hogy az integralandé tartomany egy sziik sav az £y Es sfkon (14sd
2.5 abra). Amibél definidlhaté az f(FE,) valoszintiségsiirtiség:

wl(El)wg(E — E1>
w(F) ’

w1 (El)(A)Q(E — El) o
/ ) dB, =1 (2.14)

(2.13)

f(EY)

Mivel:

Az f(E,) strtiségfiiggvény nagyon éles csticesal rendelkezik, mert az w(E) az E-
nek normal rendszerben nagyon gyorsan novekvé fiiggvénye (lasd 2.6 dbra). Ahhoz,
hogy az f(F;) fiiggvénynek maximuma legyen, ahhoz w ~ EV fiiggés kell, ami a
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2.5. dbra. A termikus kontaktusbvan 1év6 rendszer szamara elérheté energiaallapotok F
és E + 0 E kozott.

normal rendszer definiciéjabol kovetkezik. Ha N, nagy akkor a maximum nagyon
éles lesz. Az ilyen éles eloszlasoknak nagy jelentOségiik van a statisztikus fizikaban.

Mit jelent az, hogy egy eloszlas éles? Azt, hogy jarulékanak donté hanyadat a
maximuma koérnyékérol veszim és ennek megfeleléen a maximum helye és a var-
haté érték kozel lesznek egymdshoz. Esetiinkben: E; ~ El, ahol E; a vérhaté
értéket, F; pedig a maximum helyét jelsli. Mds széval, az egyenstlyi allapotokat
helyettesiteni lehet a legvaldsziniibb allapottal!

Tehdt a mérhetd értéket, ami megfelel a vérhaté értéket helyettesithetjitk a E,
maximumbhellyel, vagyis, mivel w(F) = éllandd, ezért olyan E; (il Eg) valdsul

meg, hogy
W1<E1>MQ(E2> = max (215)

Mivel a logaritmusfiiggvény szigoriian monoton névo, ezért irhatjuk azt is, hogy
log wy (E1) + log wa(Es) = max (2.16)
A maximum helyét derivalassal keressiik:

Ologwy(Fy) = Ologwy(E — Ey)

GEl aFJI ="
dlogwi(E1) Ologws(E — Ey)
o o -0 (2.17)

Azaz kaptunk egy olyan mennyiséget 0 log w(E)/OF, amelyek értéke termikus egyen-
silyban megegyezik a két rendszerben. Termodinamikaban az a mennyiség, ami
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0 E, E, E

2.6. abra. Példa termikus kapcsolatba 1év6 alrendszerek allapotsiiriiségére az 1-es rend-
szer F4 energidjanak fiiggvényében. A rendszer Osszallapotsiiriségének maximuma van.

ugyanigy viselkedik a hémérséklet. Ezért a fenti mennyiségen keresztiil definidljuk
a statisztikus fizikai hémérsékletet:

1 Ologw(E)

= = 2.1
b kgT* oF (2.18)

Amibdl kovetkezik, hogy a zart rendszer héatereszté fallal elvalasztott részei (al-
rendszerei) kozott a termodinamikai egyensily bedlltdnak a feltétele:

T =T} (2.19)

Az f(E)) figgvénynek nyilvin maximuma van (ez a stabilitas kritériuma), ezért a
méasodik derivaltja negativ

0 logwi(E1) | 0%logws(Fh)
OE? 9E2

o 1 o 1

O, knT: | OB, knTs

1 Ty 1 9Ty

 kgT?0E, kT2 0F,

1 a1 1 T3

T2 0B, | kT2 0F,

<0

<0

<0

>0 (2.20)

Mivel T* intenziv mennyiség, F pedig eztenziv, ezért a 0T /0E mennyiség O(1/N)
nagysagrend. Tehat
1 orr 1 9Ty a b
=—+—>0. 2.21
kgT? OF, * kgT?0FE, N + Ny ( )
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Ha a 2-es rendszer nagyon nagynak vélasztjuk, azaz a Ny — oo hataratmenetet,
akkor a b/N, tag eltiinik, ekkor

ot}
O,

>0 (2.22)

Mevel barmilyen alrendszert termikus kapcsolatba hozhatunk egy néalanal sokkal
nagyobb alrendszerrel, ezért a fenti egyenlétlenség altalanosan is igaz, azaz:
oT™
oF

>0 (2.23)

Vagyis normal rendszerben a statisztikus fizikai hémérséklet az energia monoton
novekvé fiiggvénye, mas széval az édllandé térfogaton mért (statisztikus fizikai)
hokapacitas pozitiv:

)
CV = (W) vy > 0. (224)

Ami az egyensily feltétele.

Most vizsgdljuk meg a f(F;) slrliségfiiggvény szélességét. Kozelitsiik a f(F;)
strtiségfiiggvényt a maximum kozelében egy Gauss-eloszlassal:

f(Er) ~ exp (—%) : (2.25)

ahol a A a Gauss-eloszlas szérasa. Tudjuk, hogy

1 0?f(Ey)
—_ = 2.26
AT om (2:26)
A jobb oldalt mar (2.20) egyenletben kiszamoltuk, azaz
1 1 Ty 1 Ty
oT; oT; a b (2.27)

A2 kpT2OB, | kgT?0E, N, N,

Valasszunk a 2-es rendszernek ismét sokkal nagyobbat, ekkor azt kapjuk, hogy
A ~ /Ny, tehat a relativ szoras:

é 1
Ny VN

Vagyis feltételezésiink a cstcs élességérdl ellentmondasmentes.

(2.28)

Vizsgaljuk meg, hogy termikus kolcsonhatas esetén hogyan novekszik spontan fo-
lyamatban (2.7 dbra) az entrépial
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2.7. abra. Spontan termikus folyamat, amely végén bedll az egyensilyi allapot.

Ha a két alrendszer kozottiu kolesonhatas elhanyagolhatd, akkor mind a kezdeti
idopontban, mind az egyensulyban igaz, hogy:

E=FE + E

E =FE, + F, (2.29)

Ugyanakkor kezdetben (mivel két kiilon rendszerrdl beszélhetiink) a mikoréallapotok
szorzddnak, azaz az entrépia a két alrendszer entrépidjanak osszege (2. pont):

Cdk(E)5E = W1 (E1>WQ<E2)(SE15E2
Si(E) = ST(E1) + 55(E») (2.30)
Az egyenstly bedllta utan a hévezeto fal semmit nem csindl, igy ott is fliggetlennek
tekinthet6 a két alrendszer, azaz
wU(E)(SE = Wl(El)WQ(EQ)(SEl(SEQ
Si(E) = Si(Er) + S;(E) (2.31)

Ez utébbit abbdl is lehet 1atni, hogy ha kihasznéljuk, hogy az eloszlas éles, akkor
az allapotstliriiség a kovetkezoképpen irhato:

wy(EYOE = 6E / : w1 (B )wy(E — Ey)dE) ~ §EBw, (E))wy(E>)A, (2.32)

ahol A egy alkalmasan valasztott szélesség.

A 2.8 abran nyilak jelzik a spontan folyamatban bekovetkezd valtozasokat. Ter-
mészetesen az energiavaltozas a két alrendszerben ellentétes elGjelti. Az entrépia-
valtozas azonban pozitiv. Ugyanakkor az is latszik, hogy a statisztikus fizikai ent-
ropianak zart rendszerben, spontan folyamatokban bekdvetkezd novekedése valo-
szintiséqi kijelentés. Azonban a cstcs élessége miatt makroszkopikus rendszerekben
elhanyagolhat6 annak a valdszintisége, hogy megfigyelhetiink entropia csokkenéssel
jaré folyamatokat.
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2.8. dbra. Spontan termikus folyamat soran létrejové energia és valdszintiségstiriiség
valtozas szemléltetése.

2.2. A statisztikus fizikai homérséklet tulajdonsagai

1. A hémérséklet mindig pozitiv: 7= = 95 > 0, mivel S* = kg logw és w(E) monoton

novo és a logaritmus fiiggvény is az.

2. Az entrépia E,V, N elsérendi homogén figgvénye: S* = kgNo(E/N,V/N), ekkor
a hémérséklet = = %% = kpp(E/N,V/N) nulladrend(i homogén fiiggvény.
3. Egyensilyban az alrendszerek hémérséklete egyenld (majdnem biztosan) T} = Ty .

4. A hékapacitds pozitiv: A stabilitds feltétele, hogy 92S* /OE? < 0, azaz a hémérsék-
let az energia monoton novo fiiggvénye, azaz a hékapacitas pozitiv: C, > 0.

5. Normdl rendszerben Qy ~ E*N | tehat S* ~ kgaNlog E, amibdl, T* ~ E/N,
vagyis a hémérséklet hozzavetolegesen az egy részecskére juto energia.

6. A fentiek normal rendszerekre vonatkoztak. Vannak nem normaél rendszerek is, pl.
amikor a rendszert alkoté elemek csak véges szamu allapotban lehetnek (spinek,
lézer). Ilyenkor nem lehet a rendszerbe egyre tobb energiat adagolni, és (g telitésbe
megy. S* és T* formalisan szamolhaté, de furcsa eredmények jonnek ki.

2.1. Feladat (Kétallapoti rendszer) Alljon a rendszerink N rdégzitett elemi mdg-
nesbdl (spinbdl) p momentummal, amelyek kozott a kélesonhatdst elhanyagoljuk, és fel-
tessziik, hogy csak kétféle bedllds lehetséges: fel”, vagy ,le”. Legyen a kiilso tér nagysdga
B, és mutasson felfelé. Eqy spin energidja +co = uB ha a spin pdrhuzamos a tér ird-
nydval és —eqg = —uB, ha ellentétes azzal. A teljes energia E = Mey, ahol M ardnyos
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a magnesezettséggel: M = N, — N_, és N a térrel ellentétes, N_ pedig a térrel parhu-

zamos spinek szama, Ny + N_ = N. Innen
N+ M N-M
N, = és N_ = (2.33)
2 2
100000 — 700 . 6 . .
600 — L ]
10000 4
500 —
2  — —
1000
400 — -
Q $ T
100 300 — —
i, ) |
200 —
10
100 ~ —4 N
1 0 1 1 1 -6 1 1 1
~1000 -500 0 500 1000 <1000 -500 O 500 1000 Zloo0 -500 0 500 1000
M M M

2.9. abra. Kétallapotu rendszer allapotszama, entrépidja és hémérséklete N = 1000
esetén.

Az dsszes E energiaju mikrodllapot szama:
N! N!

TNLIN (N+M)‘<N—M>'
2 )\ 2 )

Haszndljuk ki a Stirling-formulat:

Q(E) (2.34)

S*(E) =kpInQ(F) ~kg(NInN — N) + kg [—N+M1n <N+M) + N—I—M} +

2 2 2

- {_N—MIH(N—M>+N—M} _
2 2 2
- [N+M1H<N+M)+N_M1H(N_M>]
2 2N 2 2N ’

(2.35)

amibol a homérséklet szamolhato:

108108 1 (N+M\ 1 (N-—M\]_
T~ 9E e oM P2\ Tan 2 M\ TN -

ks (N—M\ kg. (N
=2 = " In(| == 2.
220 H(N+M> 220 n(m) (2.36)




N_ > N, esetén pozitiv a statisztikus fizikai homérséklet. A populécid inverzid, vagy-
1s amikor N_ < Ny, negativ homérséklethez vezet. Tovdbbi furcsasdg, hogy a negativ
homérsékleti rendszernek nagyobb az energidja barmely pozitiv homérsékleti allapotndl.
Inverz populdciot dllitanak eld a lézereknél az i.n. pumpdldssal. Természetesen a negativ
hémérsékletet nem lehet homérdvel mérni! Valojaban arrol van szo, hogy a makroszko-
pikus rendszer eqy jol szigetelt részrendszere viszonylag sokdig nemegyensuly: dllapotban
van. Ha kapcsolatba keril normdl rendszerrel, akkor bedll a termodinamikar egyensily.
A 2.9 abrdn szemléltetjik a kétdllapoti rendszer jellemzdit.

2.3. Kapcsolat a termodinamikaval

Latszik, hogy normal rendszerben a statisztikus fizikai entrépia és hémérséklet olyan
tulajdonsagokkal rendelkezik, amilyeneket a termodinamikai megfelel6k alapjan elvarunk
— eltekintve attol, hogy a termodinamikaban determinisztikusnak tekintett 6sszefiiggések
itt valoszintiségiekké valtak. Ez a valdszinliségi jelleg jol illeszkedik az anyag diszkrét
szerkezetéhez kapcsolodd, elkeriilhetetlen fluktuaciékhoz is. Kellene azonban latni, hogy
valéban azonosithatok a statisztikus fizikai mennyiségek a termodinamikaiakkal.

2.3.1. Extenziv-intenziv mennyiségek

Térjiink vissza ahhoz az esethez, amikor a zart rendszeriinket két alrendszerre bontottuk,
de most altaldnosan tegyiik fel, hogy valamilyen X intenziv paraméter(ek) valtozasat
engedi meg az alrendszereket elvalaszté fal. A korabbihoz teljesen hasonlé megfontolassal
mondhatjuk, hogy annak a P(X;) val6sziniisége, hogy az 1. alrendszer az X; értéket
veszi fel, egy igen éles csuccesal rendelkezik, igy az X, varhato értéke és maximumhelye
azonosnak vehet6. Egyensilyban tehat

P(X;) = max (2.37)

feltételnek kell teljesiilni. Legyen az allapotstiriiség az 1. alrendszerben azon allapotokra,
amelyeknél éppen X; érték valdsul meg wq(FEy, X7). Ha megengedjiik az energia és X
cseréjét, akkor

8lnw(E1, Xl) . 81HW(E2, Xg)

2.
0X1 0X> (2:38)

X1 :Xl és X2 :XQ :X—Xl (239)
Itt dlnw(E, X)/0X az extenziv mennyiséghez konjugélt intenziv mennyiség.

1. Lattuk, hogy ha csak az energia cseréje megengedett, akkor a megfelel6 intenziv
mennyiség a hémérséklet reciproka:

ﬁ_alnw(E)_ 1
- 0E  kpT+

(2.40)
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2. X =V térfogat valasztas esetén:
Olnw(E,V) P

= = 241
K oV kT (2.41)
ahol P* a nyomas, amint azt mindjart belatjuk. Innen:
P* *
— = 5 (2.42)
T+ oV ) pn

Az egyensily feltételére pedig a Py = P, és 1 = Ps (egyenstly feltétele mechanikai
kolesonhatasndl) osszefiiggések adédnak. A varakozdsoknak megfelelGen, ismét a
termodinamikanak megfeleld osszefiiggésre jutottunk.

<) Z;

-

F

2.10. abra. A statisztikus fizikai és a klasszikus nyomas kapcsolatanak vizsgélata. A
jobb oldali rendszerben vakumban egy rugé tart ellen a bal oldali rendszer nyomasanak.

Tekintsitk a (2.10 dbrdn lathaté elrendezést! A bal oldali alrendszer térfogata
Vi = Az, ahol A az edény z irdnyra meroleges alapteriilete. A két alrendszert
elvalaszto falat (dugattytt) a 2. rendszerben 1évé rugd mozgatja. A rendszer teljes
energidgja & = F1 + U(29), ahol U a rugdenergia. A jobboldali, 2. alrendszernek
egyetlen szabadsagi foka van, ezért Qs(Fs, 29) = 1 mindig (nincs entrépidja).
N (Ey, 21)
f(z21) = =——~+——— 2.43
T aE 24
és By = E — U(z). A legval6sziniibb éllapotban
dIln Ql(El, Zl)

= 0. 2.44
i, 0 (2.44)

61H91(E1,Zl) dEl 4 8anl(E1,zl)

=0 2.45
(9E1 Z1 821 ( )
N e’
1 —F
kgT* E1:E1
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Itt F' a rugder6 nagysagat jelenti, vagyis

aanl(El)Zl) — F éS aanl(‘El)‘/I) — p ) (246)
821 Er=F, k‘BT* 8‘/1 Fr=F, k)BT*
Ezzel sikeriilt az els6 * jeltol megszabadulnunk.
OF
Y= ¢ =— (= 2.47
pr=p é& p (3V)S*N’ (2.47)

ahol feltiintettiik, hogy az S* statisztikus fizikai entrépia nem valtozik, ha a du-
gattyut elegendben lassan (egyensilyi allapotokon keresztiil) mozgatjuk. Ez valé-
ban felteheto, hiszen a dugattyi sebességétol az entrépia legalacsonyabb rendben

négyzetesen fligg:
ds* dz\?
=A(— 2.48
dt < dt ) (248)

mivel S* egyensilyban staciondrius és maximuma van, tehat a nulladrendii és az
elsérendil tag eltlinik. Innen

dS*  dS*dz dz\? dS* dz
_ _ — AL 4
dt dz dt 4 (dt) dz Adt (2:49)

Tehét dS*/dz tetszOlegesen kicsivé tehet6 dz/dt csokkentésével.

3. Valasszuk most X = N részecskeszamot! Most 5 mellett
a=0mQIN|gy (2.50)

fog kiegyenlitodni. Ennek segitségével bevezethetjiik a p kémiai potencialt:

weo B L 05*
7o = —kpa = <5N)E,v' (2.51)

Az egyensiily feltétele anyagi kolcsonhatasnél tehat:

M1 = U2 és 51 == ﬂg. (252)

2.3.2. Energiamegmaradas

A termodinamika els6 fotétele
dU = 6Q + oW, (2.53)
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ahol U a rendszer belsé energiaja, melynek megvéltozasa vagy Q) hémennyiség betapla-
lasaval, vagy a rendszeren végzett dI/ mechanikai munkaval érhet6 el (éllandé részecs-
keszdm mellett). A valtozdsokat egyensilyi dllapotokon keresztiilvezetve

OW = —pdV. (2.54)

Ilyenkor a hé megvaltozasahoz is lehet taldlni egy integrald osztét, ez az abszolut homér-
séklet. Igy jelenik meg a termodinamikaban az S entropia:

dE = TdS — pdV, (2.55)

vagyis egyensuyli folyamatokra

ds = ? (2.56)

Kézenfekvo az U belso energiat a zart rendszer teljes E energidjaval, ill. részrendszer
esetén az energia F varhato értékével azonositani. Lattuk tehat, hogy

OF
=—|= 2.57
r=-(v)., (290
korabban viszont megmutattuk, hogy:
OF
=—| = . 2.58
=), 259

Amikor a statisztikus fizikai mennyiségekkel irjuk fel a belsé energia megvaltozasat,
akkor ugyanugy megjelenik a fenti két tag. Az egyikrol, a mechanikai munkardl éppen
belattuk, hogy azonos a korabban bevezetettel, hiszen ezt fejezi ki a p* = p. A masik
tag integralé osztdja nem lehet més, mint a T homérséklet. Ugyanakkor lattuk, hogy
allandé térfogaton és részecskeszam mellett dE = T*dS*, vagyis a T* is integralé oszto,
amibdl kovetkezik, hogy

=T ¢és S*"=08. (2.59)

Latjuk tehat, hogy nemcsak a képletek formalis megfeleltetésérol van szé, hanem a
bevezetett statisztikus fizikai mennyiségek valéban megfelelnek a termodinamikaiaknak.
Ezt a gondolatmenetet értelemszertien ki lehet terjeszteni az anyagi kolcsonhatas esetére,
amibdl kovetkezik, hogy

w=p, (2.60)

vagyis a csillagot a kémiai potencialnal is el lehet hagyni.
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2.3.3. A termodinamika masodik fotétele. Valdszintliségi értel-
mezés

A termodinamika mésodik fotétele szerint az entrépia zart rendszerben, spontén folyama-
tok révén nem csokkenhet, és egyensulyban maximaélis értéket vesz fel. Nem egyensilyi
folyamatban, hokozlés esetén

0Q
?.

ds > (2.61)

Ez a termodinamika mésodik fotétele.

Fontos azonban hangsilyozni, hogy az entrépia mélyebb, statisztikus értelmezésével
az is egyiitt jar, hogy a masodik fotétellel kapcsolatos, a termodinamikaban determinisz-
tikusnak tekintett kijelentések valdszintiségiekké valnak. A makroszkopikus testeknél
az entropia csokkenésének olyan roppant csekély a valdszintisége, hogy az soha nem fi-
gyelheté meg az allapotjelzokon. Azonban a makroszkopikus rendszerekben lejatszodé
fluktuacios jelenségek, valamint a kisebb rendszerek megfigyelése igazolja, hogy a statisz-
tikus fizikai definicié a helyes.

A statisztikus fizikdnak koszonhetéen kézzelfoghato értelmezést nyer az entrépia.
Zart rendszerben a megengedett allapotok valdszintisége egyenl6é. Az entrépia nove-
kedése annak felel meg, hogy a spontan folyamat az allapotszam novekedésével jar. A
megnovekedett, megengedett allapottéren is egyenletes a valdszintiség, vagyis egy adott
mikorallapotban valé megtaldlas valészintisége lecsokken — a rendszer rendezetlenebbé
valik. Ezért mondhatd, hogy az entropia a rendezetlenség mértéke.

Az entropia novekedésének torvénye jeloli ki az idd irdnydt. A mikroszkopikus folya-
matokat leiré egyenletek invariansak az idotiikrozésre, vagyis a trajektéria forditottja is
ugyanolyan jo megoldasa a kanonikus egyenleteknek, mint az eredeti. Ezzel szemben a
megfigyelt makroszkopikus vilagban a folyamatok nem fordithaték meg. Spontan médon
nem sziikiil le az elérheté allapotok tere, a rendezetlenségbdl spontan, zart rendszerben
nem tud rend kialakulni. Ezt azzal lehet magyarézni, hogy az egyensiilyi allapotok szama
elsopréen nagyobb, mint a nem-egyensulyiaké. Amikor kiindulunk egy preparalt, nem-
egyensilyi kezdeti feltételbdl, akkor egy ilyen, csekély valdszintiségli allapotot valésitunk
meg, de a rendszer az egyensulyban mar a nagy valdszintiiségnek megfelel6 allapotokban
tartozkodik. FEnnek egyszerti példaja az fréasztalon, rakosgatassal kialakuldé rendetlen-
ség. Elvben, ha elég sokat rakosgatunk, véletleniil még rend is kialakulhatna, de ezt
(legalédbbis a szerzoknél) soha nem lehet megfigyelni.

2.3.4. A termodinamika 3. fotétele

A termodinamika harmadik féteteleként szokds emlegetni, a kovetkezé osszefiiggést (Nernst
tétele): Egy egyenstlyban 1év6 test entrépidja T — 0O-ra konstanshoz tart. Pontosab-
ban a testek (4llandé nyomdson, vagy térfogaton mért) hékapacitdsa ebben a limesben
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eltlinik, amibol az

e
S(T) =S, +/ —2dT" (2.62)
o I"

Osszefiiggés miatt, mar latszik a fenti allitas: elegendden kis T-re a mésodik tag eltiinik.
A kvantummechanikabol nemcsak az kovetkezik, hogy a fajho konkrét esetekben valoban
0-hoz tart 7' — 0 esetén, hanem az is, hogy homogén rendszerben Sy = 0.

2.3.5. Fundamentalis egyenlet

Az S entrépia (most mar nem kell hozzatenniink, hogy termodinamikai, vagy statisztikus
fizikai) az F energia, a V térfogat és az N részecskeszam fiiggvénye. Mivel

(85) 1 (85) P (85) Y (2.63)
OF ) v x T’ oV ) pn T\ ON BV T’ ‘
megkapjuk az entrépia teljes megvaltozasara vonatkozo fundamentalis egyenlet differen-
cialis alakjat:

ds = ~ae + Lav — Ean (2.64)

T T T

vagy atrendezve az energiara:

dE =TdS — pdV + pdN. (2.65)

Normal rendszerben az entrépia valtozéinak homogén fliggvénye, vagyis

S(AE, AV, AN) = AS(E,V, N), (2.66)

amibdl kovetkezik Euler tétele:

OS(AE, \V, AN) ( S ) ( S ) ( S )
- B2 +V (== TN (22 -
8)\ a)\E AV AN a)\v AE AN a)\N AE NV

— S(E,V,N) (2.67)

Itt a A — 1 hataratmenetet véve kovetkezik a fundamentalis egyenlet:

1
S(B,V.N) = —E + :%V - %N, illetve E(S,V,N)=TS —pV +uN.  (2.68)

Az ebbdl az egyenletbél egyszerti derivalassa nyerheté
dE =TdS + SdT — pdV — Vdp + pdN + Ndpu (2.69)

differencialis alakot Osszehasonlitva a differencialis fundamentalis egyenlettel, nyerjiik a
Gibbs-Duham-relaciét:
SdT — Vdp+ Ndp =0, (2.70)
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amibol fontos termodinamikai 6sszefiiggéseket lehet kapni.

A valamilyen anyagra érvényes, u.n. dllapotegyenlet az elsé derivaltakra vonatkozik,
pl. p(T,V,N) =0, vagy u(T,V,N) = 0.

2.1. Feladat (Az idedlis gaz allapotegyenlete) Természetesen normdl rendszerben,

TDL-ben O 1)
b B 11340
y_ (25700 2.71
(), 271

ugyanigy érvényes, mint az Q(E,E)-re vonatkozd, hasonlo képlet. Ldttuk, hogy az
1dedlis gaz dllapotszama

5N 3N |2E2mm [V \*?
mhOy(E)~ — 4+ —1In | — — 2.72
amibol derivdldssal kapjuk a
pV = NkgT (2.73)

allapotegyenletet.
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3. fejezet

Kanonikus sokasag

A termodinamikdban az energian (ill. az entrépidn) kiviil még szdmos termodinamikai
potencialt szokas bevezetni. Ezek célszerti hasznélata attdl fiigg, hogy a vizsgalt rend-
szer milyen kapcsolatban van a kornyezetével. Zart rendszerben az E(S,V, N) energiat,
illetve az S(E,V,N) entrépiat célszerti termodinamikai potencidlnak valasztani, és itt
feltiintettiik a potencidlok természetes valtozoit.

REgNg

3.1. abra. A kanonikus sokasdg szemléltetése. A nagy R zart rendszer része a kis A
rendszer igy, hogy annak energidja és részecskeszama is sokkal kisebb, mint a maradék
R’ = R\ A rendszernek. Az A rendszert hévezeto fal vélasztja el a kornyezetétol.

Ha egy hévezetd fallal ellatott edényt kapcsolatba hozunk egy hétartallyal (14sd. 3.1
abra), vagyis egy a rendszerhez képest nagyon nagy, dllandé homérsékletii tartéllyal,
akkor az edénybe zart vizsgalt rendszer energiaja nem lesz dllandé, viszont a tapaszta-
lat szerint hosszi id6 mulva egyensilyba keriil a kérnyezetével, vagyis a hotartallyal és
felveszi annak homérsékletét. Az ilyen rendszer viszonyainak elemzéséhez egy 1j termo-
dinamikai potencidl, az F' szabadenergia vizsgalata bizonyul célszertinek, amit az energia
Legendre-transzforméciéja segitségével nyeriink, gy, hogy az entrépia valtozét kicserél-

jiikk a homérsékletre:
F(T,2VN)=FE—-TS = —pV +uN (3.1)
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Konnyen belathato, hogy az egyensily feltétele az ilyen rendszerben a szabadenergia
minimuma.

A statisztikus fizikdban el6 kell allitani a megfelel6 Gibbs-sokasagot. Tekintsiink
egy R nagyon nagy zart rendszert, amelyben van egy sokkal kisebb, de még mindig
makroszkopikus A alrendszer. Az alrendszer a makroszkopikus rendszert6l héateresztd
fallal van elszigetelve:

Feltessziik, hogy A sokkal kisebb, mint R, tovabba — szokas szerint — azt, hogy a rend-
szert alkotd részecskék kozotti erd rovid hatotavolsagui, vagyis a kolesonhatdsi energia
elhanyagolhato6 a térfogatihoz képest.

Az R\ A alrendszer tehét olyan nagy, hogy érzéketlen arra, mi torténik az A al-
rendszerben, vagyis hétartalynak tekinthet6. Az altalunk vizsgdlt (al)rendszer az A, és
sokasagunk ennek azonos makroallapotait megvalésité mikrodllapotokat fogja tartalmaz-
ni, a megfelel6 sulyokkal. Az ilyen helyzetet megvaldsité sokasagot kanonikus sokasdgnak
nevezziik.

A tovabbiakban R indexszel jeloljiik a teljes rendszerre, vesszével az R\ A alrendszerre
és jelolés nélkiili betilikkel az A alrendszerre vonatkozé mennyiségeket (1dsd 3.1 dbra).

Az R rendszer zart, tehat alkalmazhatjuk ré a kordbban tanultakat, vagyis az egyen-
16 valoszinliségek elvét. Keressitk annak a valdszinliségét, hogy az altalunk vizsgalt A
alrendszer valamilyen (q, p) mikrodllapotban van:

Y(Er — E(q,p))
QR(ER)

p(q,p) = (3.2)

Mivel E(q,p) < Ep,

Jln Q' (E)

1 = InQ(F
np(q,p) = const +InQ'(Eg) + 5E

— B, p)] + O (Ni) o). (3.3)

Er
A konstansokkal nem érdemes foglalkozni, majd a normalasbdl adédnak.

_OmQ(E)

dnY(E)
5. OE

|
OF =5

o ~ kgT”’

(3.4)

vagyis megjelenik a kornyezet homérséklete. A kornyezet sokkal nagyobb a vizsgalt
rendszernél, ezért annak energiaja és homérséklete a rendszertol fiiggetlennek tekintheto,
vagyis a kornyezet hotartalyként viselkedik.

A kanonikus eloszlas:

p(g,p) = Ce7Par), (3.5)

ahol a C' normélési dllandé szokésos jelolése: C' = 1/Z, ahol

Y dqdp Y
Z(TV,Ny= Y e PFen = / 0y e~t'rta) (3.6)

minden &llapotra
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az allapotosszeg. Z a német . Zustandssumme” kezdébettije. A magyar eLNevezés az
ennek megfelel6 allapotosszeg, angolul partition function. Z a statisztikus fizika kézponti
mennyisége, az egyensilyi statisztikus fizikai szamitasok jelentds része a meghatarozasara
irdnyul.

Vegyiik észre, hogy a levezetésnél egyetlen pontban hasznaltuk ki, hogy a vizsgalt
A rendszer makroszkopikus: amikor elhanyagoltuk a kolcsonhatéasi energiat. Ha a kol-
csonhatds mas okbol elhanyagolhaté (pl. idedlis rendszernél), akkor a vizsgdlt rendszer
kicsi, akar egy részecskébdl allo is lehet. Ha a vizsgdlt rendszer makroszkopikus, akkor
az egyensily bedllta utdn homérséklete meg fog egyezni a hétartalyéval: 5 = 3’ illetve
T =T'. A tovdbbiakban ennek megfelel6en elhagyjuk a hotartdlyt jelz6 vesszot.

3.1. Az energia fluktuacidja

Mivel az altalunk vizsgalt rendszer nem zart, az energia nem allandé, idoben fluktual. A
sokasagok nyelvén ez azt jelenti, hogy a sokasag elemeinek més és mas lehet az energidja.
A megfigyelt, mérhetd értéket a varhaté értékkel azonositjuk, de ugyanakkor lesz az
energianak szérasa is.

= fE(q,p)e*BE(q’p)dqdp 107 _81nZ

E = == = 3.7
[ e=BE@P) dgdp Z 0 o163 (37)
A fluktudciok jellemzésére a négyzetes szorast hasznéljuk:
102 (102\°
AE?Y=((E-AE?) = (E*) — (B’ = —— — | = =5 3.8
(8BF) = (B- 2B =) (B = ;50 - (555) G
ahol (A) = A az atlagképzés maésik jelolése. Ugyenezt kiszamithatjuk masképpen:
Pz 919z 18?2 1 [(9z)°
-2t 2 (22 —(AR)? 3.9
0p? oz op  Zop* Z? (06) (AE)), (39)
masrészt: P2 luz o) o(E) OT
n
- _ - — = CykgT?. 3.10
BRE Bl or o ""F (3.10)
A fenti két egyenlet Gsszevetésébdl a hokapacitas fluktuacidk:
((AE)?) = CykpT? (3.11)

Az utobbi képletbdl leolvashatd, hogy a Cy allando térfogaton mért hékapacitas nem
lehet negativ. A termodinamikabdl ismert stabilitasi kritérium a statisztikus fizikaban
természetesen adodik.
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3.2. dbra. Két fiiggetlen alrendszer termikus kapcsolatban egy nagy hotartallyal.

Fiiggetlen rendszerek esetében az allapotok fiiggetlensége miatt az allapotosszegek
osszeszorzodnak (ldsd 3.2 dbra):

Easp=FEs+ Ep (3.12)
Zap=ZaZp=» e Paths), (3.13)
A,B

ahol a megfelel6 alrendszer allapotaira vald 6sszegzést szimbolikusan jeleztiik.

Ha idedlis (kolesonhatdsmentes) rendszeriink van, akkor a vizsgalt rendszer allhat
akar egyetlen részecskébdl is. Ilyenkor konnyti felirni az N részecske-rendszer allapot-
Osszegét:

In =2V, (3.14)

ha a részecskék megkiilonboztethetok, illetve

_ 4

IN = N7

(3.15)

ha megkiilonboztethetetlenek.

3.1. Feladat (Fiiggetlen rogzitett linedris oszcillatorok) A ragzitettség miatt az
oszcilldtorok megkiilénboztethetdk, vagyis Zy = ZY, ahol

_ dgdp p? mw?q?\ dpdq
_ BE(q:p) 42F _pi et
7 //e ’ //exp( BQm g 5 o (3.16)

Felhasznalva az ismert

/0o e dr = /7 (3.17)

—00

osszefliggést:
. 2w 1 . kBT

~ Bh mw? hw

(3.18)
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ahol h = h/(27). Ezzel

kpT\ ™
Zy = 27N = (;—w) . (3.19)
Az energia varhato értéke:
_ JlnZy 0ln 7, dln (1/5)
E=-— =—-N—=-N—"==NkgT 3.20

amit derivdlva a hékapacitas Cyy = Nkg, amely figgetlen a homérséklettol.
Az energia szordsnégyzete:

(AE)?) = kpT?Cy = kgT(FE). (3.21)

Ha N db részecskénk van, akkor a relativ szords 1/ V'E. Eqy részecske esetén viszont
éppen 1. Tehdt a relativ szords a részecskék nagy szama miatt valik kicsivé.

3.2. Energia szerinti eloszlas, a sokasagok egyenérté-
kiisége

P (E) kano;likus

mikrokanonikus

OFE

E

3.3. dbra. Annak val6sziniisége, hogy egy adott alrendszer energidja (E, F + 0E) inter-
vallumba esik kanonikus és mikrokanonikus sokasagok esetén.

Eddig azt vizsgaltuk, hogy mi annak a valdsziniisége, hogy a kis rendszer egy adott
allapotban van. Legyen P(E)dE annak a valdszintisége, hogy a kis rendszer energija
éppen az (E, E 4+ dFE) intervallumba esik. Ekkor:

1 /
P(E)dE = p(E)w(E)dE = Ee—ﬁ Eu(B)dE, (3.22)
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ahol w(FE) az édllapotsiiriiség, ami E-nek gyorsan novekvé fiiggvénye.
Ismét egy éles eloszlast figyelhetiink meg. Kivételesen ismét jeloltiik, hogy a kano-
nikus eloszlasban a hotartaly hémérséklete szerepel. A legvalészintibb helyen —f3'E +

Inw(F) maximalis, vagyis

Olnw(E)

—5 + 5E =0, (3.23)

E=FE

amibél B’ = BE, azaz makroszkopikus alrendszer esetén a hémérséklet valéban bedll a
hotartaly homérsékletére.
Az eloszlasra Gauss-kozelitésben

(E—E)
2kpT?Cy

P(E) = konst exp |— (3.24)

adddik, vagyis az eloszlas valoban éles.

Nagy alrendszerek esetén AFE azonosithaté d E-vel. A kis alrendszert le lehet zarni
egy 0F savnyi fluktuaciét megengedd fallal, és tigy lehet beldle zart rendszert késziteni,
hogy nem lesz észlelhetd kiilonbség. A sokasagok ekvivalenseki (3.3).

3.3. A szabadenergia

Lattuk, hogy a szabadenergia F' = E — T'S. Felirva ennek teljes differencialjat és kihasz-
nalva, hogy dE =TdS — pdV + pudN:

dF =TdS — pdV + pdN — TdS — SdT = —SdT — pdV + pdN. (3.25)
A szabadenergia statisztikus fizikai definiciéja:
F*=—kgTnZ. (3.26)

Tekintsiik az allapotosszeg kovetkezo kifejezését:
7 = / e PEW(E)dE, (3.27)
0

vagyis az allapotosszeg az allapotsiiriség Laplace-transzforméltja. Mivel w ~ EV, a
Laplace-transzformalt 1étezik. Az éles cstics miatt

7 = / ¢ PPu(E)dE ~ e PPw(E)AE, (3.28)
0

amibol
F*=—kgThhZ =E — S(E)T, (3.29)
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vagyis F* = F.
A hoétartallyal kapcsolatban 1év6 rendszer egyensulyi feltétele a szabadenergia mini-
muma, ami dI' = 0 esetén a

dF = dE — d(TS) < TdS — SdT = 0 (3.30)

egyenletbol adodik.

3.4. Az ekviparticio tétele
Legyen egy rendszer Hamilton-fiiggvénye

H = ax? + f(xa,...,T6n). (3.31)
Az els6 tag varhato értéke:

o0 _ 2
7 ax?ePorida,
— 00

2
ary) = 5 ) 3.32
< 1> f_oooo e,ﬁaxldxl ( )
mivel a tobbi véltozora valo integralok kiesnek. Kihaszndalva, hogy ha a
. r (n —2|— 1)
A xre dr = n—_'_l, (333)
2a 5

Gauss-integralban n paros, akkor az integralast ki lehet terjeszteni —oo-tél + oo-ig:

_r@) L _Lor (3.34)

Minden, az energiaban négyzetesen szereplo , termodinamikai szabadsagi fokra” atla-

gosan —kgT energia jut, vagyis az energia a szabadsagi fokok kozott egyenletesen van

eloszlatva: ez az ekviparticié tétele. A linedris oszcillatorok, vagy az idedlis gaz korabbi
példai 6sszhangban vannak az ekviparticio tételével.

Ha a kristalyracsot ugy képzeljiik el, mint egyensilyi helyzetiik koriil rezgd atomok
egyiittesét, akkor a mechanikaban a kis rezgések elméletében tanultak alapjan be lehet
vezetni normalkoordinatakat. Minden rezgé médushoz 2 termodinamikai szabadsagi fok
tartozik, és egy atomi kristdly esetén 3N ilyen médus van. Tehat a szilard test energidja-
nak varhato értéke 3NkgT, illetve hokapacitasa Cy = 3Nkp. Ilyen hokapacitast sikeriilt

37



is megfigyelni, ez az ugynevezett Dulong—Petit-szabaly. Fontos, hogy az ekviparticié
miatt bonyolultabb esetekre is azt kapnank, hogy a hokapacitas fiiggetlen a homérsék-
lettél. Ez ellentmond a termodinamika 3. fétételének, illetve a tapasztalatoknak. Az
ekviparticié tétele nem altalanos érvényti, csak a klasszikus statisztikaban alkalmazhato.

3.1. Feladat (A Maxwell-féle sebességeloszlas) FEldszir szamoljuk ki az egy részecs-
ke dllapotisszegét:

2 3,13 3/2
p° \d°qd°p 'V [2mm V 3/2
7 = /eXp (—6—2 ) ER (—B ) =73 (\/QmﬂkBT) ) (3.35)

Annak a valdsziniiség-sirisége, hogy egy részecske impulzusa éppen p:

2
p 3
exp | —fo— |d°p
1 p? d3q ( 2m>
P(p)d®p = — exp (—ﬁ—) d3p/ — = . (3.36)
- A 2m h3 ( /2m7TkBT)3/2

Mivel a koordindtdikra vald integraldas akkor is kiesik, ha van (csak a koordindtdktol
fiiggd) kolesonhatds, ez a képlet érvényes minden klasszikus renszerre! A dp; = mdu;

dsszeftliggés miatt
2
P(v)d*y = — )k, .
(y) ! 27TkBTexp( Qk'BT v (3 37)

0.3 T T

P) \

025 7

0.15 7
0.1 7

0.05 7

|
0 sz‘ 4 6 8 10
- v
v

J<v>

3.4. abra. A Maxwell-féle sebességeloszlas. A sebesség legvaldsziniibb (v), atlagos ({|v])),
illetve a sebességnégyzet gyokének varhaté értéke /(v?).

A sebesség abszoliit értékére vonatkozik a Mazwell-eloszlds (5.4 dbra):

3/2 2
m mu
P(v)dv = 4 - 2d :
(v)dv (27TkBT> 7rexp< QkBT)U v (3.38)

38




Ismét hangsilyozzuk, hogy ez az dsszefiiggés minden klasszikus rendszerre igaz (ahol a
kélesonhatds nem fiigg az impulzustdl).
Szamitsuk ki az eloszlas jellemzdit! A v mazimumhelyre

2
exp (— QWI;ZT>UQ = maz (3.39)

feltétel adodik, melynek logaritmusdnak derivdltjat nullaval egyenlové téve:

———+=-=0 3.40
kgT v ’ ( )
ahonnan
2kgT
b=/ 2 (3.41)
m

A= = . (3.42)

2
) _ ngT, (3.43)

(v?) =1/ 31jo- (3.44)

Latszik tehat, hogy az eqy részecskére vonatkozo eloszlas nem éles, a jellemzok kozot-
ti eltérések a karakterisztikus sebesség nagysdgrendjébe esnek. Az eddigi megfontoldasok
altalaban érvényesek klasszikus rendszerekre. Idedlis gdzra igaz, hogy a teljes energia a
rendszer kinetikus energidajaval egyenlonek vehetd. Eqy részecske energidja és sebessége

ahonnan

1
E= §m02 (3.45)
E
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illetve ezek differencidlja

dE = mudv

wet T ap Lap
2V mFE mu

3/2 =
1 [2E
P(E)dEz( m ) e kT —\| == 4E =

igy

27T]€BT m

E

1 3/2 o
:< ) 2me kBT\/EdE.

27kaBT

A fenti eredményt a 3.5 dbra szemlélteti.

0.08
PE) L
0.06

0.04

0.02 1

(3.47)

(3.48)

(3.49)

3.5. dbra. Az energia eloszldsa idedlis gazban. A legvalészintibb E és az stlagos E értéket

nyil mutatja.

A mazimumhelyre az

E 1
Tkl + 3 In £ = mazx
feltételbol:

B kgT

2
A wvdrhato értéket ismét az ekviparticio elvbdl kapjuk:

I 3kBT.

2
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A szérasra:

(AE)?)

?lnz, mp3?2 9 31 3 2 _
GLE - = 32 Y] (_56) = S(kgT)* = S B, (3.53)

2 3
vagyis a relativ szords itt is nagy, ahogyan az eqy részecske esetén varhato is.
N nagyszdmu részecske esetén:

1 1
P(E)E = —¢ "Pw(E)dE ~ Ee*ﬂEE%*ldE (3.54)

N > 1 esetén éles az eloszlds. Z = ZYN /N, amibél

9 T 3/2
InZ~-NInN+N—Nln v(%) (3.55)
_ omZzZ 3
E=- ;ﬁ = SNkgT, (3.56)
ahogy azt az ekviparticio alapjan vdrtuk. A szérdsra
AE)?) = kgT*Cy = 3y kpT)? 3.57
2
adodik, vagyis
((AE)?) 1
Az F(T,V,N) fundamentdlis eqyenlet:
Vv 2mmkgT
F = —NkyTlh {N exp (ml:—f)] , (3.59)
amibol az dllapotegyenlet:
oF NkgT
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4. fejezet

Nagykanonikus és TPIN sokasagok

4.1. Nagykanonikus sokasag

REgNg

4.1. abra. A nagykanonikus sokasag szemléltetése. A nagy R zart rendszer része a kis A
rendszer. Az A alrendszer hot és részecskét is cserélhet az R’ = R\ A rendszerrel.

Lattuk, hogy a kornyezetével, mint hotartallyal kapcsolatban 1évé rendszer leirasa-
hoz célszerii a szabadenergiat termodinamikai potencidlnak valasztani. Ha a héatadason
kiviil még a részecskék is kicserélodhetnek a rendszer és kornyezete kozott, vagyis a kor-
nyezet részecsketartalyként is miikodik, akkor egy tovabbi Legendre-transzformacioval

ST, V,u)=FE—-TS —uN = —pV (4.1)
addédik az ugynevezett nagykanonikus potencial. Teljes megvaltozéasa
d® = —SdT — PdV — pdN. (4.2)

Az ilyen elrendezésnek megfeleld Gibbs-sokasdg az 4.1 dbran bemutatott nagy zart
rendszerbodl, és a sokkal kisebb, de altalaban még mindig makroszkopikusnak feltételezett
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alrendszerbdl all, pontosabban ilyenek sokasdgat tartalmazza. Az utébbi az altalunk
tanulméanyozott rendszer, ami termikus és anyagi kolcsonhatasban van a kérnyezetével.

A nagykanonikus eloszlds kiszamitdsa anal6g a kanonikuséhoz. Legyen px (g, p) annak
a valészintisége, hogy a rendszerben részecske van, és a (q,p)-vel jelzett faziscellanak
megfelel6 mikroallapotban van:

Q. ~(Er— E(q,p))

9 = ) 4.3
oln Q' (E
lnpN(Q7p) = const + a—_]ElV()|ER,NR <_EN(q7p)) +
OlnQy(E)
8]]\\; ’ERyNR(_N)’ <4'4)
(4.5)
ahonnan
1 - o
pr(a,p) = e 7z, (4.6)
Itt Z a nagykanonikus allapotosszeg:
7 — i / mefﬁ’EN(q,p)*a’N — i e N7 (4.7)
h3N N N '
N=0 N=0

ahol Zy az N részecskét tartalmazé rendszer kanonikus allapotosszege, és megjelent a
kornyezet homérsékletére és kémiai potencidljara jellemz6

1

5, = ma (48)

illetve

o = _Bllul = k;:T’ (49)

Mivel egyensiily esetén a makroszkopikus rendszer felveszi a hotartalyra jellemzo hémér-
sékletet és kémiai potencidlja bedll a részecsketartalyra jellemzo értékre, a tovabbiakban
elhagyjuk a vesszOs jelolést.

4.2. Nagykanonikus potencial

A statisztikus fizikai definicié:

®=—kpTlnZ. (4.10)
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Attérve az energia szerinti eloszlasra és felhasznalva az eloszlasok élességét, TDL-ben:
Z=> / dEwy (E)e PEN—oN  ¢=FEN—aNS/ks AEAN, (4.11)

ahonnan:
®=—kgThZ =FE—uN—TS(E,N). (4.12)

Az egyenstly feltétele ilyenkor a ® nagykanonikus potencidl minimuma.

Példa Az idedlis gdz nagykanonikus allapotosszege:

N
1
7 = Z e'B'uNZN Z e/BMN |: 2ﬂ.kaT)3/2:| ﬁ _

N=0
= exp {eﬂ“z(mekBT)?’/Q} (4.13)
h3 ’ ‘
® = —kgT eﬂﬂi‘l/ (2rmkgT)>* = —pV, (4.14)

amibol ismerds formulahoz jutunk:

0P pV
(a'u):rv 0 kpT .

)

(T,P,N)-sokasag

R Ve Ng

4.2. dbra. A (T,P,N) sokasdg szemléltetése. A nagy R zart rendszer része a kis A
rendszer. Az A alrendszer hot és térfogatot is cserélhet az R’ = R\ A rendszerrel.
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A kovetkez6 megvizsgalandd elrendezést mindjart a sokasag segitségével vezetjiik be
(lasd 4.2 abra).

Tehat a vizsgalt rendszeriink, ami egy nagyon nagy zart rendszer része, ho és mecha-
nikai kapcsolatban all a kornyezetével tehdt sem energidja, sem térfogata nem allando,
az utobbit egy dugattytuval érzékeltettiik. A megfelelé termodinamikai potencial a sza-
badentalpia, vagy Gibbs-féle szabadenergia:

G(T,P,N)=FE—-TS+pV = uN, (4.16)
illetve differencidlisan:
dG = —=SdT + VdP + pudN. (4.17)

Annak a py (g, p) valészintisége, hogy a rendszeriink térfogata Vés a (g, p) faziscelldval
azonositott mikroallapotban van:

1
pv(q,p) = e PPvian =Y (4.18)
dgdp _spy(gp) v _
Y(T,P,N) /dV/th‘ vien) VY

= / dv / dBwy (E)e PE=1V, (4.19)
ahol v = fp és Y a (T,P,N)-allapotosszeg. A G szabadentalpia:
G(T,P,N) = —kzTInY, (4.20)

aminek belatdsat az olvaséra bizzuk. Az egyensily feltétele ilyenkor a G szabadentalpia
minimuma.
A térfogat varhato értékére

V=- (alny> = —kgT (a1ny> : (4.21)
87 T,N ap TN
szorasara pedig
Y oV _
(AVP) = T35 = —haT ( ap) — VkyTrr (1.29)

adodik, ahol felhasznéltuk, hogy

1 [0V
= —— (== 4,
" 14 (Gp )T,N (423)
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az izoterm kompresszibilitds. Létszik, hogy xr > 0 adddik, ami megint a termodina-
mikabdl ismert stabilitdsi kritérium. Legyen n = N/V a részecskeszam-stiriiség. Ha N
rogzitett, akkor n szérasnagyzetére

((An)*) = (n*) — (n)* = N2<(% - %) ) = NQ«A‘_/# = RQ%I{:BTKT. (4.24)

Ugyanezt az eredményt kell kapnunk akkor is, ha a térfogat allandé és a részecskeszam
fluktual:

(An)2) = «AV# _ nzékBT/iT, (4.25)

amibdl a részecskeszam-fluktudcidkra adédik:
((AN)?) = (n*)\VkpTkr. (4.26)

Masfeldl a nagykanonikus sokasdg alapjan:
ON
((AN)?) = kpT <—> : (4.27)
o)y

A fenti két kifejezés Osszevetésébol kapjuk a kovetkez6 termodinamikai Osszefiiggést:

ON ,
—_— =n"Vkr, 4.28
(8N)TV ! ( )

amit — kissé koriilményesen — termodinamikai atalakitasokkal is le lehet vezetni.
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5. fejezet

Korrelaciok, szoraskisérletek és
valaszfiiggvények

Eddig nem foglalkoztunk azzal, hogy a vizsgalt makroszkopikus rendszerben helyfiiggd
fluktudciok is lehetnek. Legyen egy X extenziv mennyiség lokalis stirtisége x(r). Nyilvan:

/ z(r)d*r = X. (5.1)
1%
A korrelacios fiiggvény definicidja:

Cao(r, 1) = ((z(r) — 2)(2(r) — 2)) = Cz — 1), (5.2)

ahol az utolsd egyenloség homogén rendszerben érvényes. Kiintegralva a korrelacios

fiiggvényt
[ cute =—/d3'/d3 D) ~ 7)) =

V (X = X)) = V((AX) )- (5.3)
5.1. Sturtiségfluktuaciok
n(r) =D (3(B; — 1)), (5.4)
/n(f)dST =N =naV, (5.5)
Con(r—1') =D (0(R; — r)d(R, — 1)) = n’g(r — 1), (5.6)
j#k



ahol R; a j-edik részecske helyvektora, és g(r — 1) neve parkorreldcids, vagy radidlis
eloszldsfiiggvény. Fizikai jelentése, hogy 4mr?ng(r)dr annak a varhaté értéke, hogy hany
részecske van egy r sugari, dr vastagsagu gombhéjban, ha az origéban van részecske.

[ ey = Vv - 1) = (%) - ). 6.7
// Erd®r' (Con(r,7') — n?) = ﬁQV/dsr lg(r) —1] =
= (N%) = (N) = (N)? = =((AN)") = (N).  (5.8)

Lattuk, hogy ((AN)?) = Via2kgTky, vagyis

/d?’r lg(r) — 1] = kgTrr — % (5.9)

Definialjuk az F (k) sztatikus szerkezeti faktort a kovetkezdképpen:
F(k)=1+ n/ e*rg(r) — 1] d®r, (5.10)

ami lényegében a parkorrelacios fiiggvény Fourier-transzformaltja. A fentiekbdl kovetke-
zik, hogy

k—0
A sztatikus szerkezeti faktor elnevezés onnan szarmazik, hogy ez a fiiggvény jelenik meg a

rugalmas széraskisérletek hatéskeresztmetszeténél. Ennek megmutatasahoz elészor ala-
kitsuk &t F'(k)-t:

Fb) = = [ [ @i 08, - 00— )M — ma(e) +1 -
Ji#k

1 iR(Ry—Ry)\ - 1 k(R —RL)y _ = —
N ;<e MISZR)) — 7d(k) +1 = N %}<e W)y — o(k) =
= (n(k)n(=k)) — ndé(k), (5.12)

ahol az utolso 1épésben kihasznaltuk, hogy a szumma alatti kifejezés csak a helyvektorok
kiilonbségétél fiigg, és az egyik indexre kiosszegezve N-et kapunk.

Széraskisérletekben valamilyen hullimot (elektromagneses, neutron, stb.) bocsitanak
az anyagra, ami azzal kolcsonhatasba 1ép. A részecskéken torténo szorédds mechanizmu-
sat nem vizsgaljuk.
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5.1. dbra. Szoras szemléltetése

Definidljuk a £ = ky — k1 vektort, és szamitsuk ki a széras fazistényezoit:

Apy = k(R — R;), (5.13a)
Aps = ki (R; — Ry), (5.13b)
(5.13¢)
ahonnan
Apy — Apy = k(R — R;). (5.14)

A szoras differencialis hatdskeresztmetszete az atomi szérasra és a szerkezetre jellemzo
tényez6kbol all. Az atomi szérds hatdskeresztmetszete

ao(9) = | fo() P, (5.15)

ahol megjelent az ismertnek feltételezett atomi szorasi amplitiido abszolut érték négyzete.
A differencialis hataskeresztmetszetre

o) = oo(9) Z(J’“Rr% = 0o(0)NF (k) (5.16)

adddik, eltekintve a direkt nyaldbnak megfelel$ 6(k)-s tagtol.

5.2. Valaszfiiggvények

Eddig spontan fluktuaciékkal foglalkoztunk. Mi torténik, ha az egyensulyi atlagtol vald
kis eltérést kiilso hatds hozza létre? Tekintsiik a kdvetkezo perturbaciot:

H = Hy — FX, (5.17)
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ahol az F kiils6 er6 az X extenziv mennyiségen keresztiil kapcsolddik az energia kifejezé-
séhez. Példaként a magnesezettségre, illetve a magneses indukcié vektorra lehet gondolni.
Fel fogjuk tenni, hogy F kicsiny, és ennek megfeleléen a hatasa, a perturbdciora adott
vdlasz is kicsinynek tekintheto:

Xp — Xo = xF, (5.18)

ahol bevezettiik a x (altalanositott) szuszceptibilitast. Figyelem: a perturbacié bekapcso-
lasa utan megvarjuk az 1j egyensuly bedlltat és az egyensilyi értékekben bekovetkezett
valtozast tekintjiik valasznak.

0 f dq dp X e~ PHo+BFX B f dq dp X2ePHo+BFX
X B a_F f dq dp e_ﬂHO'FBFX 0 - 6 f dq dp e_ﬁHO'f‘ﬁFX

[ dgdp X e~ PHoHPEX 2
- ( [ dqdp e=BH+BFX )

F=0

= B(AX)?)o. (5.19)

F=0

A figyelemre mélto eredmény azt jelenti, hogy a kis kiilsé hatasra adott valasz csak a
perturbalatlan rendszer jellemzoin keresztiil fiigg a rendszertél. Ez lehetévé teszi, hogy
kis terekkel tanulméanyozzuk a perturbédlatlan rendszer sajatossagait. A kapott Osszefiig-
gés emlékeztet a kordbban mar nyert fluktuacios képletekre, és nyilvanvalo egyenlétlen-
séget jelent a szuszceptibilitasra.

A korabban levezetett Osszefiiggés alapjan:

=8V [ Cualt)d’r = BUAX (5.20)
Bevezetve a
C(k) = /C'm(f)eikrdgr (5.21)

Fourier-transzformaltat, azt kapjuk, hogy x = SV C(0). Természetesen lehet helyfiiggd
perturbaciot is alkalmazni. Ha az

F(k) = / F(r)e® dér (5.22)

Fourier-komponensekkel irjuk le a helyfiiggést, az eredmény igen egyszerii lesz:

AX(k) = X (k) — X = x(k)F(k), (5.23)

ahol
x(k) = BV C(k) (5.24)
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az egyensulyi valaszfiiggvény.

Az eddigiekben feltételeztiik, hogy ugyanannak a mennyiségnek a megvaltozdsara
vagyunk kivancsiak, amin keresztiil a perturbacié a rendszer energiajahoz csatolédik.
El6fordulhat, hogy egy perturbacié mas mennyiség megvaltozasat is magaval hozza. Pl.
az elektromos térerGsség a polarizacion keresztiil csatoldédik, de okozhat térfogatvélto-
zast is. Ilyenkor értelemszertien az ugynevezett kereszt-korrelaciés fliggvényekbdl kell
kiindulni:

Cya(r,1") = ((y(r) — 9)(2(r) — 7). (5.25)
Ennek felhasznalasaval
X =BV [ Cpale)dPr = B = V)X - X)), (5.27)
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6. fejezet

Kolcsonhato rendszerek,
fazisatalakulasok

6.1. Boltzmann-féle rendezodési elv

Altaldnos tapasztalat, hogy a makroszkopikus rendszerek kiilsé paraméterek (pl. hdmér-
séklet) véltoztatasaval hirtelen atalakuldsokon mennek at. Ilyenkor fazisatalakulasrol
beszéliink. Pontosabb definiciot a termodinamika segitségével lehet adni: a paramé-
tertérnek azon tartoménya, amelyen a szabadentalpia analitikus egy fazist jelol ki. A
legegyszeriibb fazisok a halmazallapotok.

Tekintsiink egy egyszerii atomos gazt, amelynek részecskéi kozott kolesonhatas van.
A rendszer szabadenergiaja:

F=E-TS. (6.1)

A belso energia fiigg a

2
D;
E:ZQm+ZU2(TiJ)+ E Us(rij, Tk, Thi) + - - - (6.2)

1<j

részecskék kozotti tavolsdg, Us a parkolesonhatas és gyakran csak ezt vessziik figyelembe.
A parpotencial alakjat meghatarozza, hogy rovid tavolsdgon taszitd, nagy tavolsagon
pedig vonzo kolesonhatéas uralkodik.

Sokszor alkalmazzak az 1.n. Lennard-Jones potencidlt:

U(r) = 4e {(g)m - (%)6] (6.3)

ami két paraméterrel jellemzi a potencialt.
Felmeriil a kérdés, hogy miért alakulnak ki kiillonb6z6 fazisok. Erre kvalitativ valaszt
a Boltzmann-féle rendezodési elv ad.
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U(r)

6.1. abra. Lennard-Jones potencial alakja.

Egyensilyban a rendszer a szabadenergidjanak minimumara torekszik. Magas ho-
mérsékleten, mivel az ' = E — T'S kifejezésben az entréopia meg van szorozva a ho-
mérséklettel, ezt a minimumot gy lehet elérni, hogy az entrépiat nagynak allitja be a
rendszer, még azon az aron is, hogy az energiaja nagy, hiszen a részecskék tavol vannak
egymastol, vagyis nem a potencialvolgy minimuma koérnyékén tartézkodnak. Ha a ho-
mérsékletet csokkentjiik, elériink egy pontot, amikor mar érdemes lesz az kolcsonhatasi
energia tagot is jéval alacsonyabbnak valasztani, de természetesen ilyenkor az entrépia
kisebb lesz. Végiil elegendéen alacsony hémérsékleten mar az is ,,megéri” a rendszernek,
hogy a részecskéket szabalyos rendbe allitsa, vagyis az entréopia igen alacsony lesz, de az
energiatag csokkenése ezt kompenzalja.

A halmazallapot-valtozasok a leggyakrabban vizsgalt fazisatalakulasok, de szamos
mas esettel is taldlkozunk: ferromagnes-paramagnes atalakulds soran a mégneses rend
valtozik, a szerkezeti atalakulasokndal a kristdlyos rend véltozik, az otvizetek rend-
rendezetlen atalakulasanal pedig az 6tvozetek egymasban vald oldhatosaga valtozik meg.

6.2. A fazisatalakulasok osztalyozasa, elsOrendii at-
alakulasok
Ehrenfest vezette be a kovetkez6 osztalyozast:

e ha a fazisatalakulasnal a G szabadentalpianak els6 derivaltja nem folytonos, akkor
elsérendt,

e ha a masodik derivalt nem folytonos, akkor masodrendii a fazisatalakulas.
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6.2. dbra. A Boltzmann-rendez6dés szemléltetése. A hdmérséklet és ezzel egyiitt az
energia a balrdl jobbra csokken.

Elvben (és modellekben) magasabb rendii atalakuldsok is lehetségesek, de ezek jelenté-
sége elenyészo.
Az elsorendii atalakulasokndl latens ho 1ép fel. Ez azonnal latszik a 6.3 abran is. Itt

felhasznaltuk, hogy
(a—G) _v, (6.4)
W )N

(%) - o5

A kiilonboz6 fazisokat fazishatarok valasztjak el, amelyeket a fazisdiagram segitségével
lehet dbrazolni. Ha csak a halmazallapot-valtozasokat vizsgéljuk, a kovetkezd fazisdiag-
ramot kapjuk 6.4 abra.

A fazisdiagramon a nevezetes pontok és vonalak is fel vannak tiintetve. A folyadék
és a gozfazis valéjaban csak a gdznyomas gorbén kiilonboztetheté meg, ahol a két fazis
egyiitt 1étezik, koegzisztal. A géznyomads gorbe ugyanis a kritikus pontban véget ér, tehat
a gazfazis és a folyadékfazis a szaggatott vonallal jelzett iton egymasba atalakithaté ugy,
hogy kozben a szabadentalpia végig analitikus marad, vagyis fazisatalakulas nélkiil.

Hatarozzuk meg a fazishatarok differencialegyenletét! A fazishatdron a két fazis
egyiitt van jelen, ilyenkor az egyensiily feltétele, hogy a kémiai potencidlok megegyezze-
nek. Mivel G = uN, a szabadentalpidknak is meg kell egyezni, és ez igaz a fazishatar
mentén torténd elmozdulasra is:

dGI = dGH (66)
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6.3. dbra. A szabadentalpia viselkedése elsorendii fazisatalakulds soran.

Allandé részecskeszam mellett (AN = 0):
Vidp — S1dT = Vidp — SudT, (6.7)
vagyis
AVdp = ASdT, (6.8)

amibol adddik a Clausius-Clapeyron egyenlet:

dp AS AH
dT AV~ TAV’
ahol AH = TAS az atalakuldshoz kapcsolodd latens ho.

6.3. A van der Waals-elmélet

Az idedlis gaz elmélete és egyszerii perturbativ kiegészitése nem ad szamot a fazisatala-
kuldsokrél. Az elso sikeres probalkozas van der Waals-é volt, aki az idealis gazra érvényes
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6.4. dbra. Tipikus halmazallapot-valtozas fazisdiagram. A gorbék elnevezése: piros:
szublimécios-, zold fagyas-, kék géznyomas gorbe.

p = nkgT allapotegyenlet helyett a kivetkezot javasolta:

nkBT 2
— an
1—0bn

p= (6.10)

Ez a képlet egy fizikai megfontoldason (és nem levezetésen) alapszik. A részecskék
kozotti kolesonhatéast ugy vessziik figyelembe, hogy a potencial rovidtavi, taszité magja
révén a részecskék szamara rendelkezésre all6 térfogat csokken — ezt irja le a b paraméter.
A potencial vonzo része a nyomast csokkenti, amit az a paraméter segitségével vesziink
figyelembe. A taszitasnal a stirliséggel aranyos a kizart térfogat, a vonzo tagnal a stirliség
négyzete szerepel, mivel itt két részecske kolcsonhatasat kell figyelembe venni. A fenti
egyenletbol atrendezéssel

P (1 - bg) — ngT —a <g)2 (1 - bg) (6.11)

adddik, amit V3-bel beszorozva, V-re harmadfoki egyenletet kapunk. Ennek megfeleléen
a 6.5 abran lathato izotermakat nyerjiik.

Bizonyos hémérséklet alatt megjelennek tehat olyan izotermék, amelyeknél g—"; > 0,
vagyis az izoterm kompresszibilitdas negativ. Ezek a pontok nem felelnek meg a termo-
dinamikai stabilitas feltételének. Maxwell mutatta meg, hogy ilyen esetben mi fizikai
izotermak meghatarozasanak modszere. Itt is abbdl indulunk ki, hogy koegzisztencia
esetén az egy részecskére esO g szabadentalpidknak meg kell egyezni. Mivel izoterméat
vizsgalunk, nemcsak d/N = 0, hanem d7' = 0 is.
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6.5. dbra. A van der Waals géz izotermai redukélt dimenziétlan paraméterekben (6.17).

g= / vdp, (6.12)

ahol v az egy részecskére eso térfogat. A fenti abrabdl kovetkezik a Maxwell-konstrukeié:
a vizszintes izotermat tgy kell behizni, hogy az alatta és a folotte 1évo teriiletek meg-
egyezzenek. A vizszintes szakasz fizikai jelentése értheté: amig koegzisztencia van, a
rendszer térfogatanak valtoztatdsa nem valtoztatja meg a nyomdst, hanem csak a fo-
lyadék gaz-aranyt. A vizszintes szakasszal az izoterma nem-analitikussa valik, tehat a
fazishatart az abran jelzett, harang alakt, koegzisztencia gorbe jeloli ki.

A kritikus pont meghatarozasahoz észre kell venni, hogy itt az izoterma elsé és ma-
sodik derivaltja eltinik. A van der Waals-egyenlettel egyiitt ez éppen harom egyenlet
harom ismeretlenre, aminek megoldasa:

a
1
c = 51> 614
ne =gy (6.14)
8a
kgT. 75 (6.15)
ahonnan
nck;BTc 8
= —. 6.16
0. 3 (6.16)

Ez azt sugallja, hogy minden valédi gaz kritikus paramétereinek fenti kombinaciéja
univerzalis allandéhoz vezet. A kritikus paraméterekkel dimenziétlanna téve a van der
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Waals-egyenletet, anyagi allandoktol mentes allapotegyenlethez jutunk:
3
(p* + 3n*?) (— — 1) = 8T*, (6.17)
n*

ahol p* = p/p., n* = n/n. és T* = T/T,. Ez a megfelelé dllapotok tétele néven ismert
Osszefiiggés azt mondja ki, hogy az in. redukalt mennyiségek felhasznalasaval minden
valédi gaz azonos alaku allapotegyenlettel irhaté le. Azonban ez nem tétel, hanem a van
der Waals-kozelités kovetkezménye, amit kisérletileg ellendrizni kell. Meglepé mdédon
valami igazsidg van benne! Valéban, a kritikus pont kozelében a p*(n*, T*) fiiggvények
azonos alakra hozhatdk, ez azonban kiilonbozik a van der Waals-egyenletbdl kévetkezd
Osszefiiggéstol. Pl. a koegzisztencia gorbe a van der Waals-elméletben parabolikus, a
valésagban ennél jéval laposabb.

*

6.4. Ferromagneses fazisatalakulas

Megfelel6 koriilmények kozott, kolesonhatoé spinek makroszkopikus rendszerében lehet-
séges egy olyan atalakulas, aminek révén a kiilsé tér nélkiili, spontan mégnesezettség jon
létre. Mielott ennek a targyalasaba fognank, tekintsiik a nem kolcsonhaté, racspontokhoz
rogzitett spinek rendszerét!

Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy az elemi magneseknek (spineknek) csak
két beallasuk lehet, fel vagy le. Kiils6 tér nélkiil a spinek rendezetleniil allnak, a kiil-
sO tér hatasara igyekeznek a térrel parhuzamosan bedllni, ami ered6 magnesezettséghez
vezet. Csak T = 0 hémérsékleten all azonban minden spin parhuzamosan a térrel (ez
az alapdallapot), magasabb hémérsékleten ez a tokéletes rend valamelyest zavart szen-
ved, végiil végtelen magas hémérsékleten eltiinik a magnesezettség, és a spinek teljesen
rendezetleniil dllnak. A rendszer Hamilton-fiiggvénye:

H= —B,qui = —hZSi, (6.18)

ahol csak a tér nagysagat jeloltiik és p az elemi magnesek momentuma, az s; valtozo
pedig +1 vagy —1 értéket vehet fel. Vizsgaljuk ezt a rendszert a kanonikus sokasig
segitségével!

eﬁhzj‘ 93

SR (6.19)

ploi) =
annak a valdszintisége, hogy a 2V spinkonfiguraciébél éppen a o;-vel jelzett valésul meg.
Szamitsuk ki a T homérsékletli rendszerben a magnesezettség varhato értékét! Ehhez
elég meghatarozni egyetlen spin varhaté értékét:
Sy i P

(07) = S P T P g e th(Sh). (6.20)
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Az eredmény természetesen nem fiigg i-t6l. Innen
(M) = Nu(o) = Nuth(Bh). (6.21)

Az izoterm szuszceptibilitast a definicié alapjan szamitjuk:

_ (MY _ |, 0th(Bh) . 2 0th(Bh)
xr(B) = (8B>T_N o8 M on
1
= BNp*(1+ th*(Bh)) = BNMQChQ(W- (6.22)
Ebbél a képlethsl adédik a
xr(B = 0) = BN (6.23)

alaki Curie-torvény, ami azt mondja ki, hogy paramdgneses anyagoknél, (ahol a kol-
csonhatds az elemi magnesek kozott elhanyagolhatd) a zérus kiilsé tér melletti izoterm
szuszceptibilitas a homérséklet inverzével aranyos, mint azt a 6.6 dbra szemlélteti.

5 |
Xy

6.6. dbra. Paramégnes szuszceptibilitdsa (6.23).

Tekintsiink most mar egy ferromagneses anyagot. Ilyenkor az elemi magnesek kozotti
kolesonhatas miatt spontan, kiilsoé tér nélkiili magnesezettség alakulhat ki az anyagban.
Az egyszer ség kedvéért tekintsiink egy er6sen anizotrop, csak kétféle bedllast megenged
magnest. A megfelel fazisdiagram a 6.7 dbran lathato.

A 6.7 dbran a bal oldali diagrammon a vastag vonal a fazishatar, amelynek két oldalan
kiilonboz iranyu spontan magnesezettséget tapasztalunk, és az egyikrol a masikra vald
atugras nyilvan nem analitikus fiiggvénnyel irhaté le. Ugyanakkor azt is latjuk, hogy
— analégiaban a folyadék-gaz atalakulassal — a fazishatar itt is egy kritikus pontban
végzodik, T.-ben. Ennél, i.n. Curie-hémérsékletnél magasabb hémérsékleten nincsen
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6.7. abra. Ferromagneses fazisdiagram. Bal: B — T diagram. A kritikus pont kor-
bejarhatd. Teehat homérséklet emelésével fazisatalakulds nélkiil is at tudunk jutni a
fazishataron. Jobb: M — T diagramm kiilonb6z6 kiilsé magneses tér mellett, zold zérus,
kék Kkicsi, piros nagyobb kiilsé méagneses térhez tartozo fazishatarok.

spontan méagnesezettség. Ezt a pontot megkeriilve (1d. a szaggatott vonalat) analitikus
ut mentén el lehet jutni az egyik iranyd magnesezettségbol a mésik irdnytba. Erdemes
a magnesezettség — homérséklet diagramot is felvenni ldsd 6.7 jobb oldali abra.

A spinek kozotti kolesonhatas lefrasanak legegyszertibb mikroszkopikus modellje az
Ising-modell:

H=-J]Y ow0;—hY o (6.24)
(i) d
ahol (ij) azt jelenti, hogy az els6 szomszéd parokra kell 6sszegezni a racsban, vagyis rovid
hatétavolsagu kolecsonhatast vezettiink be, J a kolesonhatés, amit kicserélodési integral-
nak is szoktak nevezni, utalva a magneses kolcsonhatas kvantummechanikai eredetére.
Alapvetd kérdés, hogy kialakulhat-e ilyen rovid hatotavolsagi rendszerben hosszu tavi
rend. Ahhoz, hogy kiils6 tér nélkiil ered6 (spontan) mégnesezettsége legyen a rendszer-
nek, ilyen hosszi hatotavolsagu rendre van sziikség, hiszen a véges méretili, akar egy
iranyban all6 domének a TDL-ben kioltjak egymast.

Elemezziik a fenti magneses modellt kiilsé tér nélkiil a Boltzmann-féle rendezodési
elv alapjan! A legalacsonyabb energiaju, u.n. alapallapotban minden spin egy irany-
ba mutat. Ilyen allapotbdl ketté van, az egy spinre es6 entropia a TDL-ben eltiinik.
Alacsony hémérsékleten a szabadenergia minimumat az energia-tag uralja, és a spinek
tobbsége egy iranyba mutat. A homérséklet emelésével egyre fontosabba valik az entro-
pikus tag, egyre jobban szétzilalodik a rend, mig végiil a Curie-pontban teljesen eltiinik.
Nagy kérdés, hogy mekkora homérséklet kell ahhoz, hogy szétzilalédjék a rend — errol a
fenti, kvalitativ megfontolas nem mond semmit. Lehet, hogy mar tetszélegesen kis po-
zitiv hémérséklet elég? Az egydimenziés modellt viszonylag kénnyen meg lehet oldani,
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és kideriil, hogy ott valéban ez a helyzet: nincsen 7' > O-ra spontan magnesezettség.
Természetesen az egydimenzios spinlanc rendjét a legkonnyebb elrontani. Mi a hely-
zet a kétdimenziés modellel? Ez mar nem egyszerti probléma, de a matematikai fizika
egyik nagy diadalaként Onsagernek sikeriilt megoldania. Kideriilt, hogy a kétdimenzids
Ising-modellnek van nemtrivialis Curie-pontja! Ezt a szdmitast nem kovetjiik, hanem
egy széles korben alkalmazhat6, w.n. &tlagtér (mean field) kozelitéssel fogjuk lefrni a
ferromédgneses atalakulast. A ferromagneses atalakulasok esetében ezt Weiss-elméletnek
hivjak.

Térjiink vissza a teljes Ising Hamilton-fiiggvényhez! Vegyiik észre, hogy az atirhaté

a kovetkezo alakra:
J

7 j=NN;
ahol a masodik Osszegzés az i-edik spin els6 szomszédaira (next nearest neighbor) terjed
ki. Ez a kifejezés tigy olvashatod, hogy a o; spinre egy

J
hew = h+ 3 > o (6.26)

J=NN;

effektiv tér hat, vagyis a kiils6 téren kiviil a szomszédos spinek lokalis, vagy molekularis
tere. A kozelités abban all, hogy ezt a teret atlagosan vessziik figyelembe (Weiss-féle
atlagtér elmélet):
mf—h+—za]_h+—< ), (6.27)
7=NN;

ahol z a koordinaciés szdm, és megjelent (az elvben a probléma megoldasdbél ad6dé) spin
varhaté érték. Ugy tesziink, mintha mar ismernénk ezt az értéket! Ekkor egy fiiggetlen
spinekbdl allo rendszerhez jutottunk, aminek Hamilton-fiiggvénye:

H=—hny o (6.28)
Ennek a megoldasat azonban ismerjiik:

(o) = tanh [5 (h + % >>] (6.29)

ami most egy implicit egyenlet (o)-re, vagyis a mdagnesezettségre (M = Npu(o)). A
megoldast a 6.8 abra grafikusan szemlélteti.

A 6.8 4brén az y = (o) egyenest is dbrazoltuk. A grafikus megoldds ennek az egyenes-
nek és a tanh gorbének a metszéspontjaibdl adodik. Latszik, hogy 5 = 1/kgT értékétol
fiiggéen lehet 1 vagy 3 megoldés (ez emlékeztet a van der Waals-dllapotegyenletre!). A
tanh fliggvény derivéltja az origéban .Jz/2. Magas hémérsékleten a derivalt kisebb,

61



tanh ({a)T,./T)

6.8. dbra. A (6.29) egyenlet grafikus szemléltetése.

mint 1 és csak 1 megoldas létezik. Alacsony hémérsékleten a derivalt nagyobb, mint 1,
vagyis 3 megoldas létezik. Ezek koziil az egyik, a (o) = 0-hoz tartozo instabil, amint azt
késébb be fogjuk latni. Az el nem tiiné magnesezettséget jelent megolddsok mutatjak,
hogy ferromagneses fazissal van dolgunk. A Curie-pontnal a derivalt éppen 1, vagyis

J
kT, = 72 (6.30)

adédik.

6.9. abra. Kvazi-egydimenzis racsszerkezet, a kétdimenzios négyzetracs z = 4 koordina-
cios szamaval.

Vegyiik észre, hogy ebben a kifejezésben nem szerepel a rendszer dimenzidja, csak
a koordinécids szam, pedig lattuk, hogy pl. egy dimenzidoban nincsen 7" > 0 esetén
ferromagneses rend. Tekintsiik a 6.9 abran lathatd, kvazi-egydimenzids elrendezést!

Ez a létra egy végtelen racs darabja, amelyen a koordinacios szam ugyanigy 4, mint
a négyzetracson, vagyis az atlagtér elmélet ugyanazt a kritikus pontot eredményezi. Meg
lehet azonban egzaktul mutatni, hogy egy ilyen végtelen 1étran a termikus fluktuaciok
ugyanugy leromboljak a ferromégneses rendet, mint az egydimenzids végtelen lancon.
Vagyis alacsony dimenzioban az atlagtér kozelitéssel baj van. Mi ennek az oka?
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Az alkalmazott kozelités lényege, hogy a vizsgdlt o; spin koriili szomszédos spineket
nem egzaktul, hanem csak atlagosan vessziik figyelembe, vagyis elhanyagoljuk a fluktu-
aciokat. De éppen a fluktudciok felel6sek a rend szétzildlasaért! Minél alacsonyabb a
dimenzid, anndal nagyobb jelentosége van a fluktuacioknak.

Latjuk, hogy — egyezésben a kétdimenzids egzakt eredménnyel (valamint a magasabb
dimenziés numerikus szamitdsokkal) — az dtlagtérelmélet fazisdtalakuldshoz vezet T' > 0
Curie-hémérséklettel. Nézziik meg, mi adédik a szuszceptibilitasra! Eloszor fejezziik ki
a h teret a (o), vagyis lényegében a mégnesezettség segitségével!

J
h = kgTartanh(o) — 72<a) (6.31)
Amibol meghatarozhaté a szuszceptibilitas:
oM (o) 5 (0{0)
=(—] =Nu|—==) =N —t 6.32
we(Gm), oo Gn), v (5), oo

(o)

-2 -15 -1 =05 0 0.5 1 1.5 2

6.10. abra. Az atlagos méagnesezettség magneses tér fiiggése kiilonboz6 homérsékleten.

A 6.10 abréan latszik, hogy h = 0-hoz T > T esetén egy, T' < T.-nél harom megoldés
tartozik, osszhangban a korabbiakkal. Tudjuk, hogy a fluktuaciok és a szuszceptibilitds
kozotti kapesolat révén xyr > 0, tehat az alacsony homérsékleti fazisban az izotermakon
termodinamikailag nem stabil allapotok jelennek meg, teljes analégiaban a van der Waals-
elmélettel. Ezért mondhattuk, hogy a (o) megoldas a ferromagneses fazisban instabil.
A Maxwell-szerkesztés itt a szimmetria miatt nagyon egyszerti: a h = 0 tengelyen kell a
két stabil megoldést fiiggélegesen Gsszekotni (1d. 6.10 dbra).

Szamitsuk ki, hogyan fiigg a spontan méagnesezettség (h = 0) a hémérséklettol a kriti-
kus pont kozelében. Ilyenkor a magnesezettség kicsi és a tangens hiperbolikus fiiggvényt
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(o)-ban harmadrendig sorba fejtjiik és figyelembe vessziik, hogy T — T, is kicsi:
Jz Jz 1 Jz K
= tanh | f— ~ (o) — = | B—= ~
(o) = tant (55 (0)) = 55 0) — 5 (55400

~(o) (1 _L ;T) - %(0>3, (6.33)

amibol

(6.34)

vagyis a magnesezettség gyokosen indul a kritikus homérséklettol lefelé.

A stabilitdsi kritériumnak nem mondanak ellent a A~ = 0 vonalon tul taldlhatd, de po-
zitiv szuszceptibilitasu pontok. Ezek nem egyensilynak, hanem metastabil allapotoknak
felelnek meg. Segitségiikkel kvalitativ képet lehet a hiszterézisrél nyerni (1d. szaggatott
vonalak). A valdsdgban a hiszterézis bonyolultabb jelenség, amelyben a doménszerkezet
és a szennyezOk fontos szerepet jatszanak.

Az 6.10 abrardl latszik, hogy a kritikus izoterman a zérus térhez tartozd szuszcepti-
bilitds végtelenné valik. Szamitsuk ki, hogyan. Fejtsiik sorba a (o) (h) fiiggvényt:

() = tanh [ﬁ <h+ %(a))} ~ 3 (h+ £<<7>) :

2
o) (1- 5% ) = to)ka(r ) =
oh
o] = k(T —T.), (6.35)
ahonnan
(oM L, (9(o)\ _ Np* 1
o (), (), o

Azt latjuk tehat, hogy a szuszceptibilitas divergal a Curie-pontban, ami a magne-
sezettség minden hatdron til névekvo fluktudcidira utal. Ez ismét ramutat az atlagtér
megkozelitésben rejlé ellentmondéasokra: Abbdl indulunk ki, hogy a fluktudcidkat el le-
het hagyni, és arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy nagyon fontosak, sét végtelen nagyok
lehetnek, legalabbis a kritikus pont kozelében.

A mégneses fazisdtalakulds azonban nemcsak analdg a folyadék-gaz dtalakulassal,
hanem kiilonbozik is attol. A folyadékéllapot és a gazallapot azonos szimmetridju. Az
Ising-modellnek h = 0 mellett van egy alapveto szimmetriaja: Az energia nem valtozik,
ha minden spint megforditunk. 7' > T, esetén nincsen spontan magnesezettség, vagyis
a rendszer allapota tiikkrozi a Hamilton-fliggvény szimmetriajat. Alacsony homérsékle-
ten, a ferromagneses fazisban a vagy pozitiv, vagy negativ magnesezettség alakul ki —
hogy melyik, azt fluktuacidk, vagy az kiilonben elhanyagolhaté jelentoségti hatarfeltétel
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donti el. Mivel itt a szimmetria Ggy sériil, hogy nincsen jelen a Hamilton-fiiggvényben
a szimmetria-sérto kiilsé tér, a jelenséget spontan szimmetria-sértésnek hivjak. Ez fon-
tos fogalom, amely kulcsszerepet jatszik a szupravezetéstol a részecskefizikdig szamos
elméletben.

6.5. A fazisatalakulasok Landau-elmélete

A ferromagnesség példa a rovid hatétavolsagu kolesonhatdsok kovetkeztében, kooperativ
hatasra, fazisatalakulds soran kialakul6é hosszu tavi rendre. Ilyenre szamos példa van,
és célszerlinek latszik egységes elméletbe foglalni 6ket, amint azt Landau tette. Minde-
nekel6tt be kell vezetni a 6 rendparaméter fogalméat. Ez a mennyiség a kialakulé rend
mértékére jellemzo és tiikrozi a fazisatakulas soran sériilé szimmetriat. Pl. a ferromég-
neses atalakuldsnal természetes rendparaméter valasztds a § = (o) (vagyis lényegében
az egy spinre juté magnesezettség), amely a rendezetlen, magas hémérsékleti fazisban
eltiinik, majd a kritikus, Curie-ponttdl kezdve fokozatosan novekszik, mig nulla hémér-
sékleten eléri a maximalis értéket:

(o) =1 (6.37)

Elsérendi fazisatalakulasnal a rendparaméternek ugrasa van, mig masodrendi at-
alakuldasnal folytonosan valtozik. Szokas ezért a masodrendii fazisatalakulasokat folyto-
nosaknak is nevezni. A ferromégneses fazisdiagramon (6.11 dbra) bemutatunk els6- és
masodrendii atalakuldsokhoz tartozé utakat.

B 9 8

1
— I

-

6.11. dbra. A ferromdagneses atalakuldsok rendje.

A folyadék-gaz atalakulasnal szimmetria nem sériil, de ott is be lehet rendparamétert
vezetni: # = n — n,, vagyis az aktudlis és a kritikus stirtiség kiilonbségét. Pl. a térfogat
véltoztatdsdval T' < T, esetében a rendparaméterben ugras 1ép fel (elsérend dtalakulds).

Landau nyoman vizsgaljuk az egy részecskére esé f szabadenergiat a rendparaméter
fiiggvényében. Olyan alakot tételeziink fel, amelyik altalanosan leirja a fazisatalakuldst:
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f=fo+ AT —T.)0° + BO" — ho, (6.38)

ahol az egyszerliség kedvéért a rendparaméterhez konjugalt, szimmetriasért intenziv teret
h- val jeloltiik. Itt A-t és B-t allandonak tekintjiik, noha természetesen az atalakulas
szempontjabol lényegtelen, gyenge hémérséklet-fiiggésiik lehet. Tekintsiik el6szor a h = 0
esetet 6.12 abral

25 T T T 10 T T T
f T<T. 1 T<T,

20 | >T, i g |

15 | 8 6

10 | 8 4 1
50 ] 2r 1
0 0

_5 1 1 1 1 1 1 1 _2 1 1 1 1 1 1 1
2 15 -1 05 0 05 1 15 2 2 15 -1 65 0 05 1 15 2

6.12. dbra. Az egy részecskére esO szabadenergia a Landau-modellben. Bal oldalt: kiilsé
tér nélkiil h = 0, jobb oldalt: pozitiv kiilsé tér mellett h > 0.

Az egyensilyt a szabadenergia minimuma tiinteti ki. A kritikus pont f6lott egyetlen
minimum van, ami megfelel a rendezetlen fazis szimmetrikus megolddsanak. A kritikus
pont alatt 3 egyensulyi helye van a szabadenergia-fiiggvénynek, ezek koziil egy, a szim-
metrikus instabil, a mésik ketté stabil és szimmetria-sérté (mivel csak az egyik valésul
meg).

Vizsgaljuk meg, hogy mi torténik, ha bekapcsoljuk a szimmetria-sérté teret. 7' > T,
esetében egyszertien eltoldédik a szabadenergia minimuma, annak megfeleléen, hogy a
kiils6 tér hatasara a rendparaméter nem nulla értéket vesz fel. T < T, esetén a 6.12
abra szerint alakul a helyzet. A megoldas egyértelmii, és tiikkrozi a tér szimmetria-sérto
hatasat, de latszik, hogy -— legaldabbis nem tul nagy tér esetén — van egy masik minimum
is, ami a metastabil allapotnak felel meg.

A Landau-szabadenergia alapjan egyszeriien lehet szamitani az egyes mennyiségek
viselkedését a kritikus pont kozelében. Eloszor legyen h = 0. A rendparaméter egyensulyi
értékét differencidlassal kapjuk meg:

of

5 2A(T — T.)0 + 4B6® = 20| A(T — Ty) + 2B6* = 0, (6.39)
ahonnan 7' > T, homérsékletre adodik a # = 0 megoldas, T < T, esetén pedig:
A
0=1—=(T.—-1T). A4
ST T) (6.40)
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Vagyis a rendparaméter gyokosen novekszik a kritikus pont alatt. A ,szuszceptibilitas”
szamitasdhoz kis kiilso teret tekintsiink, és hanyagoljuk el a rendparaméter magasabb
hatvanyait:

af
— =2A(T —-T.)0 — h = A1
o s -Typ-n=0, (6.41)
ahonnan 90 )
Xt _ (oY -t
N (%)T 2A(T —T,)’ (6.42)

egyezésben a Curie-Weiss-torvénnyel. Mivel a Landau-elmélet altalaban a fazisatalaku-
lasokra vonatkozik, a szuszceptibilitast itt altalanos értelemben kell hasznalni. Példaul
a folyadék-gaz atalakuldskor a kiilsé tér lényegében a kémiai potencial, a szuszceptibi-
litdsnak az izoterm kompresszibilitas felel meg. Ha a van der Waals elmélet alapjan
kiszamitjuk a kompresszibilitast, a Curie-Weiss torvénnyel analég kifejezést kapunk.

Latjuk tehat, hogy a Weiss-féle atlagtérelmélet, a van der Waals elmélet, ill. a
Landau-elmélet nagyon hasonlé eredményekhez vezet. Szokés ezeket az elméleteket (és
a tovdbbi hasonldkat) egységesen atlagtérelméleteknek nevezni, mert valéban kozos vo-
nasuk, hogy elhanyagoljak a fluktuaciokat. Ez explicit a Weiss-elméletben. A van der
Waals-elméletbe ott jon be, hogy csak az atlagos a, b paraméterekkel vettiik figyelembe
a parpotencial hatdsat. A Landau-elméletben nem is jel6ltiik, hogy valéjaban amikor a
rendparaméter egyensilyi értékét hatarozzuk meg, akkor varhato értéket szamitunk és
pl. a mégnesezettség szdmitdsandl implicite feltettiik, hogy (0)? = (9%). Ugyanakkor
valamennyi atlagtérelméletben egységesen a kritikus pontban divergalt a fluktuaciokra
jellemz6 szuszceptibilitas! Lattuk, hogy

X =& [ Cutrrar = s, (6.43)

Ha tehat ez a mennyiség a kritikus pontban végtelenné valik, akkor az integralnak diver-
galnia kell. A korrelacios fiiggvényrol feltehetd, hogy nagy tavolsdgban lecseng, hiszen
ilyenkor fiiggetlenné vélnak a fluktuaciok egyméastol. A legegyszeriibb feltenni, hogy a
korreléltsag egy véges, hémérséklettdl (és a kiilsd tértél) fiiggd, & hosszisaggal jellemez-
heto tartomanyra jellemzo6, vagyis

Ogg X B_T/E(T), (644)

ahol £ az i.n. korrelacios hossz. Az integral £ minden véges értékére konvergens, vagyis
ahhoz, hogy a kritkus pontban divergaljon, h = 0-ra fenn kell &llni, hogy

lim &(T) = o0 (6.45)

T—Te.

Vagyis egyre nagyobb kiterjedés tartomanyok fluktuaciéi lesznek korreldltak. (Ahhoz,
hogy a korrelaciok még a kritikus pontban is lecsengjenek a fenti exponencialis alakot
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atlagtér | Ising d = 2 | Ising d = 3 | folyadék | anizotrép | izotrép | Heisenberg
gaz magnes | magnes d=3
6] 1/2 1/8 0.33 0.34 0.33 0.37 0.37
1 7/4 1.24 1.27 1.27 1.4 1.4

6.1. tablazat. Kritikus exponens néhany fontosabb atalakulasra.

meg kell egy hatvanyfiiggvénnyel szorozni.) A fazisatalakuldsok modern elmélete éppen
ezt a divergald karakterisztikus hosszisagot allitja a kozéppontba, aminek a segitségével
szemléletes kép alakithaté ki a kritikus pontbeli rendszer énhasonlosagardl. Az erre a
képre épitett elmélet segitségével meg lehetett a magyardzni kovetkezoket.

Az atlagtérelméletek a termodinamikai mennyiségek viselkedésére hatvanyfiiggvénye-
ket adnak. Ez 6sszhangban van az elméleti modellek egzakt és numerikus megoldasaival,
valamint a kisérleti eredményekkel, azonban az exponensek szamszerii értékei eltérnek az
atlagtérelmélet joslataitol. Az atlagtér elméletek szuperuniverzalitdast jésolnak: megfelel
,szotar” bevezetése utan minden fazisatalakulas ugyanigy leirhatd, sot ez dimenziétol
fiiggetleniil érvényes. Lattuk, hogy a dimenzié szerepe nagyon fontos, akar a fazisat-
alakulas 1étét befolyasolhatja. A valésdgban van univerzalitas, egymastol nagyon eltérd
atalakuldsok (pl. erdsen anizotrép méagnesek és a folyadék-gaz dtalakulds) megfeleld
exponensei megegyeznek. Azonban nincsen szuperuniverzalitds, hanem univerzalitasi
osztalyok vannak, amelyeken beliil ez az egyezés igaz, de kiilonb6z6 univerzalitdsi osz-
talyokhoz tartozo exponens-csoportok eltérnek. A modern elmélet a tapasztalatokkal
Osszhangban

o feltarta, hogy az univerzalitasi osztalyok, amelyek exponensek egy csoportjaval
jellemezhetok a dimenziétol és a rendparaméter szimmetridjatol fiiggenek;

e cljarast adott az exponensek kiszamitasara.

Vezessiik be a

T-T,
= = 6.46
- (6.40)
jelolést. Néhany exponens szokasos definicidja a kovetkezo h = 0 esetén:
0~ (—7)°
X~
§~ T (6.47)

A 6.1 tablazat néhany exponens értékét foglalja Gssze.
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II. rész

Kvantummechanika
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eltekintve a teljes szerzoi érdem Dr. Apagyi Barnabasé és Dr. Szunyogh Laszl6é.

Torok Janos
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7. fejezet

A klasszikus fizika érvényességének
hatarai

A XIX. szdzad végén mindossze néhany probléma maradt megoldatlanul a fizika egyes
fejezeteibdl. Ilyen volt példaul a homérsékleti sugarzas problémakore, a szilard anyag
fajhdjének viselkedése a homérséklet fiiggvényében, és egyes anyagok tn. lathatatlan
sugarzasanak megmagyardazasa. Abban azonban szinte minden fizikus egyetértett, hogy
ezen problémédk megértése (azaz a megfigyelt jelenségeknek matematikai formuldakba valé
stiritése) a klasszikus mechanika, az elektrodinamika, a termodinamika, vagy a statiszti-
kus mechanika jol kidolgozott keretein beliil lehetséges, és csupan id6 kérdése a megfeleld
valasz megadésa.

Ezzel szemben, éppen ezen megvalaszolatlan kérdések voltak azok, amelyek mintegy
kikényszeritették egy 1j gondolkoddsmod, egy 1j tudomanyag létrejottét, amelyet ma
KVANTUMMECHANIKA névvel illetiink. A kvantummechanika tudomanya nyitott
utat az anyag mikrostrukturajanak megértéséhez, feltarasahoz, a vilagrol alkotott képilink
modosulasahoz.

7.1. Homérsékleti sugarzas

Fekete test: minden beeso fényt elnyel = minden anyagi testnél erésebben sugaroz
izzités hatdsara. (Egy lehetséges megvaldsitasa: lyuk egy a oldald tireges fém kockan.)

Kérdés: adott T" homérsékleten mennyi energiat sugaroz ki a fekete test egységnyi
térfogata a fény egységnyi frekvencia—intervallumara vonatkoztatva, azaz

Uv,T) =7 (7.1)

A fény elektromagneses hulldim A hullamhosszal, v frekvencidval /()\1/ =c, ¢=2,9979-
108 ms™! a fénysebesség.) Az iiregben alléhulldmok alakulnak ki. Alléhulldmokat egydi-
menziéban igy frhatjuk: ¢(x) ~ sin kz, ahol ¥(0) = ¢(a) = 0 a hatérfeltételek miatt.
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Tehdt a £ hulldmszdmra a kovetkezd feltétel adddik:

2
ka:mr—ﬂ{::nz:—wz%rz, n=0,1,.. (7.2)
a A c

A feketetestet liregrezonatorként foghatjuk fel, amelyben térbeli allohullamok ala-
kulnak ki. Ezek hullamszam-vektoranak harom komponensére a kovetkezd feltételek
addédnak:

kra = nym, ny=0,1,..
kya = nom, ne =0,1,...
k.a = nam, n3=0,1,... (7.3)

azaz k* = g—z(n% +ni+n3) = 4#2’;—2
Meghatarozzuk a lehetséges (n1, n2, ng) médusok Z szamat v/ < v esetére.
Legyen:
9 9 9 9 omva’
c
A teljes térfogatban v—nél kisebb médusok Z szdma az R sugart gomb térfogatdnak
nyolcada, szorozva 2-vel (a kétféle moédus miatt):

1 4m
Z(v)=2---—R> 7.5
=23~ (75
A v és v + dv kozotti médusok dZ szdma V = a® térfogatban:
3
dZ(v) = 8w <%> Vv = 80—7;‘/1/2(11/ (7.6)

Mennyi energidt képviselnek ezek a médusok (oszcillatorok)?
Ha egy oszcillatorra juté atlagos energia €, akkor a v és v + dv kozotti frekvencia
intervallumban térfogategységenként

az 8
AW = Tre= C—Z@Qdy = U(v,T)dv (7.7)
energia van, azaz
8T _ 4
U, T) = S (7.8)
A statisztikus mechanika képes az
€= E(T) - Etot/Ntot (79)

atlagenergia meghatarozasara homérsékleti egyensuly esetén. Legyen ui. az Ny, szamu
megkilonboztethetd objektum (oszcillator) koziil N,, szamunak €, energidja és tegyiik fel,

hogy
€, =neg, n=12 .. (7.10)
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(Vegyiik észre, hogy €9 — 0 hatdrdtmenet esetén az egyes médus-csoportok kozotti
energia folytonosan valtozik, amint azt megszamlalhatoan végtelen szamu mddus esetén
el is varjuk els6 pillanatban.)

A Boltzmann-eloszlds szerint (kg a tovdbbiakban a Boltzmann dllandét jeloli: kg =
1,38 -10"%J/K):

N, “RaT
- _c T (7.11)
Ntot Zn e kBT
A rendszer egyetlen objektumadra juté atlagos energia § = 1/kgT"
3 €ne P 3 nege <08
_ o Etot . Nn - nZ=:0 o n;(] ’ _
E(T) = N = N—En = s = —
tot n tot Z e—€nB Z e—neof
n=0 n=0
_ 0 N -neoB
) o 2 € _—gh/a—e)
1+ e 0B 4 (ee0B)2 4 . 1/(1 — e—c0B)
8067505/(1 — 67606)2 goeiso/kBT
T 1/ —e=f) 11— eeo/ksT
+&o k’BT
_ - - = - (7.12)
co/ksT + 5(co/kBT)* + ... 1+ 5e0/ksT + ...
_ - €o

Klasszikus hatdrdtmenet (g9 — 0) esetén: é(T') = kgT  (ekviparticié tételel), azaz

Uy, T) = i—ngTyz (7.14)
Ez a Rayleigh—Jeans-féle sugarzasi torvény, amely csak kis v-kre érvényes, ui. a kisugar-
zott Osszenergiara (Eiy; = fooo U(v, T)dv = o0) végtelent ad, ami nyilvanvald ellentétben
all a tapasztalattal.

Planck-gondolt arra 1900-ban, hogy a médusok atlagenergidja, €(T), esetleg til erésen
van képviselve a nagyfrekvencids tartomédnyban (s ettdl lesz oo az energia), azaz é(T) <

kgT egyenlotlenség teljesiilésére lenne sziikség nagy v-k esetén. Ez elérhet6 az
g0 = hv (7.15)
munkahipotézis bevezetésével (1d. (7.13) utédni sorfejtés nevezdjét). Ezzel

8mh 4 1
U, T) = 5V T 1 (7.16)
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ﬁaylei gh-J ea‘ns
U Planck
15 7
1 - —
05 7
O 1 1 1 1

7.1. abra. Kisugarzott energia, Rayleigh-Jeans és Planck-torvény.

amely a Planck-féle sugarzasi térvény (h = 6,62620 - 1072* Js a Planck-allandd).
Kovetkezmények:

e v — () esetén visszaadja a Rayleigh-Jeans torvényt:
U~ kgTv?, (7.17)

e v — 00 esetén pedig a Wien-féle sugarzasi torvényt:

hv

U~ vie ®sT, (7.18)

amely a sugarzas nagyfrekvencias tartoméanyaban érvényes.

e Fzenkiviil megadja a in. Wien-féle eltolédasi torvényt:

Amazl = const (7.19)

(Amaz jelenti az adott T hémérséklethez tartozé maximaélis energidju sugdrzas hul-
lamhosszat; a tétel bizonyitasahoz nyilvanvaléan dU/dA = 0-t kell meghatarozni.)

e Tovabba megkapjuk a Stefan—Boltzmann-t6rvényt, amely kimondja, hogy a
teljes kisugarzott energia aranyos a hémérséklet negyedik hatvanyaval:

03 hS eT —

% 8kt o 3
B, = / U(v,T)dv = ™5 T4/ dx x 1= const - T* (7.20)
0 0
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A Planck-féle sugéarzasi torvény teljes osszhangban van a tapasztalattal. Amellett,
hogy kiilonféle gyakorlati alkalmazasai vannak (pl. csillagfelszin hmérsékletek meghata-
rozésa), elvi jelent6sége felbecsiilhetetlen. Elészor jelent meg a Planck-féle hataskvan-
tum, a h allandé. Elészor jelent meg a kvantum fogalma kvantitativ médon, matematikai
formuldban. Az egyes frekvencia-médusok legkisebb energidja (az €) nem lehet végtele-
niil kicsi, hanem véges adagokban, a frekvenciaval aranyos kvantumokban jelentkezik, és
a médusok energiai ennek az £y kvantumnak egészszamu tobbszorosei lehetnek csak. A
Planck-féle sugarzasi torvény mérfoldko a fizika torténetében, s egyben a kvantumfizika
sziiletését jelenti.

7.2. Szilard anyag fajhoje. Fényelektromos jelenség.
Compton-effektus

7.2.1. Szilard anyag fajhdje

Vizsgalata megmutatta, hogy a szilard anyag energidja is kvantdlt, mint a fényé.
Fajhé (C): az az energia mennyiség, amelyet a gramm-molekulasilynyi anyaggal
kozolni kell ahhoz, hogy hémérsékletét egy fokkal emeljiik (ekvivalens a molhével):

AE dE
_ b _adb 21
¢ AT dT (7.21)
CM 1 T T
3R
0.8
0.6
0.4
02 r _Peti
0 ‘ | ‘ ‘ ‘ Empirikus )
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
/T,

7.2. dbra. A fajho alacsony homérsékleten a Doulong-Petit, illetve az Einstein-szabdly
szerint.

1 gramm-molekulastilynyi anyagban L = 6 - 10%* molekula van.
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1 gramm-molekulasulynyi kristalyt 3L oszcillatorral jellemezhetjiik.
1 gramm-molekulasilynyi kristaly (szilard anyag) energidja:

E =3Le (7.22)

(€ az egy médusra [oszcillatorral juté atlagenergia, L a Loschmidt-szédm).
Klasszikus hatératmenetben (¢ — kgT)

E = 3LkgT. (7.23)

A fajhé: C =dE/dT = 3Lkg = %, Ahol M a mélsily és R az egyetemes géazallando.
Ez a Dulong—Petit-szabaly, amely kis homérsékletekre nem érvényes.
Hogy a T" — 0 viselkedést is megmagyarazza, Finsteinnek tamadt az a merész gon-
dolata 1906-ban, hogy alkalmazza a fény-oszcillatorokra egyszer mar bevalt eloszlasi

torvényt a szilard testeket alkoté anyagi részecskék (ho-)rezgéseire is. Azaz
hv kBTO

i TR 1 = ST 1 (7.24)

ahol hv/kpT = Ty/T ( most T a valtozd, Ty = hv/kp pedig egy kristélyra jellemzd

mennyiség).
Ezzel a fajho:
.y de  BLkgTy g0 To T\ en/T

Marmost két hatareset lehetséges:

e ha Ty, < T, akkor C' — 3Lk3(%)2m = 3Lkp azaz visszakaptuk a Doulong-
Petit szabélyt; a masik eset

e ha Ty > T, akkor C' — 3Lkp(%2)%eT/T, amely kvalitative megadja a fajhé visel-
kedését kis homérsékletektre (7.2 abra).

7.2.2. Fényelektromos jelenség

A fényelektromos jelenségek bizonyitékot szolgaltat ,fényrészecskék” (fotonok) létezésé-
re.

Tapasztalati tény, hogy egyes anyagok (pl. Na, vagy Zn) fénnyel val6 besugarzas
hatasara elektronokat bocsatanak ki. A kibocséatott elektronok kinetikus energiajanak
maximuma fiiggetlen a fénysugdr intenzitasatdl és csakis a fény frekvencijatél (v) fiigg,
méghozza linedrisan. Masrészt a fényintenzitas novelésével egyenes aranyban né a ki-
bocsatott elektronok szama. E tapasztalati tények vezették Einsteint 1905-ben arra a
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felismerésre, hogy a fény és az anyag elektronjai kozott egyedi iitkozési folyamat jatszodik
le, amelyre az energiamérleg a kovetkezoképpen irhato:

1
hv = §mv2 + A. (7.26)

A az un. kilépési munkat jelenti, amely energia ahhoz sziikséges, hogy az elektron ki-
szabaduljon a fémben kotott allapotabdl. A (7.26) Osszefiiggés, amely teljes egyezésben
all a tapasztalattal, £ = hr energiamennyiséget tulajdonit az egyedi kolcsonhatasi fo-
lyamatban résztvevo fényrészecskének. (vo. Planck eg = hrv munkahipotézisével.)

Az egyedi elektronokkal kolesonhatéd fényrészecskéket Einstein fotonoknak nevez-
te el, és az Gn. tilisugdrzas (adott irdnyba haladé véges hosszisagu hullimvonulat)
szemléleti képet flizte a folyamathoz.

7.2.3. Compton-effektus

A Compton-effektus bizonyitékot szolgaltat arra, hogy a fotonok F = hv energiaval és
% = h—c” impulzussal rendelkeznek.

A jelenség lényege abban &ll, hogy anyagon valé athaladds (szorédés) révén a fény
hulldmhossza, ill. frekvencidja megvaltozik (A n6, v csokken). A megvaltozas mértéke
csupén a szorasi szog (0) fuggvénye.

Képletbe siiritve a tapasztalati tényeket, irhatjuk:

AN = /\2 — /\1 = )\0(1 — COS 0), (727)

ahol A\g = h/mc a széré anyagtol fiiggetlen fizikai alladé (m az elektron nyugalmi tomege).
(7.27) frekvencidkra érvényes alakja:

Av =1y — ——hylz(l—csé’) (7.28)
UV =1y Vv = mCQ O s .

Mindkét tapasztalati képlet megmagyarazhaté a foton és a széré anyag egy elektronja
kozotti kolesonhatasra felirt energiamérleg és impulzusmérleg segitségével.

e cnergiamérleg:

1
hvy = hvy + §mz}2 (7.29)

e impulzusmérleg (z és y irdnyban):

h h
i ﬂCOSH—I—mvcosa
1 c
h
0=""4n0 — mvsina. (7.30)
c
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Ep,

7.3. dbra. Elektron szérddésa elektronon.

A hérom egyenlet elegendé az ismeretlen v (elektron sebesség) és az a (elektron
eltériilési szog) kikiiszobolésére és a fenti (7.27)-(7.28) tapasztalati képletek levezetésére.
A levezetésnél kihasznalandd az a tovabbi tapasztalat, hogy a megvaltozasok az eredeti
frekvencidhoz, ill. hullimhosszhoz képest elhanyagolhatok (tehdat pl. v > Av = vy — 1,
azaz vy & Uy).

7.3. Az anyag hullamtermészete

7.3.1. de Broglie-féle hullamok

de Broglie 1924-ben gondolt arra elséként, hogy ha a fény, amely elektromégneses hullam,
részecsketulajdonsdgokat mutat (ui. a fény energidval és impulzussal rendelkezé foton-
részecskékbdl all), akkor talan forditva is igaz, és minden mv impulzusi (m tomegi és
v sebességil) részecske hullamtulajdonsaggal is rendelkezik. A kapcsolatot a fény<foton
analégiabdl sejtette meg: a foton energidja £ = hr, impulzusa p = hv/c; a fény hullam-
hossza kifejezhetd a foton impulzusdval (Av = ¢ miatt) a kovetkez6képp: A = h/p. Ezt
altalanositva kis sebességli anyagi részecskére, kapjuk a hulldimtulajdonsagok és részecs-
ketulajdonsagok kozti fontos de Broglie-féle 6sszefiiggést:

h
A= — (7.31)
Makroszkopikus vildgunkban a (7.31) dltal az anyagi testhez rendelt hullimhossz
mérhetetleniil kicsiny. Pl. egy 1 tonnds auté (7.31) szerinti hulldmhossza, mikézben 100
km /h sebességgel halad, \yue = 2.4 - 10737 m.
A mikroszkopikus vilagban azonban kimutathaté A létezése, azaz érvényre jut a ré-

szecskék hullam természete. Gyorsitsunk pl. elektronokat U fesziiltséggel. A gyorsitds
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hatésdra az elektronok mv?/2 = e U energidra tesznek szert (e az elektron t6ltése), ami-
bol impulzusuk p = mv = v2meU-nek adddik. Igy az elektron hullamhossza:

1
Aelektron = h/m'U = h/\/ 2me - 1/\/5 = ? -1071%m (732)

(amennyiben U-t Volt-ban mérjiik és figyelembe vessziik, hogy m = 9,10940 - 1073! kg,
e=1,60218-10"1 C, h = 6,6262-10~3* Js). Osszehasonlitédsképpen: egy atom atmérdje
~ 1079m = 1 A, tehat az atomok vildgaban az elektron hullim jellegének lényeges
szerepe lehet.

7.3.2. Davisson-Germer elektron interferencia kisérlete

Hogy ez igy van, azaz, hogy az anyagrészecskék interferenciara képesek, azt el6szor Da-
visson és Germer mutatta ki 1927-ben, elektronnyalabot ejtve vékony fémfoliara. Az
elektronok (feltételezett) hulldimhosszat az elébbi képlet szerint U-val szabélyoztak. Egy
szcintillaciés felfogdernyon olyan interferenciaképet észleltek, amilyent rontgensugdrzas-
sal is kaptak (akkor, ha Asntgen = Aelektron)-

Magyarazat: egy A hullamhosszal és v = 1/7 frekvenciaval rendelkezd, balrél jobb-
ra tovaterjedd, egydimenzids sikhulldim (ami de Broglie feltételezése nyoméan a szabad
elektronhoz rendelendd) a kovetkezéképpen irhaté:

U(z,t) = Ae* @A) — (g 4 N\t +7) (7.33)

(T—t periédusidének hivjuk; egy szabad hullim tulajdonsiga az, hogy térben X szerint,
id6ben 7 szerint periddikus).

Mérmost W—t kifejezhetjitk a hullimot karakterizdlé (A\,7 = 1/v) mennyiségek he-
lyett az anyagi részecskék mozgéséara jellemz6 (p, ) mennyiségekkel is, de Broglie (A =
h/p), ill. Planck-és Einstein (E = hv = h/7) altal megadott elemi Gsszefiiggések segitsé-
gével: ‘

U(x,t) = Ae?m@=ED/h — peii(pr=FD) (7.34)

ahol bevezettiik (az exponensben) Dirac nyomén az un. ,h-vonds” allandot:
h=h/2r =1,05457 - 107 Js = 6.582 - 1070 eVs (7.35)

Az elektron-hulldm intenzitdsa, ami az ernyén észlelhets: I = |¥|? = |AJ2. Koherens
forrasbol szarmazo elektronok hulldma szérédas utan:

U = Aer®Pe=F0 4 feipletd=E1) (7.36)

(az egyik lehetséges palydn az elektron-hullam d = d; + do uttal tébbet tesz meg, 1d. az
7.4 abrét.)
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7.4. dbra. Koherens elektronnyaldb szérédasa vékony folian. A rétegek tavolsaga d.

Ebbdl az intenzitas:

d
[ =W =24 (1 + cos %) (7.37)

Maéarmost a d utkiilonbség fix, és a fémbeli racstavolsaggal, valamint a fixen tartott be-
esési szoggel kapcesolatos. Az elektron impulzusa (p = h/\ = hy/U/150), ill. A hulldm-
hossza viszont hangolhaté az elektront gyorsité U fesziiltség valtoztatasaval, s ezéltal az
I elektron-intenzitasban valtozast tapasztalhatunk az alabbiak szerint:

1, ha2rd=2nmro>A=4%—-71=4A

d d
cos% :cOSQW%d:cOSZWX ={0, ha2r{=02n+1)5 > A=525d—>1=2A"
—-1, ha2r¢=(2n+1)7T—> A= 2n2+1d—>I:0(!)
(7.38)

U valtoztatasaval Davisson és Germer pontosan a fenti meggondolas alapjan szami-
tott intenzitds-névekedést (ill. -hidnyt!) észlelte.

7.3.3. Jonsson kétréses (Young-féle) elektronelhajlasi kisérlete

C. Jonsson elektronokkal végezte el 1961-ben T. Young, a XVIII-XIX. szdzadban élt angol
fizikus hires kétréses fényinterferencia kisérletét. A két 50 pm - 0,3pum keresztmetszeti rés
egymastol 10 pum tévolsigra helyezkedik el (Id. a 7.5 dbrat). A felfogéerny6n kialakuld
intenzitas maximum jél mutatja a koherens elektronok hullamtulajdonsédgabdl fakado
interferenciaképet abban az esetben, amikor mindkét rés nyitva van.
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1 =D )

7.5. abra. Intenzitas a kétrés kisérletben. Balra: ha csak az egyik rés van nyitva, jobbra:
interferencia két rés esetében.

7.4. Az atom elektronszerkezete

7.4.1. Az atom szerkezete, Rutherford kisérlete.

Szazadunk elején J.J. Thomson, az elektron felfedezdjének atomképe volt dltaldnosan
elfogadott. Eszerint az atomot tomegének tilnyomo részét képvisel6 homogén eloszlasu
pozitiv toltés, valamint ebben a folytonos hattértoltésben szabalyosan elhelyezkedd,
elektrodinamikai er6k hatasara egyensilyban levd, a pozitiv toltést learnyékold elekt-
ronok alkotjak. Ez az atommodell csupan az atomok semlegességét és az elektronok
szarmazasi helyét volt hivatott megmagyarazni, de pl. a vonalas szinkép keletkezésére
mar nem tudott kijelentést tenni.

7.6. dbra. Hatraszoras a Rutherford-kisérletben.

Rutherford 1911-ben a—sugérzast bocsatott vékony fémfélidara. A Thomson-modell
érvényessége esetén a 2e pozitiv toltéssel rendelkezé a—részecskéknek gyakorlatilag elté-
riilés nélkiil kellett volna athaladni az atomokat alkoté folytonos eloszlasu pozitiv felhdn.
Ezzel szemben a beesési iranytol jelentOs eltériilési szoggel szort a—részecskéket is detek-
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taltak a kisérletben, ami az atom tilnyomé témegét alkotéd pozitiv toltés nem folytonos,
hanem kis térfogatra koncentralt mivoltat jelentette.

Az atom ezen kis térfogatu, pozitiv toltést részét hivjuk atommagnak. Az atom-
nak csak az ilyen kis térfogatban elhelyezkedd pozitiv toltésii része képes olyan intenziv
elektromos eroteret 1étesiteni, amellyel a jelentés mértékii a—részecske eltériilést magya-
razhatjuk. (Magfizikai kurzusban késébb részletes matematikai targyaldst is nyer ez a
kérdés.)

Rutherford tehét kisérlete révén felfedezte az atommagot. A kisérletbél meghataroz-
hato volt az atommag toltése (Z), amely egyezének bizonyult a rendszémmal, az elemek
periédusos rendszerben elfoglalt helyének sorszamaval. A kisérletbol kovetkeztetni le-
hetett az atommag méretére is, amely ~ 1071% m-nek adédott. A helyes atomkép csak
1932-ben, a neutron felfedezése utan alakult ki. Eszerint az atom Z protonbdl, N ne-
utronbdl és Z elektronbdl all, mérete ~ 1071° m, témegének tilnyomo része a maghban
koncentralodik.

7.4.2. Az atomok vonalas szinképe

A mult szazad végén, e szazad elején, els6sorban Balmer, Ritz és Rydberg spektroszkopiai
munkassidga nyoman ismertté valt, hogy a hidrogéngaz altal kibocsatott, ill. elnyelt fény
spektruma (frekvencidkra vald eloszldsa) tn. termekbe, egész szamokkal kapcsolatos
mennyiségekbe rendezheto. fgy pl. a hidrogéngaz lathatd szinképére a kovetkezd képlet

érvényes:
1 1 1
v () o

ahol n =1,2,3,4... egész szdm, R = 10 967 775,9 m~! egy tapasztalatilag meghataro-
zott konstans, az in. Rydberg-allandé.

7.5. A Bohr-féle atommodell és korlatai

1913-ban Bohr a hidrogénatom vonalas szinképének tanulmanyozasa soran észrevette,
hogy az atom elektronjanak impulzusmomentumara és energidjara kirétt két kvantum-
feltétel segitségével magyarazni tudja a szinkép szerkezetét. Bohr két posztuldtuma a
kovetkezd volt:

a) Az elektron csak meghatédrozott, kivalasztott palyakon keringhet és, ezeken az tin.
stacioner palydkon nem sugaroz. A palyakat a Bohr-féle kvantumfeltétel hatarozza
meg:

MeUptn =nh, n=12 .., (7.40)

ahol n a lehetséges palyakat szamozza le, v, és r, jeloli az n—edik péalyan keringé m,
tomegi elektron sebességét és a palya sugarat.
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b) Az atom az elektronnak egy E,, energidju palyardl egy E,, energidji palyara valo
atmenete kozben fényt sugaroz ki (ill. nyel el), amelynek v frekvencidjat a kovetkezd
Osszefiiggés hatarozza meg:

B, — Ep, = hw = hv|= (). (7.41)

A két posztuldatumhoz a kovetkezd meggondoldsokat lehet fiizni. Az a) kvantumfeltétel
(bar ezt Bohr még nem tudhatta) azt jelenti, hogy az elektronhoz tartozé de Broglie
hulldmhossz éppen egész szamszor (n—szer) mérhet6 fel a korpélya keriiletére. A (7.40)-
es Osszefiiggés ui. a kovetkezo alakba irhatd at:

h

Me Up

2r,m=mn =nA, (7.42)

amely éppen azt jelenthetné, hogy staciondrius alléhullamok (elektronhulldmok) alakul-

nak ki az atomban. Masrészt — Z e toltési magot feltételezve az atom kozéppontjaban —
az a) feltételt az erék egyensulyat kifejezd

me— =k ——, (7.43)

ahol k = 1/(4meg), g9 = 8,85 - 10712V~Im~! a dielektromos konstans) képlettel &tvozve,
kiszamithatjuk az n—edik palyan keringo6 elektron v,, sebességét, ill. a palya r, sugarat:

7 e?
v = (7.44)
Tn = % n?, (7.45)

ahol ag = h?/(m.ke?) = 5,3 - 107" m egy allandét, az in. Boht-sugarat jeldli.
Tovabba kiszamolhaté az n—dik palyan keringd elektron energidja:
Z é? 1me(kZe*)? 1

1
En — Ekzn + Epot - _mevi —k—— =

5 o 5 2 pol (7.46)

A b) posztuldtum segitségével kiszamolhatjuk az n — m atmenethez tartozd fény
hulldmhosszat (Apm, n>m ) :

Im.(kZe*)? [ 1 1 he
Bnbn=o e ) T = T

1 1 m 1 1
= = ——S(kzZe*)’ | — — = |. 7.47
Anm 4w h3c( <) (m2 n2> (7.47)
Ezt a képletet Osszevetve a vonalas szinképek 7.4.2 fejezetben felirt (7.39) képlettel,
lathatjuk a b) hipotézis tovabbi erejét: a kordbban csak a mérésekbdl meghatérozhatd
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tapasztalati allandot, az R Rydberg-allandot visszavezette korabban megismert fizikai
allandokra. 1 m
f= 47 W3c
Bér a (7.46)-es képlet nagy pontossidggal megadja a hidrogénatom energiaszintjeit,
s igy spektrumanak szerkezetét, a tizenharom év mulva felfedezett kvantummechanika
ravilagitott a Bohr-féle atommodell tarthatatlansagara. Az elsé Bohr-féle posztulatum
(az (7.40) egyenlet) szerint az impulzusmomentum értéke n h, azaz a hidrogénatom alap-
allapotaban is van impulzusmomentuma az elektronnak. Késébb latni fogjuk, hogy a
kvantummechanika és a kisérletek szerint alapallapotban az impulzusmomentum értéke
zérus. Tovabbi hidnyossdga a Bohr-féle elméletnek, hogy tobbelektronos rendszerekre
nem, vagy csak nagyon nehezen volt altalanosithaté, de a szolgaltatott energiaspektrum
kifejezések pontossidgban kivannivalét hagytak maguk utan a (7.46) kifejezés pontossaga-
hoz viszonyitva. Legfobb baj azonban a Bohr-féle atommodellel kapcsolatban az, hogy az
altala sugallt bolygérendszerhez hasonlatos atomkép teljesen tarthatatlan. A kvantum-
mechanika megmutatta, hogy a palya (tehat a sebesség és hely) fogalma a mikrovildgban
nem értelmezhetd, igy az atomi elektronok mozgasat a bolygdk mozgasdhoz hasonlitani
nem lehetséges.

(ke*)? =10 967 775,9m™". (7.48)
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8. fejezet

HullAmmechanika

Az el6z6 fejezetbdl kideriilt, hogy

i) bizonyos fizikai rendszerek energidja, vagy impulzusmomentuma csak meghataro-
zott (diszkrét) értékeket vehet fel [kvantaltsag elve];

ii) a részecske és hullam leirdas kozott nincs elvi kiilonbség: egyazon fizikai rendszer
egyszer hullamként, masszor részecskeként mutatkozik meg a koriilményektol fiig-
gbéen [részecske-hulldm — dualizmus elve)].

Ezen tjonnan feltart jelenségek a klasszikus fizika egyik dgdba sem voltak beilleszt-
hetoek, igy sziikségszeriien kikényszeritodott a fizika egy 1j fejezete, amelyet kvan-
tummechanikanak neveziink. Schroédinger és Heisenberg volt az a két fizikus, aki —
egymastdl fiiggetleniil és formailag eltéré médon — 1926-ban matematikai alakban fogal-
mazta meg a fenti két elvet egyesito torvényt. A Schrodinger-féle formalizmust hulldm-
mechanikdnak, a Heisenberg alkotta kvantummechanikat mdatrixmechanikanak szoktuk
nevezni. (Fizikai szempontbdl a két formalizmus ekvivalens egymassal.)

Elséként a differencidlegyenleten alapulé és hullamfiiggvény fogalmat (és matematikai
konstrukeidt) hasznalé Schrodinger-féle hullimmechanikaval ismerkediink meg. A mat-
rixokkal, sajatértékekkel és sajatvektorokkal operalé Heisenberg-féle méatrixmechanikat
a késobbiekben fogjuk érinteni.

8.1. Az idotol fiiggd Schrodinger-egyenlet

Schrodinger 1926-ban a fényre vonatkozé hulldmegyenlet analégidjara alapozva felallitot-
ta a nemrelativisztikus részecskék tér- és idébeli mozgasat leiré hullamegyenletet. Egy
idében és térben tovaterjedd, k hullaimszamal és w korfrekvencidval rendelkezo sikhullam
a kovetkezoképp irhato fel:

U(r,t) = AeErw0) — Aer®r=F1), (8.1)
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ahol kihasznédltuk a k = p/h és w = E/h Osszefiiggéseket (A egy allanddt jelol).

Mérmost a fényre, amely relativisztikus ,részecskékbdl” 4ll (azaz F = hw = pc =
hkc), a korfrekvencia és a hullamszam kozti w(k) Osszefiiggés, az un. diszperzids reldcid
a kovetkezoképpen irhato:

w(k) = ck. (8.2)

Ezért a P2
_ 2

5z = Y v, (8.3)

AV = -k, (8.4)
Osszefiiggéseket behelyettesitve a diszperzids relacoba a kovetkezo egyenletet kapjuk:

1 0%V

——— =AU 8.5

c? Ot? ’ (8.5)

amely a jol ismert hullaimegyenlet.
2
Nemrelativisztikus részecskék alkotta anyagra az F = fw = -+ V Osszefiiggés miatt
a diszperzios relacié V =allandé

h 1
k)= —FK + -V 8.6
wlk) = 5K+ (3.6)
és ezért a ou
AV = — k20, (8.8)
Osszefiiggések miatt a keresett hullamegyenlet a kovetkezéképpen irhato:
oV h?
h— = ——AV + V. 8.9
T 2m * (8.9)

Ez az idotol fiiggé Schrodinger-egyenlet, vagy més néven: az allapotegyenlet,
amelynek fennéllasat Schrodinger tetszdleges V (r,t) potencidl esetére posztulalta.

A ¥(r,t) hullAmfiiggvény (allapotfiiggvény) a szébanforgd mikrorészecske(rendszer)
térbeli jellemzésére szolgal, és valdsziniiségi amplitudoként interpretaljuk. Eszerint annak
valdszintiisége, hogy a rendszer az r koriili dv intervallumban taldlhaté: |W(r, t)]* dv. Mi-
vel a rendszer a térben valahol biztosan megtalalhaté, a hullamfiiggvény abszolit érték
négyzetének a teljes térre vett integralja egységnyi értéket kell felvegyen,

/|\y(z, D2dv = 1. (8.10)
Azt mondjuk, hogy a hullamfiiggvény normdlhato.
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Jollehet a Schrodinger-egyenlet formalis analdgidra épiilt posztulatum, mégis, a fel-
fedezése 6ta eltelt tobb mint fél évszazad tudomanyos tapasztalata bebizonyitotta, hogy
az 1d6tol fiiggd Schrodinger-egyenlet az anyagi vilag alapvetd axiéméja. Pontosan irja le
a nemrelativisztikus, sok részecskéb6l allé mikrorendszerek (atomok, molekuldk, atom-
magok, szilard testek) dllapotat, és egyben magéba foglalja a makroszkopikus vildgban
érvényes Newton-i egyenleteket is. Az id6tol fiiggd Schrodinger-egyenlet a mikroszkopi-
kus anyagi vilag olyan alapvetd mozgasegyenlete, amelybdl — elvben — a mikroobjektum
minden lényeges fizikai tulajdonsdga kiszamolhatd, meghatarozhat6. 1926-ban tortént
felfedezése ota szamitjuk a kvantummechanika sziiletését.

8.2. Az ids6tdl fiiggetlen (stacionarius) Schrodinger-
egyenlet

Id6tol fuggetlen erétér [V # V(t)] esetén megkisérelhetjiik a W hulldmfiiggvényt valto-
zoiban szeparalt alakban felirni:

U(r,t) =(r) - O(t). (8.11)

Ezt (13)-ba helyettesitve, atrendezéssel olyan egyenletet kapunk, amely egyik oldalan
csupan t-t6l, masik oldalan csupan r-tol fiiggé mennyiségek allnak:
1doe h? 1

h—— = ———A V(r)=FE. 8.12

hear = TamgptU T (r) (8.12)
Ez természetesen csak ugy lehetséges, ha a bal- és a jobboldal egy id6- és térvaltozotol
fiiggetlen allando, amelyet E-vel jeloltiink.

Igy tehat két egyenletet kaptunk az allapotfiiggvény ido- és térbeli viselkedésének

meghatarozasara:

d
—0=—htEO 8.13
dt ' ’ (8.13)
amely megolddsat azonnal felirhatjuk:
© = exp|—iEt/h] = exp[—iwt]; (8.14)
a masik egyenlet a hullamfiiggvény térszer részét hatarozza meg,

h2
_ A %4 = F 8.15
5 A+ V(L)Y = By, (8.15)
a megfelelo hatarfeltételekkel kiegészitve.
Ez utébbi egyenlet az id6tol fiiggetlen Schrodinger egyenlet, més néven: staci-

onarius Schrédinger-egyenlet, vagy roviden: Schrodinger-egyenlet.
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A teljes megoldas a .
U(r,t) = (r)e i (8.16)

alakban {rhato.
A valdszintiségi interpretacié kovetkezményeként a hullamfiiggvény a normélhatosa-
gon kiviil tovabbi, un. regularitdas: feltételeket kell kielégitsen:

1. 9 folytonos fiiggvény kell legyen;
2. ¥ egyértéki kell legyen;
3. 1 véges értéki kell legyen (ez a normélhatésaggal kapcesolatos feltétel).

A felsorolt feltételeknek eleget tevo fliggvényeket reguldris fiiggvényeknek nevezziik.

A fent megfogalmazott regularitési feltételek dltalaban a (8.15) Schrodinger-egyenletben
szereplé E konstansnak csak bizonyos értékei mellett teljesiilnek. Maga az E kons-
tans energia dimenzidji mennyiség s igy kézenfekvo a rendszer energidjaval azonositani.
(Konkrét szamitasi eredményeknek a kisérletileg mért dsszenergia értékekkel valo dssze-
hasonlitdsa bebizonyitotta, hogy ez igy is van.) A regularitési feltételek altal megszabott
kiilonboz6 Fy, Es, ... értékek a mikrorendszer lehetséges (kvantdlt) energia értékeit je-
lentik, a hozzajuk tartozé 1, 1, ... megoldasok pedig a mikrorendszer allapotat jelolik.
A (8.15) egyenlet a matematikdban jol ismert sajatérték-egyenletnek felel meg; az FE,
mennyiségeket a sajdtértékeknek, a 1), megoldasokat pedig sajdtfiigguényeknek nevezziik.

A Schrodinger-egyenlet jelentésége felbecsiilhetetlen. Egész iparagak alapultak olyan
mikroszkopikus objektumokra, mikrorendszerekre, amelyek fizikai tulajdonsagait a (8.15)
egyenlet segitsége révén lehet feltarni. fgy pl. a szilard testek belso szerkezete, a
vékonyrétegek, a félvezetok tulajdonsagai, stb. a Schrédinger-egyenlet megoldasa ré-
vén tanulmanyozhaték. Ezen objektumok képezik az alapjat tobbek kozt a modern
hiradastechnika-iparnak, vagy a szamitégép-iparnak. A vegyipar, a gyégyszergyartas, az
atomenergiatermelés inherens alapjit olyan mikrorendszerek (atomok, molekuldk, vegyii-
letek és atommagok) képezik, amelyek tulajdonsigait kizérélag a Schrodinger-egyenlet
segitségével ismerhetjiik meg egzaktul.

8.3. A Schriédinger-egyenlet megoldasa néhany egy-
szerli problémara

8.3.1. Részecske egydimenzids potencialdobozban

Tekintsiink egy mindkét oldalan lezart vizszintes csovet (1d. 8.1 dbra), amelyben egy m
tomegti részecske (pl. golyd, vagy elektron) siurléddsmentesen mozoghat. A részecske po-
tencidlis energiaja a csében nulla, az athatolhatatlan oldalfalak pedig végtelen potencialis
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8.1. dbra. Egydimenzios végtelen mély potencidlgodor. Jobbra, az energianivok és a
sajatallapotok szemléltetése.

energiafalat jelentenek szamara. Az ilyen idealizalt rendszer szamara a potencialfiiggvény
az abran lathato dobozhoz hasonl alakkal rendelkezik és ezért ezt a modellt egydimenzos
potencidldoboz modellnek nevezziik. A potencidlt tehat a kovetkezo alakban irhatjuk fel:

0 ha0<z <L
V(x):{’ av=T=a (8.17)

00 maskiilonben.

frjuk fel a (8.15) alatti Schrodinger-egyenletet a probléméra (azaz, az m tomegi
részecskének a fenti egydimenziés potencialban valé mozgasanak, ill. lehetséges allapo-
tainak leirasara):
h? d?
—5 -5 ¥(@) + V(2)y(z) = E¢(z) (8.18)

a megfelelo két hatarfeltétellel, amelyek most a folytonossag kovetelménye szerint a ko-
vetkezoképpen irhatok:

¥(0) =¢(L) = 0. (8.19)

Bevezetve a k = /2mE/h?> > 0 hulldmszam mennyiséget, a Schrodinger-egyenlet a
kovetkezo egyszerti formaban irhaté:

W(z) = —k*(x) (8.20)
ahol 0 < z < L. Ennek megoldasa

Y(x) = Acoskx + Bsinkx (8.21)
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két (integraciés) allandét tartalmaz. Kihasznédlva az origdbeli folytonosségot ¢ (0) = 0,
kapjuk:
A=0 (8.22)

Azaz a megoldas a kovetkez6 alakot veheti fel:
Y(x) = Bsin k. (8.23)
Az x = L—Dbeli folytonossag ezért csak ugy biztosithatd, ha
BsinkL =0 (8.24)

amibol:
kL = nm (8.25)

azaz az energiaval kapcsolatos k& hullamszam nem vehet fel tetszoleges értéket, hanem
csak k,, lehet:

kn=mn— (8.26)

Amibdl az energia: , )

D) h*m
Azt kaptuk, hogy az energia csak F; egész-szamu tobbszorose lehet. Az n + 1 kvan-
tumszammal jellemzett nivordl az n—dik nivéra torténd atmenet esetén a felszabaduld
energia

Maéarmost, amennyiben a szobanforgo test makroszképikus tomeggel rendelkezik, pl. m =
1073 [kg], és a potencidldoboznak (csének) is makroszképikus mérete van, pl. L = 1072
[m], akkor E) ~ 4.4 x 1079 [J]. Az energidnak ilyen kis adagokban torténd véltozésa
természetesen mérhetetlen és a megfigyel6 szamara folytonosnak tiinik. Atomi méretek
esetén azonban a kvantaltsag mar feltiing, és figyelembe veendd. Tekintsiink ui. egy
elektront m =9 x 1073! [kg| egy atomi méretii potencidldobozban L = 1072 [m]. Ekkor
E; = 2x107" [J]= 1, 3 [eV]. Elektronvoltnyi energia megvaltozdsokat viszont (elektronok
esetén) mar konnyen lehet mérni, s ezdltal észlelni a bezart elektron energiadllapotainak
kvantélt voltat.

A kapott eredményt mas szempontbdl is megvizsgalhatjuk. Kérdezhetjilk ui. azt,
hogy milyen magas FE, energianivora kell gerjeszteni egy potenciddobozba zéart tome-
get ahhoz, hogy észlelhet (mérhets) energiavaltozas torténjen. A AE = E, — F; =
(n?—1) E; képletbdl kideriil, hogy makroszképikus méretek esetén 10~ [J] energia jé pon-
tossaggal mérhetd) n =~ 10?7, mig mikroszképikus objektumok esetén (elektronvolt mér-
hetd) a kordbbi Osszefiiggés alapjan latjuk, hogy mar kis kvantumszamok (n = 2,3,...)
is szerephez jutnak. (A kvantumossag ,kézzelfoghatd”).

Els6 kvantummechanikai eredményiink kapcsan tovabbi megallapitasokat is tehetiink.
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1. A vizsgalt rendszernek nincs zérus energiaju allapota. Mivel a potencialis energia
zérus, a teljes energia tisztdan a kinetikus (mozgési) energiaval egyend. A rendszer
természetes allapota a mozgas. n = 0 kvantumszam kizdrando, mivel ez ¢» = 0
megoldast jelentené, ami viszont azt jelentené, hogy nincs részecske a megengedett
térintervallumban.

2. A k,L = nm képletbdl kovetkezik, hogy L = = nA— A\, = 2—“ a de Broglie-
hulldmhossz), azaz a részecske szdméra rendelkezésre allo mtervallum a részecske
de Broglie-félhulldmhosszanak egész szamu tobbszorose. (Ld. a 8.1 dbrat, és vo. a
Bohr-posztuldtummal kapcsolatos megéllapitésokkal.)

Jollehet a Schrodinger-egyenlet altal szolgdltatott energiadllapotokat eléggé részle-
tesen elemeztiik, a probléma teljes megoldasat még nem végeztiik el. Hatra van még
a hullamfiiggvény meghatarozasa, ill. a benne szereplé B konstans rogzitése. Ezt a
normaltsagi tulajdonsig felhasznédlasaval tudjuk meghatarozni:

L
1:/]1/)n]2dv:/ B*sin? k,z du,
0

2
B=\/—. 2
- (529

Tehat a potencialdobozba zart részecske hullamfiiggvénye és lehetséges energiakészlete
(azaz az egydimenzids potencidldoboz probléma teljes megoldasa) a kovetkez6 (8.1 dbra):

2
VYo = \/;sin ko, (8.30)

ahol -
emellett:
E, = E\n?,
h2m?
1= 572 (8.32)

n=12...00.

8.3.2. Linearis harmonikus oszcillator

A klasszikus fizikabdl tudjuk, hogy linearis harmonikus rezgémozgast azok a testek
végeznek, amelyekre az x kitéréssel aranyos, de azzal ellentétes irdanyt er6 hat.

1
F=—-Dzxr=—gradV — V(z) = §Dw2. (8.33)
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8.2. dbra. Klasszikus linedris oszcillator és a potencidl alakja.

Itt D jeloli az un. direkcids erdt, V(x) pedig a részecske potenciélis energidja. (Lasd a
8.2 abrét.)
Newton II. torvényét hasznalva felirjuk a részecske mozgasegyenletét és megoldasat

F=—-Dx=mz

z(t) = Asin \/g(t — to), (8.34)

amely két integraciés allandot tartalmaz (a mozgas A maximélis amplitudéjat és ty kezdd
idopillanatat, amelyet nullanak vesziink). A tovabbiakban haszndlni fogjuk a

D 2z
—=—=2v=w (8.35)
m T
osszefiiggésekkel bevezetett 7 = periddus ido, v = % frekvencia, és w = korfrekvencia
(v. szogsebesség) mennyiségeket. A direkciés erd a korfrekvencia és a tomeg fliggvénye:
D = mw?.
Marmost — viszonyitasi alapként — érdemes attekinteni a klasszikus fizikaban tanult
energiaviszonyokat (1d. a 8.2 dbrét is):
e potencidl: V = Dz (t) = mw? A? sin® wt.

o kinetikus energia: T' = %mi‘z(t) = %mszQ cos? wt

o teljes energia: E =T 4V = smw?A? = dllandé
A harmonikus rezgémozgast végzo test teljes energidja allandé (energiamegmaradds), és
csakis a maximalis kitéréstl fiigg (w—t az erétérvény és a tomeg rogziti). A maximé-

lis kitérés viszont tetszoleges lehet, igy a teljes energia is tetszoleges értéket vehet fel,
folytonosan valtozhat.
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A kvantummechanikai targyalas szerint ezzel szemben latni fogjuk, hogy a részecs-
ke energiaja most sem lehet tetszoleges, hanem csak bizonyos értékeket vehet fel, csak
adagokban, kvantumokban valtozhat. Tekintsiik a linearis harmonikus oszcillator prob-
léméara vonatkoz6 Schrodinger-egyenletet:

W &y() |
E . .
o T Sma(a) = Bo() (5.3
Bevezetve a
mw 2F
=72 0= (8.37)
jeloléseket, a Schrodinger-egyenlet a kovetkezo alakban irhato:
V(=€) = 0. (8.38)

A megoldéast az an. Sommerfeld-féle polinom mdodszerrel fogjuk eléallitani, amely két
1épésbal all. El6szor megoldjuk az egyenletet & — +o00 hatéresetben:

Yl = 5y = by = e ¢, (8.39)

(Visszahelyettesitéssel meggy6z6dhetiink réla, hogy & — +oo hataresetben a 1), megoldas
kielégiti a differencidlegyenletet.)
Maésodik 1épésként az altalanos megoldast ezen aszimptotikus megoldas és egy poli-
nom szorzataként keressiik:
b =u©e P u© =) et (8.40)

r=0

E feltételezett megolddsnak a Schrodinger-egyenletbe val helyettesitése és e=€*/2—vel
torténd egyszertsités utan az

u' —=28u' +(n—1)u=0 (8.41)

egyenletet kapjuk az u(§) polinom meghatérozasara. fgy sziikségiink lesz az u(§) polinom
elsé és masodik derivaltjara:

u = Zrcrgr—l _ Zrcrgr—l’
r=1 r=0
u' = Z r(r—1)c % = Z(r +2)(r + 1)cp 428" (8.42)
r=2 r=0
Behelyettesités utan kapjuk:
Z (r+2)(r+1)cr1o —2re, + (n — 1)c ] €7 = 0. (8.43)
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Ez az egyenlet csak akkor teljesiilhet, ha a szogletes zardjelben allé kifejezés r min-
den értékére zérus, amelybdl egy rekurzids Osszefiiggést kapunk az ismeretlen polinom
egyiitthatéinak kiszamitasara:

2r+1-—n

Cry2 = 77— Cre 8.44
2T+ +2) (8.44)
Vizsgaljuk meg, hogy e rekurziés Osszefiiggés r nagy értékeire (azaz £ magas hatvanyaira)
milyen fiiggvény hatvanysorat allitja eld!

2
r — 00 Cria ~ —Cp, (8.45)
r

ez viszont az e fiiggvény hatvanysorara jellemz6 rekurzié. Amennyiben tehdt az u(&)
polinom hatvanysora végtelen szamu tagot tartalmazna, a teljes megolddas nem lenne
reguldris. (¢ — €/2 lenne € — oo esetén.) Igy a polinom szitkségképpen véges
fokszamu kell legyen. Azaz, kell l1étezzen egy maximalis n fokszam, amelyre ¢, # 0,
viszont az 0Osszes tobbi ¢,10 = cpiq = -+ = 0. Ez csak dgy lehetséges, ha a rekurzids
formula szamléldja r = n esetén zérussa valik, azaz

1
—E=E,=n+ <)hw, (8.46)

2F
2n+1=n= 5

hw
aholn =0,1,2,....

Azt az ismerds eredményt kaptuk, hogy a harmonikus oszcillator potencidlban moz-
g6 részecske teljes energidja a kvantummechanika szerint nem lehet tetszéleges, hanem
csak bizonyos, az n kvantumszamokkal jellemzett értékeket vehet fel. Ezért az energia
véltozasa sem lehet folytonos, hanem csak hw adagok (kvantumok) tobbszoroseként tor-
ténhet. Ezen kiviil azt a (szintén ismerés) jelenséget vehetjiik észre a fenti képletben,
hogy a legmélyebb energiaszint nem zérus, azaz a harmonikus oszcillator potencidlban
nem alakul ki abszolit nyugalom, a részecske még alapallapotban is rendelkezik (un.
zérusponti) energiaval.

A linearis harmonikus oszcillator probléma teljes hullamfiiggvénye az eddigiek alapjan
a kovetkezoképpen irhato:

() = e~ 5y, (« /%x) . n=0,1,23, ..., (8.47)

ahol u,(§) a fenti rekurziés formuldbdl eléallithaté in. Hermite-féle (az e~ sulyfiigg-

vényre nézve ortogonalis és normélt) polinomokkal ardnyos, melynek els6 néhany tagja
a kovetkezd (N2 = /22 /2"nl) :

uo(§) = No,
Ul(f) = N 2¢,
uy(€) = Ny 2(262 — 1). (8.48)
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8.3. abra. Klasszikus linearis oszcillator sajatenergiai és sajatfiiggvényei. A sajatfiigg-
vények nincsenek normalva.

A kétatomos molekuldk rezgési (vibraciés) szinképét harmonikus erék jelenlétével
magyarazhatjuk meg. A fenti energiaképlet alapjan ugyanis az n—dik energiaszintrél az
n — 1 —edikre vald legerjesztédés esetén a molekula

hv=E,—FE,_1=hw (8.49)
energiaju és v = %w frekvenciaju fotont sugdroz ki. A szinkép egymastdl ugyancsak
Av = %w = %\/g tavolsagra levo vonalakbol &ll, s ez teljes mértékben megegye-

zik a tapasztalattal. A fenti meggondolasbdl kovetkeztetést vonhatunk le a moleku-
lak atomjai kozott haté harmonikus eré (a D direkcids erd) nagysdgdra is, amennyi-
ben ismerjiik tomegiiket. Sésav (HCI) esetén pl. a kisérleti tapasztalatok szerint v =
8,65 x 10 [s7!] (ami ~ 0,3 ¢V energiaji és A ~ 35000A hulldmhosszal rendelkezé
fotonnak felel meg) s ebbdl, valamint a mas mérésekbol ismert (redukalt) tomeg felhasz-
néalasaval D = 0,48 [N/cm] nagysdginak adodik.
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9. fejezet

A kvantummechanika matematikai
és fizikai alapjai

Az el6z6 fejezetben mar lattuk, hogy Schrodinger hullamegyenlete képes a mikrofizikai
objektumok energiadllapotaiban jelentkez6 kvantumos (diszkrét) jelenségeket is magya-
razni. Roviden megemlitettiik azt is, hogy a stacionarius Schrédinger-egyenlet a mate-
matikdban mar régota ismert un. sajatérték-egyenletnek felel meg.

A fizikai mennyiségek értékének kvantumos, diszkrét valtozasa ismeretlen volt a
klasszikus fizikdban, ezért ott a fizikai mennyiségeket folytonos, differencidhaté fiige-
vényekkel irtuk le. A kisméretii mikroobjektumok vizsgalata megmutatta azonban, hogy
a természetben a fizikai mennyiségek egyrészt folytonos, masrészt diszkrét értékkészlettel
rendelkeznek, ezért a nekik megfelel6 matematikai konstrukcidknak tiikroézni kell e fontos
tényt.

9.1. Operatorok és regularis fiiggvények

Dirac volt az, aki elsoként ismerte fel teljes altalanossagban, hogy a fizikai mennyi-
ségek matematikai reprezentansai nem a klasszikus fizika szokéasos fiiggvényei, hanem
bizonyos operatorok, amelyek a fizikai allapotot reprezentalé regularis fiiggveé-
nyek terén, vagy més néven, a Hilbert-téren hatnak. Az a tér, amelyen az O operétor
hat, az illeto operator Dy értelmezési tartomdanya.

o Egy f fiigguény szdmhoz (x) szamot (y) rendel: y = f(x). Példa: 0 = sin 7.

e Egy O operdtor fiiggvényhez (f) fiiggvényt (g) rendel: g(z) = Of(x). Példék:
g(z) = £ f(2), g(x) = \/f(z), stb.

Az operatorok a fiiggvényekhez képest az absztrakcié magasabb fokat képviselik, ezért
nyilvan sokkal gazdagabb lehet6séget kinalnak az elméleti leirds szamara.
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A fizikai mennyiségeket leiré (reprezentédls) operatorok nem lehetnek tetszélegesek.

Az anyagi részecskékhez rendelt valdszintiségi hullamok interferenciara val6 képessé-
ge (Id. példaul Davison-Germer kisérlet) vezetett el a szuperpozicié elv feldllit dsahoz,
amely kimondja, hogy két kiilonbozo allapot Gsszege, szuperpozicoja is egy lehetséges
allapot (azaz a Schrodinger-egyenletnek megolddsa). Ahhoz, hogy a szuperpozicid elve
teljesiilhessen, sziikséges az, hogy a fizikai mennyiségeket reprezentalé operatorok line-
arisak legyenek. Egy O operdtor linedris, ha a kovetkezd tulajdonsdgokkal rendelkezik

(Y1, € Do):

O(th1 +12) = Oty + Ot (9-1)
és
O(kyn) = k(Othy), (9.2)
ahol k egy tetszéleges (komplex) szamot jelent.
Lathatjuk tehat, hogy pl. a négyzetgyok vonds (,/), vagy az abszolitérték képzés

(| |) nem johet széba, mint fizikai mennyiséget reprezentdlé operator.
Linedris operdtorok dsszegét a kovetkezd osszefiiggés értelmezi (¢ € Do, , Do, ):

(01 + Ox)1h = O11p + Og1). (9.3)

Linearis operatorok szorzata pedig az operatorok egymas utan valé alkalmazasat jelenti

(w € DOQ, Og@b € Dol)i
OAlOAQ@Z) = OAl(OAQ@/)) = Olg, ahol g = OQ¢ (94)

(Igy kénnyen elsfordulhat, hogy 01041 létezik, de 0,011 mar nem!)

Operdtor négyzet az O = OO bsszefiiggést jelenti.

Kiilonosen fontosak az olyan fliggvények, amelyeket a linearis operatorok, az adott
fiiggvényt szamszorosaba viszik at:

Oy = ki,  k = konstans. (9.5)

Az ilyen egyenletet az operator sajdtérték-egyenletének nevezziik, 1)—t az operator sajdt-
fiigguényének, k—t pedig a operator sajatértékének. Az O operétor osszes sajatértékét
spektrumnak nevezziik.

A Schrodinger-egyenlet is egy specidlis operator egyenlet, az energia fizikai mennyi-
séghez rendelt H operdtor sajatérték-egyenlete:

Hi = Eip. (9.6)

Alkossuk meg az energia H operatorat egydimenzidés mozgas esetére! Legyen az x
irdanyu tmpulzus fizikai mennyiséghez tartozé operdtor
h o
N — = , 97
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azaz az x—szel vald derivalas.
Az z irdnyu elmozdulds (koordindta) fizikai mennyiséghez tartozd operator pedig le-
gyen az x szerinti szorzas
T— (9.8)

amibdl azonnal kovetkezik, hogy a csupan koordinatakat tartalmazd potencidl fizikai
mennyiséghez szintén a vele valé szorzast rendeljiik:

~

V(z) = V(z)-. (9.9)

Az energia fizikai mennyiséghez rendelt operatort ezek utan konnyen felirhatjuk:

H= bl +V(x) — PP + V(x) (9.10)
2m 2m Oz?
és igy a fenti operatoregyenlet
. h?* o2

valéban a (8.9) alatti Schrodinger-egyenletet adja egydimenziés mozgas esetén.

A fizikai mennyiségeket leir6 (reprezentdld) operatorok természetesen nem tetszoleges
fiiggvényekre hatnak, hanem — az el6z6 fejezettel 6sszhangban — csak olyan fiiggvényekre,
amelyek fizikai allapotot jelenthetnek s igy a kovetkezo tulajdonsdgokkal rendelkeznek:

o cgyértékiiek,
e folytonosak, és

e norméalhaték (korlatosak).

Ezen tulajdonsagokkal rendelkezé fiiggvényeket regularis fiiggvényeknek nevezziik.
A regularis fiiggvények Osszessége Hilbert-teret alkot.

A reguléris fiiggvényekkel végzett szamitasok soran gyakran szerepel két fiiggvény
szorzatanak integrdlja. A jelolések egyszertisitése érdekében bevezetjiik a skaldrszorzat
fogalméat a kévetkezo definicidval:

{fil fi) E/fi*fkdv, (9.12)

ahol az integrélas a fiiggvényvaltozok teljes értelmezési tartomanyara vonatkozik. Amint
latjuk, a skaldrszorzat olyan miivelet, amely két fiiggvényhez egy (komplex) szédmot ren-
del.
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A skalarszorzat tulajdonsagai a kovetkezok:

(1lhe + 3) = (¥1|tha) + (Y1 lehs)
<¢1|0> =0,
(1ltha) = (alh1)",
(khileha) = K™ (h1]ea), (9.13)

ahol k egy tetszileges (komplex) szdmot jelol. Ezek a miiveletek a vektorok skalaris
szorzdsi szabélyaira emlékeztetnek, ezért a skaldrszorzat két elemét a bra ((|) és ket
(] ) részt célszerii egy absztrakt dudlis vektortér elemeinek tekinteni. [A bra és ket
elnevezést Dirac vezette be az angol bracket (zaréjel) sz felbontésaval. Igy beszélhetiink
két fiiggvény ortogonalitdsardl, amennyiben (i [ig) = 0.

Visszatérvén az operatorok sajatérték spektrumahoz, megjegyezziik, hogy van foly-
tonos és diszkrét spektrum. Folytonos spektruma van pl. a differencialds operatornak

~

(O = £), ui. ennek sajatérték-egyenlete a kévetkezo:

d
) =k 14
amelynek megoldasa
) = Ae*?, (9.15)

amelybdl viszont a korlatossig regularitdsi kovetelmény miatt k = +i|k| kovetkezik. A
differencialas operator sajatértékeit az Osszes imaginarius szam képezi, sajatfiiggvényei
pedig 1 = Ae*Fl* glakiak.

Diszkrét spektrummal rendelkezik az energiaoperdtoron kiviil pl. a tiikrozés (parités)
operatora, amelynek definicidja a kovetkezd: Pf(x) = f(—z). Sajétérték egyenlete:

Pf(a) = kf(z) = f(~2). (9.16)

Alkalmazzuk P—t még egyszer:
P’f(z) = K f(z) = f(), (9.17)

azaz k* = 1, amib6l viszont k& = £1 kovetkezik. Tehédt a paritds operator sajatértéke
a +1 vagy —1 lehet. A paritds operator sajatfiiggvényeit az Osszes paros ill. paratlan
fiiggvény képezi.

Bevezetjiik az Ot adjungalt operator fogalmat a kovetkezd definicidval:

(110%2) = (OF b1 [s), (9.18)

ahol 1y € Do, 1 € Do+, és altaldban Dy # Do+. Az olyan operétort, amelyre

~

0= OA+ és DO = D0+, (919)
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onadjungalt operatornak nevezziik.
A fizikdban kiilonlegesen fontosak az olyan operatorok, amelyekre

(1| Otha) = (Ot o) (9.20)

érvényes minden 1; és 1y € Dy elemre. FEzek a hermitikus (v. szimmetrikus, 1d.
kés6bb) operatorok.

Az 6nadjungélt operatorok természetesen hermitikusak is, viszont nem minden hermi-
tikus operator énadjungalt is egyben. Ilyen pl. az impulzus operator, amely hermitikus,

de nem 6nadjungdlt a végpontokban eltiing fiiggvények terén [mivel a p* operétor terét
vélaszthatjuk bévebbre is (1d. késébb)].

9.1. Tétel A hermitikus operdtorok alkalmasak fizikai mennyiségek reprezentdldsdra (le-
irdsdra, abrdzoldsdra), mivel ezek valds sajatértékkel rendelkeznek.

Bizonyitas. Egyrészt

(©lOp) = (plkg) =k (plp), (9.21)

masrészt
(0|Op) = (Oplp) = (kplp) = k* (le), (9.22)
amib8l k = k* kévetkezik. 0

Megjegyezziik tovabba, hogy a szorzat operdtor adjungdltja (a definiciébdl kovet-
kezGen) el6éllithatd a tényezé operatorok adjungaltjainak forditott sorrendben torténd
alkalmazéasaval:

(0,0,)* = OFOF . (9.23)

A tovabbiakban a fizikai mennyiségeket kizardlag linedris hermitikus operdtorokkal
fogjuk jelolni, ezért a ,kalap”” megkiilonbozteto jelet nem fogjuk alkalmazni.

9.2. A Hilbert tér

A H Hilbert tér olyan co—dimenziés vektortér, amelyben az Gsszes elemnek van véges
hossza (normdja). A tér elemei az f vektorok, amelyeken aldbbi miiveletek vannak
értelmezve:

1. Skalarral val6 szorzas: ha f € H, és A € C, akkor A\f € H.

2. Osszeadds: ha f; és fo € H, akkor fi + fo € H.

Az 1. és 2. tulajdonsagbol kovetkezik, hogy két H—beli elem linedrkombinaciéja
is H—beli elem: f=>".c;fi € H.
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3. Ertelmezett az elemek kozotti "belsd szorzat”, vagy skalarszorzat:
(flg), ahol f,g€™H, (9.24)

amely a H—Dbeli elemeket a C komplex szamok halmazéaba képezi le. A skalarszorzat
a kovetkezo tulajdonsagokkal rendelkezik:
flg) = (g]f)*, ahol * komplex konjugélést jelent;

a) (
(M flAag) = AT (flg)
(
|

(

(b
(c
(d

fi+ falg) = (filg) + (falg) és (flgr + g2) = (flg1) + (flg2)-
(Flo) 1> < {f|f){glg), Schwarz-egyenlStlenség.

Az 3. tulajdonsdg alapjdn definidlhaté egy “hossz” (vagy norma): ||f||* = (f|f),
és az ortogonalitdas: f1 g, ha (f|g) = 0. Az {f;} figgvényrendszer ortonormdlt, ha
<fi|fj> = 0jj.

A Hilbert-tér eddigi tulajdonsdgai hasonlitanak az &, véges dimenzios Euklidészi
vektortér tulajdonsagaihoz. Az eltérés a kovetkezo tulajdonsagban van:

)
)
)
)

4. Egy {f:} vektorsorozat teljes, ha barmely f € H linedrkombindcicként frhaté fel
vele, azaz

f= Zcifia fieMt, c¢eC. (9.25)
i=1

A Riesz-Fischer tétel az, amely bizonyitja, hogy a fenti 0sszegzés konvergens, azaz
a H—tér teljes. A teljesség megfogalmazasanak egy masik médja a kovetkezd. Te-
kintstink egy vektorsorozatot (Cauchy-sorozat): fi, fo, .. Tegyiik fel, hogy minden
€ > 0—ra talalhatunk egy [—et gy, hogy barmely véges m—re || fi1,m — fil| < €. E
sorozat konvergencidjat bizonyitja a Riesz-Fischer tétel, amelyet illetGen a matema-
tikai szakirodalomra utalunk (pl. Sz6kefalvi-Nagy: Funkcionélanalizis). Népszerii-
en megfogalmazva: a tétel a végtelen dimenzios Hilbert-tér teljességét bizonyitja,
azaz azt, hogy a végtelen dimenziés térben kivélaszthatd egy végtelen elembdl allé
sorozat (bdzis), amely szerint a tér barmely eleme kifejtheto.

Az absztrakt Hilbert-tér egy specidlis realizdcidja (modellje) az Lo—tér, azaz a négy-
zetesen integrdalhato, komplex értéki fligguvények tere, ahol a norma véges:

917 =711 = [ 5 @) @) do < o0, (9.20

Itt « barhany valtozét jelolhet, és az integralas az f fiiggvény teljes értelmezési tartoma-
nyara kiterjesztendo.

Arrél, hogy az Lo—tér Hilbert tér, ugy gyézoédhetiink meg, hogy belatjuk sorban az
1-4. tulajdonsagok érvényességét a négyzetesen integralhato fiiggvények korében is.
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9.3. Operatorokkal és regularis fiiggvényekkel kapcso-
latos tételek

9.2. Tétel Kiilonbozo sajatértékekhez tartozo sajatfiigguények ortogondlisak egymdsra.

Bizonyitas. Legyen

O, = knpn, (9.27)

és k,, # k, és az altalanossdg megorzése mellett k, # 0. Ekkor

1 1 km
(Pmlon) = k_<¢m|090n> = k_<090m|§0N> = k_<90m|90n>7 (9.28)
amibol kovetkezik, hogy
(kn — Kim) (pmlen) =0, (9.29)
s mivel az elsé tényezo nem zérus, a masodik kell az legyen. O]

9.3. Tétel n-szeres degenerdltsiag esetén létezik n szdma ortogondlis sajatfiiggvény

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy fi és fo ugyanazon k sajatértékhez tartozé két kiilonbozo
sajatfiiggvény, azaz

Ofi=kfi, Ofp=kfz é (filf2) #0. (9.30)

Alkosson 1 = f1 és w9 = ay f1 + as fo két, egymésra mar ortogondlis sajatfiiggvényt

az eredeti k sajatértékkel természetesen, mivel Oy, = kg és Oy = kpy. Az ismeretlen
a;, ay egyiitthatok egyértelmiien meghatarozhatdk a (p1|p2) = 0 ortogonalitdsi és a
(pa]2) = 1 normaltsagi feltételekbol. O

Ketténél magasabb degeneracios fok esetén a paronkénti ortogonalitas és a normalt-
sagi feltételek mindig elegend6 szamu egyenletet szolgaltatnak az ismeretlen linearkom-
bindciés egyiitthatok meghatarozasara.

9.4. Tétel Hermitikus operdtorok sajdtfiigguényei teljes fligguényrendszert alkotnak

Bizonyitds. E tétel bizonyitdsét illetéen utalunk a matematikai szakirodalomra (Riesz—
Fischer-tétel), ill. a kordbbi analizis tanulmanyokra. A tétel alapvetd jelent6ségli a
kvantummechanikdban, ui. egy fiiggvényrendszer teljessége azt jelenti, hogy szerinte
barmely regularis fliggvény sorba fejthet6. Azaz egy tetszoleges ¢ (z) dllapfiiggvényt eld
lehet allitani, mint a ¢, (x) sajatfiiggvények szuperpozicidja:

Y(z) = Z CnPn(T), (@nlem) = dnm. (9.31)

n

102



A kifejtési egyiitthatékat meghatarozo

o = (alt) = [ " @) do’ (9.32)

[e.9]

képletet visszahelyettesitve a kifejtésbe, majd az integrélast és az Osszegezést felcserélve
kapjuk a kovetkezo kifejezést

U(z) = / [Z %(Ji)%@i(l")] (a') da, (9.33)
amelybdl leolvashaté a teljességet kifejezd dsszefiiggés

Y eal@)ep(a’) =6z —a'), (9.34)

ahol §(z) a Dirac-féle d—fiiggvényt jeloli (tulajdonsdgait 1d. késébb a 4. fejezetben).
A 9(z) allapot norméltsagabdl a

L= () = crem(enlom) =Y le =1 (9.35)

un. normdltsagi feltétel kovetkezik a kifejtési egyiitthatokra vonatkozodan.
Folytonos spektrum esetén a fenti egyenletekben Gsszegzés helyett integralds érten-

dé. ]

9.5. Tétel Konnyen belathatjuk még, hogy a normdlhatosagi reqularitdsi kovetelmény az
energiaoperdtor hermitikussagabol levezethetd:

Bizonyitas.

d oV oV 1 1

E@I’W) = <§|‘1’> + <‘I’|§> = —%<H‘I’|‘I’> + %<W|H‘I’> =0, (9.36)
azaz (V|W) =éllando. O

9.4. A fizikai mérés alaptorvénye

Tiszta dllapotrdl beszéliink, ha ¢ = ¢, azaz 1) éppen az egyik (az n—edik) sajatallapota
az O operatorhoz tartozo fizikai mennyiségnek. Ha ekkor mérés sorozatot hajtunk végre
a mindig 1 allapotban levé rendszeren, akkor biztosak lehetiink benne, hogy a mérések
a k, sajatértéket fogjak szolgaltatni. Ilyenkor ¢, # 0 és ¢,, =0, (m #n) és |c,|? = 1.

Szuperpondlt dllapotrol akkor beszéliink, ha nem az el6bbi eset valosul meg, azaz ha
Y =Y cnpn. Ekkor azt mondhatjuk csak, hogy az a ¢, sajatfiiggvény van erdsebben
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képviselve a 1 &llapotban, amelyikhez tartozé |c,|? kifejezés nagyobb. Fel kell tehdt
tételezniink (s aztan a tapasztalattal 6sszevetni), hogy a mérés sorozat az ilyen ¢, —hez
tartozo k, sajatértéket nagyobb waldsziniséggel szolgaltatja eredményiil, mint a kisebb
|cm|?—tel képviselt allapotokhoz tartozé k,, sajatértékeket.
Ezek utan a fizikai mérés alaptorvénye a kovetkezoképpen fogalmazhato meg:
annak W waldszinisége, hogy a v dllapotban [évd rendszeren elvégzett mérés a ¢,
sajatfiigguényhez tartozo sajatértéket, k,—et adja eredményiil, éppen

W (kn) = leal® = [(eul)]?, (9.37)

és a mérés utdn a rendszer a ¢, sajatéllapotban taldlhaté (v — ¢y).
Feltehetjiik a kérdést: vajon mennyi a kérdéses mennyiség kdzépértéke?
Amennyiben N mérésbol N,,—szer mériink k£, sajatértéket a kezdetben mindig ugyan-
abban a ¢ allapotban levé rendszeren (sokasigon), akkor a kozépérték definici6 szerint:

_ ) N,
O = lim En: bin 7 (9.38)
Felhaszndlva a mérési alaptorvényt, valamint tovabbi atalakitasokat végezve nyerjiik:
- . Ny 5
O =3 knlim —2 =% kaWalkn) = D kuleul® = (9.39)
= Z ke CnlPmlpn) = <Z Cm¢m’02 cnipn) = (V|0 Y) = (0) (9.40)

Tehat a mérések kozépértéke megegyezik a fizikai mennyiség stiriiség szerinti atlagérté-
kével, amit vdrhato értéknek is neveziink. Ebbdl is latszik a 1 allapotfiiggvény centralis
szerepe: az allapotfiiggvény ismeretében a mérések varhaté (dtlag)értéke elére meghata-
rozhato. A problémét altalaban az jelenti, hogy valods fizikai rendszer esetén a 1 allapot-
fiiggvény nem ismeretes.

Szemlélteté példaként szamitsuk ki az L hosszisagu egydimenzids potencialdoboz-
ban levé m tomegii részecske x koordinatajanak a kozépértékét (=varhaté értékét). Az
n—edik gerjesztett allapotban levo részecske allapotfiiggvénye az eloz6 fejezetbdl ismert

modon 1, (x) = \/% sin k,x, ahol k, = n7. A kozépérték tehdt

2 [* 2 (P 1 2 12 L
$:<¢n|$wn>zz/o  sin” n%xdx:z/o xé(l—COSQn%x)d$:z-Z:§ (9.41)

Azt nyertiik, hogy sok mérés végrehajtasa esetén a részecske koordindtajara atlagban
L/2, azaz a doboz kozepének helykoordinatdja adédna mérési eredményiil.
Szamitsuk most ki az impulzus atlagat. Kénnyen belathatjuk, hogy

_ h 0
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azaz az impulzus kozépértéke zérus. Eredményeink megnyugtatoak; klasszikus fizikai
szemléletiink alapjan éppen ezen atlagértékekre szamithattunk.
A fizikai mérés alaptorvénye alapjan Ehrenfest-tétele igy irhato:
dps &’z ov

D =0 = Fi(= (). (9.43)

9.5. Heisenberg-féle felcserélési relaciok

Mint lattuk, a fizikai mennyiségek linearis hermitikus operatorokkal reprezentalhatok.
Ezen operatorok a fizikai rendszer lehetséges éllapotait leiré reguléris fiiggvényeken (a
Hilbert tér elemein) hatnak. Két operator egymds utdni hatdsa egy fiiggvényre atala-
ban kiilonbozik az operatorok forditott sorrendben valé alkalmazasanak hatésatél. Azt
mondjuk, hogy az ilyen operatorok nem felcserélhetok: AB # BA.

Legyen pl. A =p, = ?a% az r—irdanyu impulzus operatora, mig B = © = x- az x—
iranyu elmozdulas (koordindta) operatora. Ekkor, mivel
0 oY
52 (@) =¥+ ozl (9.41)
v ho how h
=z =L =C A4
P90 TGy T Y (9.45)
kapjuk a kovetkezo Osszefiiggést
h
(e — 2 p2)0 = =0, (9.46)
Definialjuk a két operdtor felcserélhetoségét méré kommutdtort
[A, B = AB — BA. (9.47)

Ha két operator kommutatora zérus, a két operator felcserélheté egymassal, kiilénben
nem.
Fenti eredményiink ¢ tetszéleges voltara figyelemmel, kommutatorral is kifejezheto:

h
[Pz, 2] = —. (9.48)
Hasonléképpen
h
Py yl =7, (9.49)
h
[p., 2] = 7 (9.50)
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de példaul
[Pz, y] =0, (9.51)

és ciklikus felcseréléssel hasonléan a tébbi irdnyparositasra nézve.

A Klasszikus fizikdban [p,, x] = 0, azaz a fizikai mennyiségek felcseréheték egyméssal.
Azt, hogy ez csak kozelit6 érvénnyel igaz, és bizonyos fizikai mennyiségek (azaz a nekik
megfelel6 operatorok) nem felcserélhetok egyméssal, Heisenberg ismerte fel elséként,
és ezért a (9.48-9.51) egyenleteket Heisenberg-féle felcserélési reldcicknak hivjuk. A
Heisenberg-relaciok a természet alapveto torvényei kozé tartoznak.

9.6. Tétel Felcserélhetd operdatoroknak vannak kézos sajatfigguényes.

Bizonyitds. Legyen ¢ A—nak nem elfajult sajatfiiggvénye: Ay = ap. Ekkor, mivel AB =
BA,

A(By) = BAp = Bayp = a(By), (9.52)
azaz By sajatfiiggvénye A—nak ugyanazzal az a sajatértékkel, ezért By aranyos kell
legyen p—vel: Bp = bop. O]

A tétel forditottjat is bizonyitjuk:
9.7. Tétel Ha két operdator sajarfigguényei kozosek, akkor felcserélhetdek.

Bizonyitds. Legyen ¢ kozos sajatfiiggvénye az A és B operdtoroknak, azaz Ay = ayp és
By = bp. Bizonyitjuk, hogy ekkor [A, B] = 0 a ¢ sajatfiiggvényre vonatkozoan.

ABp = A(bp) = bAp = bayp = B(ayp) = BAy (9.53)
Azaz [A, B] = 0 (a p— sajatfiggvényre val6 alkalmazas szempontjabdl). H

9.8. Tétel Amennyiben [F,H| =0, azaz eqy F fizikai mennyiség operdtora felcserélhetd
az energiaoperdatorral, akkor az F' mozgdsdllando.

Bizonyitds. Tegyik fel, hogy F' operatora explicit médon nem fiigg az id6tél: OF /0t = 0.
Ekkor az F &tlagértéke még fiigghet az id6tél a W(r,t) dllapotfiiggvényen keresztiil.
Képezve a kozépérték ido szerinti derivaltjat és kihasznalva az allapotegyenletet (%—‘f =
%H\I/), kapjuk:

dF  d v o
o = (w|Fw) = <§|m> + <qf|pa> _
1 1 i
= —— (HU|FV) + — (V|FHY) = o (V[[H F]V). (9.54)
Tehat € =0, ha [H,F] =0 O
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A dF 1
1
i h[H, F] (9.55)

mennyiséget kvantummechanikai idoderivaltnak nevezziik.

A kvantummechanikai idéderivéalt segitségével gyorsabban levezethetjiik Ehrenfest-
tételét és mélyebb bepillantast nyerhetiink a newtoni mechanika térvényeinek érvényes-
ségi korébe.

Legyen F' = x- . Ekkor

dr i ? 9

@ = R = gy (e =) =
i 1
= 5 (Po(Pat = 2p2) + (P = 2P2)pe) = —pa (9.56)

Legyen F = p, = ?ﬁa%' Ekkor

dp, 1 o oV

Ennek véve a varhaté értékét, kapjuk Ehrenfest-tételét. Newton torvényei tehat operator
egyenloség alakjaban érvényesek.

(Hpa: - p$H)

9.6. Heisenberg-féle bizonytalansagi Gsszefiiggések

Ha egy mikrorendszer v éllapotfiiggvénye az A operatornak (fizikai mennyiségnek) nem
sajatfiiggvénye, akkor az A altal leirt fizikai mennyiség értékére a mérések altalaban
kiilonboz6 értékeket szolgaltatnak. Minél tavolabb vannak ezek az értékek az altaluk
szolgéltatott atlagértéktdl, anndl hatdrozatlanabb (elmosddottabd) ilyenkor a kérdéses
fizikai mennyiség értéke, azaz annal nagyobb a mérés szordsa.

Definidljuk a négyzetes kézepes eltérést (szérasnégyzetet):

(AA)* = ((A—(4))), (9.58)

ahol (A) = (yY|Ay) az A fizikai mennyiség (= hermitikus operator) varhaté (atlag-,
kozép—) értéke.

9.9. Tétel A négyzetes kizepes eltérés sajdtdllapotban (és csakis ebben) zérus.

Bizonyitds. Kiindulunk a definiciébdl, majd elvégezziik a négyzetreemelést és a kozepe-
lést:

(AA)* = (Y|(A = (A)" ) = (P[(A”* = 24(A4) + (4)*) ¥) = (A%) — (4)".  (9.59)

Sajatallapotban (A = ki) a jobboldal valéban zérust ad (k- k — k?) = 0, egyébként
nem. ]
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Bizonyitjuk a kovetkezo tételt:

9.10. Tétel Amennyiben két fizikai mennyiség operdtora eqgymdassal nem felcserélhetd,
akkor kézepes eltérésiik szorzatanak legkisebb értéke a két operdtor kommutdtordbol ké-
pezett varhato érték abszolut értékének a fele, azaz

1
ha [A,B]=C, akkor AAAB > §|<C’>| (9.60)

Bizonyitdas. Kiindulunk az analizisbol jol ismert

(FLNglg) = (flay(glfy = [{flg) I (9.61)

Schwarz-féle egyenl6tlenségbél, és definidljuk az A’ = A — (A), B’ = B — (B) hermitikus
operatorokat, amelyek kommutatora szintén C: [A’, B'| = C. Legyen tovabba f = A’y
és g = B'1). Ezt a Schwarz-egyenlétlenségbe helyettesitve kapjuk

2

(AAAB)® > [(A'B)* = (<M> * <M>

2 2
A'B' + B'A'\ |2 A'B'— B'A'\ |2
(=)
2 2
AB + BA\x/AB — B'A
(=) ()
A'B + B'A A'B — B A\ *
+( i ) ) (9.62)
2 2
Az utolso két tag zérust ad, mivel
(Y|(A'B" + B'ANY* = (| (A'B' + B'A")). (9.63)
[gy tehds
A'B' + B'A'\ |2 A'B'— B'A'\ |2
sanmp s (KB BN | AB By 51)
2 2
Az els6 tagot elhagyva még inkabb teljesiil az egyenlGtlenség:
A'B'— B'A'\ |2 C\|?
2T -] -
(AAAB)? > < 5 > < 5 > (9.65)
Mindkét oldalbdl gyokot vonva kapjuk a (25a) alatti Osszefiiggést. ]

Marmost legyen B =p,, A=z — (= —? Behelyettesitve (25a)-ba, kapjuk a
hires Heisenberg-féle hatdrozatlansagi reldaciokat

AzAp, > g, (9.66)
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tovabba, mivel valaszthatjuk A—t és B—t az y—, ill. z—irdanyu elmozdulasnak és impul-
zusnak is,

h
AyApy 2 3, (9.67)

h
AzAp. > 3. (9.68)

A Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacionak rendkiviil mély fizikai (és filozdfiai) tar-
talma van. Azt mondja ki, hogy a koordinata és az impulzus (vagy két més, egyméssal
nem felcserélhet6 operatorral reprezentalt) fizikai mennyiség mérése egyszerre nem végez-
hetd el tetszoleges pontossdggal egy mindig azonos v allapotban levo rendszer-sokasagon.
A (9.66-9.68) egyenlétlenségek pontosan azt jelentik, hogy a mindig azonos ¢ éllapot-
ban levo rendszerek sokasdgan sokszor megmérve az r—értéket, majd sokszor megmérve
a p, értékét, a mérés soran ad6dé Ax és Ap, hibdk (szérasok) szorzata még végtelen
pontos miiszereket hasznalva sem lehet kisebb, mint a (9.66-9.68) altal megszabott alsé
korlat. Ezt a negativ allitast szoktdk a klasszikus szemléletiinkkel jobban megragadhaté,
egyetlen objektumra vonatkozé kijelentésként megfogalmazni: egy részecske koordinéata-
ja és impulzusa (vagy két mas, egymassal fel nem cserélheté operatorhoz tartozo fizikai
mennyiség) egyidejiileg nem vehet fel pontos (hatarozott) értéket, s igy nem is mérheté
tetszoleges pontossaggal egyidejtileg.

A makrofizikai mérésekben a tételnek nincs észreveheto folyomanya. Legyen ui. egy
m = 5x 1073 [kg] tomegli golyénk, amelynek helyét Az = 107% [m] (=1x m) pontossaggal
mérjiik meg. Ekkor a golyd sebességének hatarozatlansaga a bizonytalansagi reldciébol
kovetkezben

Av

Ap h 1-107%* Js m
=—> ~ = 10720, :
m — 2mAx  2-5-1073-1076 kgm 0 s (9.69)

Ilyen kis sebességek mérésére, észlelésére a makrofizika nem képes, s igy megérthetjiik,
hogy a (9.66-9.68) egyenleteknek a makrofizikdban miért nincs észrevehetd jelentGségiik.

A mikrofizikdaban, a kis méretek vildgaban viszont igencsak nagy jelentéséggel birnak
a (9.66-9.68) osszefiiggések. Prébaljuk megmérni az elektron helyét és sebességét egy
atomon beliil! Az elektron helyének mérési bizonytalansaga maximélisan az atom atmé-
réje lehet: Az = 1071 [m]. Az elektron tomege m = 9 x 103! [kg], ezért a sebességének
mérési bizonytalansaga:

A h 1.107% ]
_2p > —5.10° 2 = 500 2, (9.70)

A > ~
T T omAr  1,8-10-%.10-1 kgm s s

Ez azt jelenti, hogy eleve reménytelen vallalkozés egy atomon beliili elektron sebességének
és tartozkodasi helyének egyidejii mérése.

A Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacié egyben azt is jelenti, hogy a mikrofizika-
ban nem érvényes a pdlya fogalma. Egy részecske palyajarol ui. akkor beszélhetiink, ha a
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részecskének minden id6pillanatban ismerjiik a tartézkodasi helyét, valamint sebességé-
nek nagysdgat és iranyat. Az atomban ez gyakorlatilag (és elvileg is) kizart, mert amint
lattuk, az elektron helyének egyre pontosabb mérése egyre elmosédottabbd tenné a se-
bességére vonatkozo mérés értékét és viszont. Nem jelenti ez persze azt, hogy éaltaldban
az elektronnak, mint mikroszkopikus (t6megil) részecskének, nem beszélhetiink a palya-
jardl. Katdédsugarcsben, vagy ciklotronban az elektron pdalydjinak (vagyis helyének Ax
és sebességének Av ) bizonytalansiga, elmosddottsaga a berendezés méreteihez képest el-
hanyagolhat6. Tegyiik fel példaul, hogy a ciklotronban a magneses tér altal 1 [m] sugari
korpdlydra kényszeritett elektron helyét (a berendezés tervezhetdsége miatt) Az = 1074
[m] pontossaggal kell ismerniink (megmérniink). Ez Av ~ 5[%"] sebességbizonytalan-
sadgot jelent, ami viszont a ciklotronbeli tipikusan MeV energidju elektronsebességekhez
viszonyitva elhanyagolhaté. Tehét ciklotron esetén beszélhetiink az elektron palyajardl.

il *
(2)

[wl
(b)

7
{c)

X r

9.1. abra. A Heisenberg-féle hatarozatlansagi szemléltetése kiilonbozé allapotokkal.

A Heisenberg-féle hatarozatlansagi osszefiiggés ravilagit a mikrofizikdnak a makrovi-
laghoz képesti sokkal gazdagabb mozgasformaira. Tekintsiink pl. egy elektront. A 9.1
(a) dbrén az elektron olyan mozgasallapotban van, hogy helyét jél ismerjiik, impulzusa
viszont szétkent eloszlast mutat. Az ilyen allapot a makroszkopikus fizikaban megismert
,tomegpont” fogalomra hasonlit.

A 9.1 (b) dbran egy ,hulldim” mozgasforma ismerheté fel, amelyre az jellemz6, hogy
az impulzus jol meghatarozott, a mozgast végzé objektum viszont nem lokalizalédik egy
adott helyre.

A 9.1 (c) abrén a két el6z6 kozti végteleniil sokféle mozgasforma egy lehetséges va-
tozatat tiintettiik fel.

A zérusponti energdk 1étét a Heisenberg-féle hatarozatlansagi relaciok segitségével is
megérthetjiik. Példaul az egydimenziés potencidldoboz esetén a részecske x koordindta-
janak varhaté értéke (x) = L/2 volt. Azaz az x koordindta mérési bizonytalansiga is
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legfeljebb L/2 lehet: Az < L/2. Ebbél (9.66-9.68) alapjin

h
> > — .
Av 2 2mAx — mL (9-71)

kovetkezik. Igy a lokalizéltsdg miatti minimélis (csupdn az elmosédottségbdl adédd),
energiara az )
1 2 h El
Epin = §m(AU) > 572 = 2 (9.72)
alsé korlatot kaptuk, amely az F; zérusponti energia nagysagrendjébe eso érték.

Amint azt a (9.66) egyenletbél 1atjuk, a hatdrozatlanségi reldcidk a (9.48-9.51) felcse-
rélési torvények egyenes kovetkezményei. Igy tehét a (9.48)-(9.51) feleserdsi térvények
kapcsan mondottakat érdemes tjra megismételni: azok a kvantummechanika legalapve-
tobb axiomai. A felcserélési torvényekbol leszarmaztathatd hatarozatlansagi reldcidkra
pedig ugy tekinthetiink, mint kvantitativ, matematikai formakban kifejezett korlatjat
annak a szandékunknak, hogy a klasszikus (makroszkdpikus) fizikabdl szerzett absztrakt
fogalmainkkal (hely, sebesség, energia, id6, stb.) mikrofizikai (kis mérettartoményokban
lejatsz6do) jelenségeket értelmezziink, ill. lefrjunk.

Roviden érdemes még megjegyezni, hogy a Heisenberg-féle hatarozatlansagi relaciok
segitségével értelmezhetiink még szdmos tovabbi jelenséget, mint pl. a hidrogénatom (1d.
késébb) alapéllapotanak szerkezetét (azt tudniillik, hogy miért nem zuhan a magba az
elektron), az atomi és magnivék vonalszélességét (és élettartalmuk nagysagrendjét), az
impulzusmomentum ,furcsasigait” (1d. késébb), stb. Kivalé magyar nyelvii targyalds
talalhaté a Marz: Kvantummechanika, ill. Nagy Kdroly: Kvantummechanika c. tan-
koényvekben.

Filozofiai tartalom: A Heisenberg-féle hatarozatlansigi Osszefiiggések elvi korlatot
allitanak a vildg mechanisztikus megismerhetosége elé. Megddlt a determinisztikus vi-
lagkép, a Laplace-démon elvileg sem létezhet, mivel nem lehetséges egy adott idopilla-
natban a vildgegyetemet alkoté részecskék helyét és sebességét megismerni abszolit pon-
tossaggal. A mechanisztikusan determinisztikus vilagkép helyébe egy sokkal gazdagabb,
lehetoségekkel teli vilagszemléletet kaptunk a kvantummechanikatol cserébe: a vilag nem
eleve meghatérozott, elére eldontott valami, amelyben mi emberek (és minden maés is)
csupén statiszta szerepet jatszunk. A fizikai mérés alaptorvényébél (a mérés valdszinii-
ségi értelmezésébdl), valamint a mechanisztikus determindciét megdonté Heisenberg-féle
hatarozatlansagi relaciékbol kovetkezendden a vilag minden pillanatban jjasziiletik, az
ujjasziiletés permanens allapotaban van.

(Megjegyzendd, hogy noha e vildgszemlélet gyermekek szaméara is konnyen felfogha-
t6, a koztudatban, de még a miiszaki/természettudoményos képzettséggel rendelkezék
korében sem terjedt el eléggé. Ezért van az, hogy Teller Ede minden interjujaban, nyi-
latkozataban, eldadasaban stb. megragadja az alkalmat arra, hogy egy-két mondatban
szOt ejtsen ezen 1j vilagnézet lényegérol, amely egyben a kvantummechanika legfontosabb
tanitasa.)

111



Roviden meg kell emliteniink az energia és id6 fizikai mennyiség, valamint az im-
pulzusmomentum z— komponense és az azimutalis szog fizikai mennyiség felcserélési
relaciéjaval kapcsolatos problémékat.

Kimutathaté az, hogy a nemrelativisztikus kvantummechanikaban a tetszetos

~ h 0

energiaoperator : E — ——— (9.73)
1 Ot

id: t—t (9.74)

hozzérendelés [amelybdl formélisan ,levezethet&” az allapotegyenlet és felirhaté egy

A h
[E,t] = — (hibés) (9.75)
i
felcserélési reldcid], nem létezik a teljes energia korlatossdga miatt. Ezen operdtorok
értelmezési tartomanyat vizsgalva ugyanis kideriil, hogy az idének diszkrét spektruma
lenne. Bizonyithaté azonban, hogy az energiamérés és idétartam mérés szorasara mégis
fennall a

AEAt > g (helyes) (9.76)

Heisenberg féle hatarozatlansagi relacio.
A kovetkez6 fejezetben fogjuk latni, hogy az impulzusmomentum z komponense az
azimutalis szog derivaltjaval kapcsolatos:

h o
L= 555 (9.77)

A [p., ] = h/i felcserélési reldcié analdgidjara felirt

h

Lerg] = = (9.78)

reldcié szintén problematikus, mert a beldle folyo
h s
AL, A¢p > B (hibés) (9.79)

hatarozatlansagi Osszefiiggés helytelen. A felcserélési relaciobdl a hatarozatlansdgi rela-
cidba torténo levezetésnél ui. mindig kihasznaltuk, hogy az operatorok hermitikusak.
Viszont az L, operator csak a 27 szerint periddikus fiiggvények terén hermitikus, mig
¢ = arctany/x nem peridédikus. Jackiw és médsok megmutattdk, hogy periédikus (pl.
® = sin ¢) véltozdt haszndlva, csak kis A¢ szdrasok esetén kapunk a fenti bizonytalan-
sagi relaciéhoz hasonlo eredményt.
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10. fejezet

Az impulzusmomentum operator
sajatértékei és sajatfiiggvényei

10.1. Definiciok és felcserélési relaciok

Ett6] a fejezettol kezdve elkezdjiik hasznélni az Einstein-konvenciot, azaz egy kifejezésben
mindig 6sszegziink az ismétlodo indexekre.
A témegpont impulzusmomentuméanak (perdiiletének) definicéja a klasszikus mecha-
nikaban:
L=rxp (10.1)

vagy
Lz’ = Z Eijkxjpk: = 5ijkxjpk (102)
j7k
A kvantummechanikdban a fenti definiciét megtartva, a megfelel6 operatorokat helyet-
tesitjitkk be. Vizsgaljuk meg az egyes komponensek felcserélési relaciéit:

[Li, L] = €iki€ jnm [Tk, TnPm] (10.3)
Kihasznélva az
[AB,C] = A[B,C]+[A,C]|B (10.4)
operator azonossagot,
[2kp1s Tnpm]| = Tk [P, Tppm] + [Tk, Tapim] D1 = Tk [P X0l P+ T [Tk, D] D1 (10.5)
= 7; (0rTkPm — OmkTnpy) - (10.6)
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Ezt kihasznélva:
h
[Lz', Lj} = ;giklgjnm (5nl$kpm - 5mk96npz)
= = (5ikn€jnmxk’pm - 5im15jnm$npl)

= - (gilmgjnmmnpl - Eikngjmnxk‘pm)

[ St | St

= = ([5ij5nl - 5m5jl] Tnpr — [5ij5km - 5im5jk] kam)

| St =

= — (0;j@npn — Tip; — 0ijTrPr + TiDi)
=il (zip; — xjpi) (10.7)

~

A fiiggetlen felcserélési relaciokat explicit kiirva:

[Ly, Ly] = ik (zpy — yps) = ihL, (10.8)
Ly, L.] =ih(zp, — yp.) = ihL, (10.9)
L., L,] =ih(2py — xp,) = ihL, (10.10)

A fenti eredményeket mésképpen is osszefoglalhatjuk:
[Li, L) = iheyu Ly, (10.11)

hiszen
Eijk Lk = EijkERmTIDm = Tipj — TiDi - (10.12)

Kovetkezésképpen

kij [Li, Lj] = thekij€ijmLm = th (8mkdii — 0midki) Lim,
— ih 3Ly — Ly) = 2ihLy . (10.13)

A fenti relaciét a (10.7) egyenletbdl kiindulva egyszeriibben is megkaphatjuk, mivel
Innen azonnal kovetkezik, hogy

LxL=ih

(10.15)

A (10.11) vagy (10.15) relacickat kielégité vektoroperdtorok in. Lee-algebrdt alkotnak.
Kovetkezmények:

10.1. Tétel Az L; operdtorok kizos 1 sajatfiigguényeire fenndll, hogy L = 0.
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Bizonyitds. Tételezziik fel pl., hogy v L, és L, kozos sajatfiiggvénye,

Lop=av . Ly =0bp (4 #0) (10.16)

Ekkor (10.8) egyenletbél kovetkezik, hogy

Lt = o (LoLyd — LLab) =0 (10.17)

Viszont akkor (10.9) alapjan
1
L,y = 7 (LyL,Yp — L,L,2p)=0 (10.18)

és ugyanigy, (10.10) alapjan L,y = 0, tehat a = b = 0. ]

Megjegyzés: Késébb latni fogjuk, hogy ezek a 1 (r) alakd, radidlis (gombszimmet-
rikus) fiiggvények.

Az L? operatort az
LP=LLi=L+ L+ L2 (10.19)

kifejezés definialja.
10.2. Tétel Az L? operdtor kommutdl L;-vel (i = x,y,z).
Bizonyitas.

[L?, Li] = [Li Ly, L) = Li[Ly, Li] + [Ly, Li] Ly,
[l

10.3. Koévetkezmény Az L? és bdarmely L; operdtornak létezik kézds sajdtfiigguény
rendszere.

10.2. L. sajatértékei és sajatfiiggvényei
frjuk fel a perdiilet operator z-komponensét:

" (@0y — y0y) (10.21)

Lzzxpy—ypng
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10.4. Tétel A L. operdtor gombi koordindtdkban
xr=rsindcosp , y=rsindsing , z=rcos? (10.22)

az aldbbi alakot veszi fel:

L. = 28@ . (10.23)
Bizonyitas.
ox dy 0z
8, = %az + %ay + %82 = —y0, +x0, (10-24D)

Az L. operator hermiticitdasanak a

Wit =2 [Toer o = Tewrowl+ [ (o) o)

= (Llo) + 2w n) o 2m) 0 (0 0 0)] (10.25)

Osszefiiggés alapjan az a feltétele, hogy barmely v és g fiiggvényre

bm) (62m))
wm>(mm)‘* ' (10.26)

igy tetszbleges a € R szdmhoz definidlhaté egy L2 [0, 27] = {¢ : ¢ (27) = €' (0)} fiigg-
vényhalmaz, melyek mindegyikén L, hermitikus. A hullamfiiggvény egyértékiiségére vo-
natkoz6 axiéma miatt a fizikai dllapotokat az £3 [0, 27] = {4 : ¥ (27) = ¢ (0)} halmazon
keressiik.

L, sajatérték-egyenlete,

Lo (9) = Y00 (0) = Ko (o) (1027)

mely normalt megoldasa

Y (p) = et (10.28)
Az egyértékiiség kovetkeztében

Vp)=v(p+2r) — %Zm — K=hm (m=0,+1,42,..))
(10.29)

Azt kaptuk tehat, hogy a perdiilet z irdnyi komponense kvantalt: A egész szamszorosat
veheti fo6l. Természetesen az x és y komponensekre is ezt mondhatjuk el, csupan a
sajatfiiggvények lesznek masok.
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10.3. A p? és az L? operatorok kapcsolata

Az L? operator sajatérték-problémajanak megolddsa el6tt vizsgaljunk meg néhdny alap-
veto Osszefiiggést, mely a késébbiekben, nevezetesen a centrélis potencial Schrodinger-
egyenletének targyaldsakor, is segitségiinkre lesz.

L* = LiL; = EijkEilmT jPETIPm = (5jl5km - 5jm5kl) TiPeXiPm
h h
= T;PrTiPr — TiPkTEP; = Tj | TPk + ;5@ Pk — TPk | PjTk — ;5@'
h h h
= 7“2]?2 + 2;@ — TPiPkTk = 7"2]?2 + 2;{@ — TjPjTkPr — 3;515]}9]
h
—r2p? (Zp)2 L (10.30)
I it

A klasszikus mechanikdban a fenti kifejezés utolsé tagja nem jelenik meg: az kizardlag
az x és p operatorok felcserélési tulajdonsigainak kovetkezménye. Az (10.30) egyenlet
atalakitdsahoz a kovetkezo cserelaciokat kell felhasznalnunk:

[Li, k] = it [T1Dms Tk) = Eitm®1 [P, Tx) = theiz; (10.31)

[Li, Pk] = €itm [T1Pm, Pk] = €itm [T1, Pk] P = 1REikmPm (10.32)
melyekbol
[LZ',T’Q} = [L;, vpxy] = @y [Li, 2]+ [Li, v o = 20heiapr; = 20k (r x r), =0 , (10.33)

és teljesen hasonléan

[Li,p*] =0 | (10.34)
kovetkezik. Felhasznalva, hogy
[A,B7'] =-B7'[A,B]B™" (10.35)
adddik, hogy
1
2 —
[L ’ﬁ} =0 . (10.36)
Ezért értelmes az (10.30) egyenletet az alabbi médon atalakitani,
1 2 h L?
v ) | (103
r i r
Definialjuk a radidlis impulzus operatorat:
1 h1
Dr=-rp+—— (10.38)
oA



melynek négyzete

1 \* ni Al 1 K
P = (—fp) + ——_p+ it e B (10.39)
r— irer oor
Segédtételek:
h ’ T 1 hl‘k
e d 1= 5 02— ] =32 (10.4)
h ’ TrT; T h (1 TETy
) il == Oki > — [ ,_]:T —Opi — ——
pes £ () i) = = (f (1) B+ £ (1) =~ ot =7 (0 =3
(10.41)
A fenti Gsszefiiggések felhasznalaséval
1 2w o TpT; rh (1 Ty
TIP) = TP D= T pkpz+—— —Oki — —=— | Di
r rotr roio\r r
Ty h h1 1 2 h1l
= < TPk +- 5m> IR LN (rp)” — PRI (10.42)
=pe;
valamint " " 2
1 1 1
Torp- =SS rpt+ (10.43)
irr o iri— or
adddik, amit behelyettesitve az (10.39) egyenletbe a
1 2o h
L woa

kifejezést nyerjiik. A fenti kifejezéshez eljuthatunk ugy is, ha kihasznaljuk a p, operatort
gbémbi polarkoordindtas reprezentacidjat,

D = 7_1 (GT + 1) = éla,m . (10.45)

i r T

Ekkor ugyanis
2
p;=—h G&m) (10.46)
2

_ [a,? N ?&"} (10.47)
= — 1 %aﬁ) (10.48)

5 1 1
= —h _ar’rar + _87“ (1049)

r r

h?

= —— [7’8 70y + 10, . (10.50)
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ami valéban az (10.44) operétor (polar)koordinata reprezentécidja .Az (10.37) egyenlet
alapjan rogton latjuk, hogy

pT=pt (10.51)

ami a klasszikus sszefiiggés analogonja azzal a kiilénbséggel, hogy a cserelaciok kovet-
keztében a radialis impulzus kifejezésében megjelenik a %% tag. Mivel az L; operator
kommutal az L2, p? és r? operatorokkal, lathatd, hogy

[Li,p}] =0 . (10.52)
A p? operator polarkoordinatds alakjabdl
p? = —h*’A
=K { OPr + — (819 + cot 90y + — 082)] (10.53)

most mar kénnyen le tudjuk valasztani az L? operdtor kifejezését,
L? = —hK? <8ﬂ + cot Y0y + 82) . (10.54)
sin? ¥

Mivel az L? operator csak a poldr és azimutdlis szogkoordinadtak szerinti derivaldsokat
ill. azok szoggfiiggvényeit tartalmazza, igy természetes, hogy felcserélheto az r és a p,
operatorokkal.

10.4. L? sajatértékei és sajatfiiggvényei
Legyen Y (0, @) az L? operdtor sajatfiiggvénye h?A sajatértékkel,

1
— 85 + cot ¥y + —5—=02 | Y (9,) = AY (9, ) . (10.55)
sin“9 ¥

Egyszerti algebrai atalakitdsok utan a
sin® 4 (05 + cot 90y + A) Y (9, 0) = =02Y (0, ) | (10.56)

egyenlethez jutunk. A fenti egyenlet megoldasa a mechanikdabdl mér ismert, ezek az
ugynevezett gombharmonikusok

Y™ (0, ) = A" sin!™l (9) P (cos )™ (10.57)

ahol az Ay, normaldsi egyiitthatok

m 1 2041 [(¢—|m|)
Alml = . 10.
o2V An \ (04 m)! (1058)
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A sajatértékek
A= R0+ 1), (10.59)

ahol ¢ természetes szam. A gombfiiggvények tulajdonsagaibdl belathatd, hogy amennyi-
ben

L=hll+1)
L, = hm,, (10.60)
akkor |m| < ¢. Tehat:
(=0,1,2,...
me=—0,....—1,0,1,....¢ (10.61)
Az els6 néhany gémbharmonikus:
L m]] Y/ (0, 9) |
0] 0 N

0 @/%00819

1|1 T/ & sin v exp(Lip)

0 \/ 1= (3cos? ¥ — 1)

+1 | | F4/ 52 sin v cos ) exp(Liyp)
+2 \/ 35= sin® ¥ exp(£2i¢p)

DO | DN | DN
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11. fejezet

Az energia operatoranak
sajatértékei és sajatfiiggvényei

A kvantummechanikanak leggyakoribb alkalmazasi teriiletét éppen a kvantummechanikai
részecskerendszerek (atomok, molekuldk, atommagok, szildrd testek, klaszterek, vegyii-
letek, stb.) lehetséges energiaértékeinek és az ezekhez tartozé hullamfiiggvényeknek a
meghatarozasa képezi. Mindez a Schrodinger-egyenlet megoldasat jelenti, amely csu-
pan a legegyszeriibb valésagos kvantumfizikai rendszerre, az egyetlen elektront Coulomb
kolesonhatassal magédhoz lancolé atommag esetére ismert analitikus forméaban.

A tovabbiakban ezen legegyszeriibb kvantummechanikai rendszerek, a hidrogénatom
és a hidrogénszerii ionok példajan keresztiil mutatjuk be, hogy a kétott allapotban levo fi-
zikai rendszerek energidja kvantdlt, és az (dltaldban végtelen szamu) energia-sajatértékek
a megoldas soran fellépé kvantumszamok segitségével egyértelmiien klasszifikalhatok.

11.1. A hidrogénatom spektruma

11.1.1. A radialis Schrédinger-egyenlet

Centralis potencidl

Vr)=V(r), (11.1)

esetén a ) )
Dy L

2m  2mr?

idofiiggetlen Schrodinger-egyenlet megoldasat kereshetjiik a

¥ (r) =P (r) Y™ (0, 9) (11.3)

+V ()| ¢ (r) = E¢(r) (11.2)
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alakban. Behelyettesités utan, a P (r) fiiggvényre a

2 R2(0+1
P PELUE+T)

differencidlegyenletet kapjuk. Hasznéljuk az ismert

1
p>=—h (;af r) (11.5)
Osszefiiggést és vezessiik be az
R(r)=rP(r) (11.6)
radidlis hullamfiiggvényt. Ekkor a (11.4) egyenletet atirhatjuk a
R d* R+ 1)
—_—— =F 11.
o 2 + Sy +V (T)] R(r) R(r) (11.7)

alakba, amit radidlis Schrodinger-egyenletnek hivunk.

11.1.2. A hidrogénatom kotott allapotai

Tekintsiink egy Z rendszamu atomot! Ekkor egy elektronra

Vi(r)= —kZTGQ (11.8)

vonzo potencial hat. Mivel a potencidl » — oo-ben 0-hoz tart, a kotott allapotok negativ
energiajuak,

E=-18l. (11.9)
A (11.7) egyenletet ezért a kovetkez6képpen alakithatjuk &t,
R d> R +1) Za
“omar T e TIE = = ke? 11.1
[ 2m dr? 2mr? r +1 q R(r)=0, (a e ) (11.10)
et & R ol(l+1)  Z 1
+ Q@
drz 7 =0. 11.11
{8m E|dr? ~ 8m|E| 2 4r|E| 4] R(r)=0 (11.11)
Bevezetve a \/7
8m |E|7” or
T h T n 11.12
: h o (11.12)
valtozdt, ahol
h
0= T 11.13
’ 2m | E)| ( )
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és az

Za Zan/2m |E| mZao mZa 770 h? h?
2|Elrg 2h |E)| hr/2m |E| R ap’ " ma  kme?’
(11.14)

paramétereket, a
0l2R(§)+ 1e (41
dg? 4 ¢ &?
differencidlegyenlethez jutunk. (A vdltozécsere utdn a némiképp pongyola, R (§) =
R (r (£)) jelolést hasznédljuk.) A fenti egyenlet megolddsait konnyen megtaldljuk az ér-

telmezési tartomany, & € (0, 00), aszimptotikus pontjainak:

R() =0 (11.15)

o { — 0
*R(E) 1
d—é-g = ZR(O
R(€) x e 2 (11.16)
e (=0
*R(E)  L(L+1)
dfz - 52 R(§>
R(&) oc &1 (11.17)

A (11.15) egyenlet megoldasat, a Sommerfeld-féle polinom médszer szellemében, keressiik

a
1

R(§) = e >*u () (11.18)
alakban: dR (€) ]
d—; = e—%{ {_iu (5) + u’ (5)} ) (11‘19)
d’R 1.1
il FGRAGRTC] (11.20
melyet behelyettesitve a (11.15) egyenletbe az

() =l (€ + |5 - N

egyenlethez jutunk. A ¢ — 0 aszimptotika miatt célszeri a megoldést

] u(€) =0 (11.21)

w© =6 (11.22)
=0
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polinom alakban keresni, ahol s-et inicidlis indexnek nevezik (s > 1). A sziikéges deri-
valasokat elvégezve,

u'(§) = i (i+s)e gt = i (i+s—1) ¢ &2, (11.23)
=0 =1
u” (&) = i (i+s)(i+s—1)¢t 2, (11.24)

1=0

a kovetkezo egyenletrendszert nyerjiik:
0=[s(s—1)—£({+1)] & >+

+Y {lli+s)(i+s—1) =0+ 1)]e;—[(i+s—1) =]y} €72 = 0(11.25)
i=1
mely tetszoleges &-re akkor teljesiil, ha mindegyik hatvanytag egyiitthatéja eltiinik. A
legkisebb kitev4jli hatvanytag egytitthatéjat vizsgalva (cy # 0),
s(s—1)—¢(l+1)=0 (11.26)
amibol

5= {l“ (11.27)

a két megoldasbdl nyilvanvaléan csak az s = ¢ + 1 vélasztas szolgdltat az origéban
regularis megoldast. A tobbi hatvanytag egyiitthatojabol a

0 — il
¢ = rrf-e L E)CH, (11.28)

G+OG+ e+ —C(+1) T T i(i+20+1

i =1,2,... rekurziés osszefiiggés adodik. Mivel a ¢;/c;_; hdnyados nagy i-re 1/i-hez tart,
nagy &-re u (€) o e, kovetkezésképpen R (€) o e2¢, ami nyilvanvaléan divergens £ — oo
esetén. Reguldris megoldast tehat csak ugy kapunk, ha u (£) véges polinom, azaz létezik
olyan imax = 1,2,.. ., hogy ¢;,..—1 # 0, viszont ¢; . = 0. Ekkor

€= imax + 0 . (11.29)

Vezessiik be az
N = fmax + ¢ (11.30)

jelolést, amit fokvantumszamnak neveziink. Nyilvanvaléan,

n=1,23,...6sn>/( (11.31)
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valamint a sajatenergia,

h2
ETL = — =
2mr3
E - kZe? i
2a9 n?

A hullamfiiggvény:

n=g
Wz 1 m (kZe?)* 1  kZe* 1
2magn? 2h? n? 2a9 n?
1 1

Unem (1) = ;Lgfjefl (r/2r0) e /o Y, (0, )

(11.32)

(11.33)

(11.34)

ahol L**! (x) az (n + l-ed fokd, ¢ + 1-ik hatvénnyal kezdédd) asszocidlt Laguerre-

polinomokat jeldli.
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12. fejezet

A spin operatoranak sajatértékei és
sajatfiggvényei

12.1. Kisérleti bizonyitékok az elektronspin létére

A XX. szazad 20-as éveiben egyre inkabb uralkodéva valt az a felfogas, hogy az elektron-
nak sajat impulzusmomentummal, spinnel kell rendelkeznie. Ezt az allaspontot sokféle
kisérleti evidencia tamasztotta ala.

12.1.1. A ko6zonséges Zeeman-effektus

A XIX. szazad végén Zeeman holland fizikus a hidrogénszinkép tanulmanyozasa koz-
ben észrevette, hogy homogén magneses tér hatasara a szinképvonalak kiszélesednek és
felhasadnak.

A jelenség az atomi energianivok felhasaddsaval magyarazhaté. A klasszikus elektro-
dinamikabdl ismeretes, hogy a kérdaram magneses teret kelt. Az atomban az L impulzus-
momentummal rendelkezo elektron elemi koraramot képvisel, amelynek mégneses tere a
kor feliiletére meroleges iranyban

B=1If= (—_ev) r’n = —26 TMev. (12.1)

2mr Me

Ennek alapjan az L impulzusmomemtumhoz tartozé elemi mégneses momentum

L eh 1 1
= — —L=—ug=-L 12.2
illetve a z komponens:
eh 1 1
ME=— —L,=—ug-"L,, 12.3
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ahol a up = % ardnyossagi tényez6 neve: Bohr-magneton. Ertéke: 9,27 x 10724 J/T.
A B = (0,0,B) homogén mégneses tér hatast gyakorol a mégneses dip6lusra. Az

ennek megfelel6 potencialis energia a

1
Viagn = —(M", B) = ppy LB = ppmeB (12.4)
alakba irhaté, amely — a teljes Hamilton-operatort médositva — az atomi elektronnivok
[(2¢ + 1)—szeres] felhasaddsahoz vezet. Tehdat pl. a [ = 1 nivé felhasaddsa haromszoros.
Ezzel szemben a szinképek tanulméanyozasa arra a kovetkeztetésre vezetett, hogy az [ = 2
nivé felhasaddsa dtszords (1d. 12.1 dbra).

B =0 B #0
E3+2thm:%
m=

E, 1= E, Es+hor 07,
E3_E(DL m=-—1

E3—2ﬁ(DLm=—2

E, —— 1=l g, m=0
¢ EQ_EG)L m=-1

E, — Y 10 E, m=0

12.1. abra. A kozonséges Zeeman-effektus szemléltetése.

12.1.2. Anomalis Zeeman-effektus

Bizonyos esetekben (pl. paratlan rendszamu atomok esetén) kiilsé mégneses tér hidnya-
ban is észleltek nivéfelhasadéast a szinképek gondos tanulmanyozédsa révén.

Ugy tint tehat, hogy az elektron egy tovabbi szabadsagi fokkal rendelkezik, és ez
sajat impulzusmomentumban (spinben) nyilvanul meg, amelyhez (t6lt6tt részecskérol
lévén sz6) sajat méagneses momentum tarsul. Ez utébbinak az atom belsé magneses
terével val6 kolcsonhatésa eredményezi aztan a megfigyelt dublett szerkezeteket (12.2).

12.1.3. Stern—Gerlach-kisérlet (1922)

Stern és Gerlach keskeny, eziistatomokbdl 4116 nyaldbot bocsatott at inhomogén magneses
téren. A tér az Ag-atom nyaldbot két részre osztotta (lasd 12.3 dbra).
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12.3. 4bra. A Stern-Gerlach kisérlet vazlatos szemléltetése.

Mivel az Ag-atom zart héjjal s azon kiviil lev6 egyetlen elektronnal rendelkezik, amely
az n =5 és { = 0 kvantumszammal jellemzett allapotban van, az eziistatom teljes palya-
impulzusmomentuma, (L) zérus, az ebbdl eredé magneses nyomaték (M™) tehat zérus.
Ha létezik spin (sajat impulzusmomentum), egyediil ez hordozhat magneses nyomaté-
kot (M), amit meg lehet mérni inhomogén magneses tér alkalmazédsdval. A mégneses
kolesonhatas potencidlis energiaja ugyanis

VS, = — (M5, B), (12.5)

magn
és a nyalabra (az Ag-atomokra) hat6 er6

—VVS.  =VM?B(z) = (0,0, F,)

magn
dB(z)
F. = M;—= 12.6
s= (126)
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F, az eltériilés mértékébdl meghatdrozhatéd, dB(z)/dz kisérleti adat, igy M2 mérhetd.
A mérések M = Fup értéket szolgaltattak az eziist atom kiilsé elektronjanak még-
neses momentuméra. Fz az eredmény az elektron sajat impulzusmomentuméanak z—
komponenséhez feles kvantumszamot rendel, ugyanis

M? = Fug = —(2ug)ms — ms= i% (12.7)
(ms € Z a nyalab legaldbb hdrom részre valé szakaddsat jelentené). Egyuttal kifejezi
azt az érdekes koriilményt is, hogy az elektron sajat impulzusmomentumahoz kétszer
annyi (2up) méagneses momentum tartozik, mint a palyamozgashoz. Az elektron sajat
impulzusmomentumat S-sel jelolve, a spinbol eredé magneses momentum tehat a kovet-
kezoképpen irhato:

1
M® = —2up-8

(12.8)

12.1.4. Einstein-de Haas kisérlet (1915)

12.4. 4bra. Az Einstein-de Haas kisérlet vazlatos szemléltetése.

Einstein és de Haas eredetileg azt vizsgalta, vajon igaz-e az a feltételezés, hogy az
anyagok mégnesezhetOségéért (a ferromagnességért) az ¢ # 0 impulzusmomentummal
jellemezhet6 és ezért elemi koraramot képviseld (s igy magneses momentumot hordozd)
elektronok palya-impulzusmomentumanak egyirdnyu bealldsa a felel6s.

Ezt az eredményt erdsiti meg a kovetkezo kisérlet is.

A 12.4 dbran lathato elrendezésben vékony szalon fiiggd vashengert arammal atfolyt
tekercsbe helyeztek. A tekercsben kialakulé mégneses tér egyiranyba allitja be az (i—vel
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jelolt) elemi kordramok magneses momentumét, amelynek ereddje egyenesen aranyos az
elemi impulzusnyomatékok ereddjével:

DMy M

Sz L (129)
az aranyossagi tényezé 1pp Bohr-magneton (per ).

A tekercsen atfolyé aram iranyanak megvaltoztatasa az elemi koraramoknak meg-
feleld paranyi ,irdnytiik” (magneses momentumok) dtforduldsat eredményezi, amely az
elemi impulzusmomentumok ellentettre vatozasaval jar egyiitt. Az impulzusmomentum
megmaradédsanak torvénye szerint ezt az impulzusmomentum valtozast a henger mérhe-
t0 elfordulasa kompenzalja, amit a torzids szélra erdsitett tiikor segitségével meg lehet
figyelni és mérni (AL,,¢¢). Ugyancsak mérni lehet a vashenger magnesezettségét és az
atméagnesezésbol eredé méagneses tér valtozast (AM,e). A két mérheté mennyiség ard-
nyara Einstein és de Haas a

A]\4mért
ALméri&

értéket kaptak, amely a 2-es faktor megjelenése miatt csak ugy értelmezhetd, hogy a
ferromagnesség nem az elektronok palyaimpulzusmomentumaéaval kapcsolatos, hanem az
elektronok sajat impulzusmomentuméval, azaz spinjével. (Ezt az értelmezést csak ké-
sobb, Compton, Uhlenbeck, Goudschmidt, Pauli és Heisenberg munkassaga révén sikeriilt
megadni.)

= 2up/h (12.10)

12.2. A spinoperator sajatértékei és sajatfiiggvényei

A fenti eredmények alapjan megérthetjiik a 19. dbran bemutatott nivéséma multipli-
citdsat. A B = (0,0,B) z—irdnyu homogén mégneses térrel valé kolecsonhatds révén
keletkezo

1

Vinggn = —(M" + M?®, B) = upB -

(L. +2S,) = ppB(mg + 2my) (12.11)

potenciélis energiaoperator 2(2¢+ 1)—szeres nivéfelhasadast eredményez, amelybél £ = 1
esetén az egyik nivé kétszeresen degenerdlt (m, = £1/2 és m; = F1).
A fenti eredmény implicite tartalmazza a spin z—komponensének sajatérték-egyenletét:
m m 1
SaXs = hmsx™,  ms =+, (12.12)
ahol x7*s a spinoperator négyzetének is sajatfiiggvénye:

1
ST = h2s(s 4+ 1)xX™, s= 3 (12.13)
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A spinoperator a palya-impulzusmomentummal azonos felcserélési szabalyoknak tesz ele-

get:
(S, Sy] = ihS.,
[S.,S%] = 0.
[S,r] =0
[S,p] =0
[S,L]=0

(12.14)

Ez elegendd a spinoperator és spinsajatfiiggvény megalkotasahoz, amelyeknek a leg-
inkdbb hasznélatos reprezentacidban felirt alakjat levezetés nélkiil kozoljik S = ho/2, o

komponensei az an. Pauli-matrizok:

(01 (0 —i B
%*=\10) %%=\i o) 777

(04, 0y] = 2i0,

[Uz>‘72] =

_ 12 (1
“=X12= \g)

_ 12 (0
peit=()

Ortonormalitds:

X'ZLS *XZ/L/S — 555’5m5mg
1 1
S=—=,mg=*t—=
2 2
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13. fejezet

Periodusos rendszer. Atomok

Ebben a fejezetben sokat fogunk hivatkozni a mashonnan mar ismert Pauli-elvre, amely
szerint két elektron nem lehet ugyanabban az allapotban, azonban ezt csak késébb, az
15 fejezetben fogjuk belatni.

Az eddigiek elegendk ahhoz, hogy a kvantummechanika alapjan kvalitative értel-
mezzik a periodusos rendszert, amely a fizikanak és kémianak sokaig rejtélyét képezte.

13.1. dbra. Atomi kordinatédk egy atommag koriil.

Tekintsiink egy Z—rendszamu atomot, amely Z szdmu elektront tartalmaz (13.1 &b-
ra). Az atom Hamilton operatora

z z
Hy(1,2,.,2) =Y H(i)+ Y _ V(ij) (13.1)
i=1 i#j
alakban irhato fel, ahol

2

e
V(i,j) =k 13.2
() = by (132
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két elektron (taszitd) Coulomb-kolesonhatdsat jelenti, mig

2 2 2 2
H(i) = — LN LN _ 2 (13.3)

2m; T 2m,; T
(3 T T 7

az i—edik elektron kinetikus energiajat, valamint a Ze t6ltési maggal valé (vonzo) Cou-
lomb kolesonhatasat (k = 1/4meg). Elhanyagolva a V (i, j) elektronkolesonhatési tagot,
felirhatjuk a Z rendszamu atom Ey (kozelité) kotési energia képletét:

Z
1
E; ~ FE, —. 134
P (13.4)
=1 !
25 OHe T T T
®Ne
20 [ 7
— o
% S Ar i
—_ 15 o, o Kr
=] ol P o q oXC
2 N o} @ p d o @ Rn |
SR ? P eF e ol
P o g?{?@
P f@u{) (;fjr@po s, O | o
. o] ]
Li Na g Rb Cs Fr
O | | |
0 20 40 60 30 100
Z

13.2. dbra. Atomok elsO ionizacids energidja a rendszam fiiggvényében eV egységekben.
Az adatok forrdsa: [!]

Amennyiben nem miikodne a Pauli-elv, és minden elektron az n; = 1—es (alap)éallapotot
foglalhatna el, akkor a képlet a kotési energiara monoton véltozast josolna Z—ben, el-
lentétben a tapasztalt periddikus véltozassal (13.2. abra). Az atomok fizikai és kémiai
tulajdonsagai, igy a kotési energidk is, periddikusan valtoznak a Z rendszam fliggvé-
nyében. A periédusokat lezard elem jele, a Z rendszam és a AZ a 13.1 tablazatban
talalhaté.

Az 13.1 és 13.2 tablazatban el6fordulé szamok hasonlésaga szembeszokd, és reményt
nyujt arra nézve, hogy egyediil a Pauli-elv alkalmazasaval megérthetjiikk a periddusos
rendszerben kifejez6do fizikai és kémiai szabalyossdgokat. Ehhez azonban még egy fizikai
megjegyzést kell tenniink. A magasabb héjakban csoportosuld, valamint a magasabb
impulzusmomentummal rendelkezo elektronok a magtol tavolabbra helyezkednek el, mint
az alacsonyabb héjban levd tarsaik. Ennek kovetkeztében szamukra az effektiv magtoltés

133



elem He Ne Ar Kr Xe Rn
A 2 10 18 36 54 86
A7 8 g 18 18 32

13.1. tablazat. A nemesgézok rendszama és tavolsaguk.

fohj K L M N alhéj s p
n 1 2 3 4 l 01 2 3
2n? 2 8 18 32 2(20+1) 2 6

13.2. tablazat. Az atomhéjakon talalhato palyak és degeneréltsaguk.

kisebb, le van arnyékolva a belsd palyan mozgd tarsaik altal. fgy az egyes elektronok
valéjdban egy V(r) = —Ze%/r + zu(r)e?/r potencidltérben mozognak, ahol a z,.(r)
arnyékolé fiiggvény allapotfiiggé. Mindez azt eredményezi, hogy az elektronok energiaja
kis mértékben az ¢ mellékkvantumszamtol is fligg.

Ezek utéan a periodusos rendszert a kovetkezoképpen irhatjuk le.

o Elsé periddus: n =1, (¢ =10. Az (1s) héjban minddssze 2 - 1 = 2 elektron lehet.
A H-atom esetén megkezdodik, és a He-atommal méar le is zarédik az n = 1—es
fohé;.

o Mdsodik periédus: n = 2, (¢ = 0,1. Az n = 2—es f6héjban 2 - 22 = 8 elektron
foglalhat helyet. A héj betoltodése az energetikailag kedvezdbb helyzetet jelento
(2s) alhéj betoltédésével kezdédik (Li-atom). A Be-atommal befejezédik a (2s)
alhéj feltoltddése, igy a B-atommal megkezdédik a kovetkezo alhéj, a (2p) felépiilése
(B, C, N, O). Az alhéjba tartozé elektronok szama a F-atom esetén 6t, mig a
maximalis betoltottség — 6 elektron a (2p) héjon — a neon (Ne) esetén valdsul meg.

e Harmadik periodus: n = 3, ¢ = 0,1. Ebben a periédusban ugyanigy 8 elem
foglal helyet mint az el6z6ben, mivel csak az s és p alhéj toltodik be. A periddus
Na-mal kezdddik, Mg-mal folytatodik, ahol a 3s alhéj telittetté valik. Ezutan a
3p alhéj feltoltddésével folytatddik a periddus (Al Si, P, S), amelynek utolsé el6tti
eleme a halogének csoportjaba tartozé klér (Cl), mig az utolsé a nemesgaz argon
(Ar).

o Negyedik periodus: n =4, =0; n = 3, ¢ = 2. Ebben a periédusban elébb az
energetikailag kedvezobb 4s héj toltodik be: K, Ca. Ezutan folytatodik a még iires
(3d) alhéj feltoltédése a szkandiummal (Sc); az alhéj fokozatos betoltddése olyan
fontos fémeket ad, mint a Ti, V, Cr, Mn, Fe, Co, Ni, Cu, Zn. Ezutan a 4p héj
kovetkezik. A periddus utolso elotti eleme a halogén Br, az utolsé a nemesgaz Kr.
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e Hasonlé médon épiil 6l az 5. periddus, amelyben elészor az (5s) héj toltdik be
(Rb, Sr), majd folytatédik a (4d) héj feltoltédése (Y, Zr, Nb, Mo, Tc, Ru, Rh),
amely a Pd-mal zarédik. Ez utébbi elem mégsem nemesgaz, mivel a (4d) hé;
a kozelfekv6 (5s) szint miatt nem stabilis, mas elektronokkal valé kolesonhatdsa
révén konnyen atrendezddik. A periddus utolséd elétti eleme a jod (J, vagy 1),
amelyben egy elektron hidnyzik ahhoz, hogy az (5p) héj teljesen betoltédjon. A
betoltédés a nemesgdz xenonnal (Xe) valosul meg.

e A 6. periddusban a (6s), (5d), valamint a (6p) héjak toltédnek fel, kezdve az alkéli
fém tipusi céziummal (Cs), folytatédva a foldfémekhez tartozé bariummal (Ba),
utolsé elétti elemként az antimonnal (At), végén pedig a nemesgdz tipusi emandci-
6val (Em), vagy masnéven radonnal (Rn). Az (5f) és (5¢g) palyék iiresen maradnak
a magas impulzusmomentumhoz tartozo szintek magas energiasziikséglete miatt.

e A 7. periddus 6sszes elemét nem ismerjiik, mivel az ide tartozo elemek atommagjai
nagy toltésiik miatt instabilak. Mindenesetre a (7s) héj toltédik fel az elsé oszlopba
tartozé franciummal (Fr), és a mésodik oszlopba tartozé radiummal (Ra). Ezutan
az (5f) héj feltoltédése indul be: Ac, Th, Pa, U, Np, Pu, Am, stb.

Maéarmost konnyen megérthetjiik a periddusos rendszer bizonyos jellegzetességeit. A
nemesgazok lezdrt elektronkonfiguraciéval rendelkeznek, ezért nem mutatnak vegyiilés-
re hajlanddésagot, még onmagukkal sem. A nemesgézok (He, Ne, Ar, Kr, Xe) atomos
allapotban vannak.

Az els6 oszlopba tartozé alkali fémeknek {nemesgdz + kiils6 elektron} szerkezete van.
Ezért értheto, hogy heves reakcidkra képes az utolsé el6tti oszlopban allé halogénekkel,
amelyeknek viszont eggyel kevesebb elektronjuk van a nemesgaz konfiguracidhoz képest.
(S6k képzbdnek.)

Az alkali fémeket azért hivjuk fémnek, mert konnyen leadhaté kiils6 elektronnal ren-
delkeznek. Mint késobbi tanulmanyainkban latni fogjuk, a fémes jelleggel azok az elemek
rendelkeznek, amelyek le tudnak adni egy vagy két elektront a vezetési savba. A masodik
oszlopba tartozé kétvegyértéki foldfémek mar két elektronjuk révén tudnak vegyiiletet
képezni.

Az egyvegyértéki halogének egy elektron felvételével az energetikailag kedvezébb ne-
mesgaz konfiguracié kialakitasara torekednek. Az elektronfelvétel nemfémes jelleget kol-
cs6noz ezen utolsé eldtti oszlopba tartozd elemeknek (a halogének gaz-, ill folyadék alla-
potban fordulnak eld).

Ezek utdn kénnyen megérthetjiik a kvantummechanikai tanulményunkban eddig el6-
fordult nevezetes elemek tulajdonsagait, amelyeket elektronszerkezetiik hataroz meg.

Masik példa a Stern—Gerlach-kisérletben eléfordulé eziist (Ag) atom elektronszerke-
zete, amely a kovetkezoképpen irhatoé fel:

(1)*(2)%(3)""(4s)* (4p)"(4d) " (5s) . (13.5)
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A teljes pélya impulzusmomentum zérus, a teljes spin viszont £, = 1/2, amelynek értékét
a legkiils6 péalyan levo egyetlen elektron hatarozza meg.

Az a tény, hogy rendszamban egymashoz kozel allo elemek teljesen eltéro fizikai és
kémiai tulajdonsidgot mutatnak, mig egymdastol nagyon kiilonbozé rendszamu elemek
hasonlo fizikai és kémiai tulajdonsédggal rendelkeznek, a fizikdnak és kémidnak soka-
ig megoldatlan rejtélye volt. A periédusos rendszer értelmezését méltan tarthatjuk a
kvantummechanika egyik diadalaként szamon. A rendezéelv, mint lattuk, a Pauli-elv
volt, amely az azonossag elvébdl fakadt 1d. 15.1 fejezet. Fzért kimondhatjuk, hogy a
részecskék megkiilonboztethetetlensége nem tudasunk hidnyos voltat tiikrozi, hanem a
természet egyik torvényét fejezi ki. A Pauli-elvnek nagy szerepe van a kémiai kotés, a
telitettség, valamint a vegyértékek létrejottében, ill. magyarazataban.
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14. fejezet

Perturbacioszamitas

14.1. Az idotol fiiggetlen perturbacidoszamitas

A kozelité modszerek koziil kiemelkedGen fontos a perturbacidszamitas. Alkalmazédsara
akkor van lehetoség, amikor a H Hamilton-operator két részre bonthato,

H=Hy+YV, (14.1)
egy un. nemperturbalt részre, amelynek megoldasa ismert:
(Hy— EM® =0, k=12, (14.2)

valamint egy V perturbaciora, amelynek hatasa ,, gyenge”.

Ebben az alfejezetben olyan perturbacidékkal foglalkozunk, amelyek nem fiiggenek az
idotol. Ezt a fajta kozelito szamitast elsé kidolgozéjarol Schrodinger-féle perturbacio-
szamitasnak nevezziik. Két esetet kiilonboztetiink meg aszerint, hogy a perturbalatlan
probléma elfajult, vagy nem elfajult.

14.1.1. A perturbalatlan probléma nem elfajult esetében

Célunk a teljes Schrodinger-egyenlet
(H — Ex)Yy =0, k=1,2,.., (14.3)

megoldasdnak el6allitdsa a nemperturbalt 1/1,(90) megoldésok teljes rendszere szerint. (Vé-
gig feltessziik, hogy ez a rendszer spektruma diszkrét, jollehet folytonos spektrum esetére
is érvényesek a megallapitdsok.) Ennek érdekében bevezetiink egy 0 < A < 1 valés pa-
ramétert s az eredeti probléma helyett a H(\) = Hy + AV mddositott probléma

(Ho+ AV — Ee(\)i(A) = 0, (14.4)
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ahol k=1,2,....

A Schrodinger-féle perturbécidészamitas alapfeltevése az, hogy az Ey(\) energia és a
¥ (X) megoldas analitikus fiiggvénye a A (csatolasi) dllandénak, és igy ezek hatvanysorba
fejthetok A szerint:

B\ =B + AEN + NED 4
Ue(N) = 7+ A A2 4 (14.5)

(A = 0 esetén nyilvan a nemperturbalt megoldasokat kapjuk, A = 1 esetén pedig a kere-
sett probléma megoldasait, amelyek a perturbacié ,, gyengesége” folytan konvergensek.)
Helyettesitsiik be ezt a sorfejtést a fenti Schrodinger-egyenletbe!

[Ho — B + MV = E) = XED = ¥EY — [0 + M) + 3% -] = 0 (14.6)

ahol k =1,2,.... TetszOleges A\—ra az egyenlet akkor elégitheto ki, ha A minden hatva-
nyanak egyiitthatdja zérus:

A: (Hy— B =0,

A (Hy— EDY + (V- ED ) =0,

A2 (Hy— BEOWE + (v — BNl — EPy = o,

N (Hy— EMwd + (v - B )W) EPyN — EPWY =0,

A: (Ho— Elio))wlgn) (V- Elg))wl(cnq) B E}gz)wl(cnq) o Elgn)w}io) —o.

(14.7)

Ezek azok az egyenletek, amelyek kiilonb6z6é rendben szukcesszive meghatarozzak
az energidt, ill. a hullamfiiggvényt. A nulladik rend, (\°) egyenlet, példdul azonosan
megegyezik a nemperturbalt problémaval, amelyet ismeriink. A (\!) egyenletbl az el-
sorend korrekciét kapjuk és igy tovabb. Ahhoz, hogy a megoldasokhoz 1épésrol-lépésre
eljussunk, ki kell hasznélni azt a tényt, hogy a nemperturbalt megoldasok, valamint a
teljes megolddsok (orto)normaltak:

(W) = ou,
(Vrlw) =1, (14.8)

tetszéleges k,1 = 1,2, ... értékekre. Marmost ahhoz, hogy a ¢y, — ¢\"), mikdzben A —
0 kovetelmény teljesiiljon, a ‘keresztnormat’ a kovetkezoképpen definidljuk tetszoleges
k,l=1,2,... értékre:

(W) =1 (14.9)
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Ebbdl viszont azonnal kovetkezik, hogy a kiilonb6z6 rendi megoldasok a nemperturbalt
megoldésra ortogondlisak (6sszhangban azzal, hogy a kiilonb6z6 A hatvanyok egyiittha-
téinak el kell tiinnie):

(W l”) = 0, (14.10)
ahol k =1,2,..., illetve i = 1,2,.... Ezek kihasznalasaval kaphatjuk meg a kiilonb6zo

korrekcidkat. Pl. az els6rendiit tigy, hogy (A!)-nel jelolt egyenletet balrél beszorozzuk
¢,(§0)*—gal és integraljuk a valtozdék szerint. Az igy nyert

W 1(Hy = B0 + @21V = By =0, (14.11)

egyenletbdl az els6 tag eltiinése miatt (Hy hermitikus!) az elsérendii energiakorrekeié
képlete:
EY = @ Ve). (14.12)

Masrészt j # k esetén a ¢§O)*—gal képezett matrixelem Osszefiiggésbol:

WON(Hy — EDY) + @0V — By = o, (14.13)
azaz az
(B — By + @ vy = (14.14)

egyenletbol a nullad- és elsérendii megoldasok atfedésére kapJuk.

W V)

, (14.15
EY — EY )

1 0 1
= W 1wy =

Ezek az dtfedési (ill. kifejtési egyiitthatdk) felhaszndlhaték a hullamfiiggvény elsérendii
korrekcigjanak meghatarozasara. Jol latszik, hogy miért volt sziikséges feltétetliink a
nem elfajultsag.

A hullamfiiggvények kifejtheté a wj(o)—k teljes rendszere szerint:

1 0 1
- T =l + Ty 116
J Jj#k

Az ismeretlen cl(glk) egyiitthatot @Z),(Cl) normaltsaga rogziti.
A hullamfiiggvény els6 rendig korrekt kifejezése tehat (A = 1):

O, ) (D) WOV o
U=+ = (L4 dghuy +Z 0 E(o>¢ . (14.17)
J#k

Az energia elsérendig korrekt kifejezése pedig:

By =EX +EY = E” + 0" V). (14.18)
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14.1.2. A perturbalatlan probléma elfajult esetében

Abban az esetben, ha a perturbdlatlan probléma k—adik szintje p—szeresen elfajult azaz

(Ho— B )ie =0, (14.19)
E=1,2---,ésa=1,2---p. Az eloz6 meggondolasok kismértékl valtoztatassal ér-

vényben maradnak. Az eredeti probléma helyett most is a H(\) = Hy + AV mddositott
probléméat oldjuk meg,

(Ho + AV — Epa(\)¥ra(N) = 0, (14.20)

(A = 0 esetén nyilvan a p—szeresen elfajult nemperturbélt megolddsokat kapjuk, A = 1
esetén pedig, mint latni fogjuk, a keresett probléma mar nem elfajult megoldasait.)

Az Ejo(X) energidt és a g (A) megoldast (a perturbécié gyengesége folytan konver-
gens) hatvanysorba fejtjiik a A csatolasi allandé szerint:

EraN) =E” + AEY + E® 4 ...
Yra(N) = Yyl + Ml + A2 + - (14.21)

Ezt a sorfejtést a megoldandé Schrodinger-egyenletbe helyettesitve a
[Ho— By + MV = B = N B = NER) — Q) + M) + X0 -] =0, (14.22)

Osszefiiggést kapjuk. A A minden hatvanyanak egyiitthatdja zérus” feltételbol nyerjiik:

\: (Ho— EM)l =,

Ao (Ho— B + (V= B =0,

N2 (Hy— B + (V= BWwl — BEY =0,

Mo (Hy— BV + (V- B — BEQu — BERwY = o,

N (Hy— BV + (V= EfDy ™) — By — - By =0,

(14.23)

A nulladik rend itt is azonosan megegyezik a nemperturbalt problémé&val.
A (AD)-vel jelolt egyenletbdl az elsérendii korrekcidt tigy kapjuk, hogy balrdl beszo-
rozzuk w,(:l),*—gal és integraljuk a valtozdék szerint. A kapott egyenlet

WO\ (Hy — EMYp) + (v = By = o, (14.24)
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elso tagja eltinik Hy hermitikussaga miatt, a masodik tag pedig a kivetkezd osszefiiggést
szolgéaltatja az elsérendii energiakorrekcié meghatarozasara:

Eidae = (Ui V). (14.25)

Ez a = o esetén akkor hatdrozza meg az energiakorrekciét, ha a # o esetén egyben
(1[),(6(;/|V1/),(€(;> = 0 is teljesiil. Azaz, ha a V perturbacié matrixelemei diagonalisak a
perturbalatlan probléma w,(:;) (k =fix, a=1,2,--- p) sajatfiiggvényeinek alterében.

Ez altalaban nem szokott teljesiilni a rendelkezésre all6 perturbédlatlan megoldésok
esetén, viszont egy uniter transzformacioval mindig talalhaté egy olyan béazis, amelyben
V' diagonalis. Jeloljiik ezt a bazist feliillvonassal, azaz o = 1,2, ... p-re

p
—(0)
Vo = > Gaarthi, (14.26)

a’'=1

mar az a transzformalt bazis, amelyre egyrészt kikotjiik az ortonormalitést:

p
—(0)—(0) * 0 0
b = T = Y vt iz
o al=1
p p
= Z a/za//aa/a// = Z a;a//a/z://a/, (1428)
a'’=1 a’=1

(amely eredmény matrix alakban felirt formdjabol latszik legkénnyebben, hogy az a
matrix uniter: I = a*a’ — a* = (a¥)7! : unitaritési feltétel), masrészt megkoveteljiik,
hogy a potencial-matrix diagonalis legyen:

p
! —(0) 1 (0) \ 0 0
B Saar = Gl Vi) = > @hantiararn (G| V) (14.29)
Ol”,a///:].
p
= Z a:a// Vka”,ka”’ ag:///a/ s (1430)
o' a=1

ahol bevezettilk a
Vka”,ka”’ = <1/}](€(2//’VQ/}](€(2,,,> (1431)

jelolést a potencidl-matrixra. Matrix alakba irva (és elhagyva a k allapotindexet) kapjuk
az attekinthetobb
EY = ¢*Va" (14.32)

egyenletet, amely az a* = (a’)~! uniter-feltétel kihasznaldsaval

d'EW =vdT (14.33)

141



forméba irhatd, azaz (tovabbra is elhagyva a fix k indexet, és emlékezve arra, hogy EY
diagondlis) a

Z Vaa’aa”a - O//)aa”a =0 (1434)

homogén linedris egyenlet rendszert kaptuk az ismeretlen a,. egyiitthaté-matrix meg-
hatarozasara. Ennek trivialistol kiilonb6z6 megoldasa akkor van, ha a

Vi—EY Ve W,
p=| " = o SR R (14.35)
‘/;31 Viﬂ o Vi - E
ahol « = 1,2,--- | p és k = fix) un. szekuldris determindns eltlinik. Ez a feltétel elegen-

d6 a p—szamu (nem feltétlen kiilonb6z6) E,(CB energiakorrekcié meghatarozdséara, amely
révén a teljes energia elsorendig korrekt értéke

Epo = EY + EY (14.36)

A hullamfiiggvény elsérendii korrekcidjat az uniter transzformaciénak alavetett, teljes
rendszert képezd nemperturbalt probléma sajatfiiggvényei szerinti kifejtéssel

—0)
Y = e (14.37)

jo!

hatarozhatjuk meg a fentebb véazolt moédon. E kifejtést behelyettesitve a E,(:l)—lal fel-

irt (A!)-vel jeldlt egyenletbe, majd balrdl wl(gz,*—gal (I # k) beszorozva és integralva a

(1)

véaltozokra, az ismeretlen ¢,/ ., egyiitthatokra a

ka,jo
(0) (0)
P ko [Vihjr) (14.38)
a,ja Ej(p) — E,(CO)

képletet nyerjiik, amely révén a hullamfiiggvény elsorendig korrekt alakja a kovetkezo:

O N 1) 70 (Ve Vilor) —o A
wka - wka + wka - (1 + Cka;ka)wka + ; Z ija (1 39)
J of

Itt c,(gg ko @ Normalasbol hatarozhaté meg.
Az els6rendii korrekciok gyakran elegendé felvilagositassal szolgalnak a perturbécio

okozta effektusokrol.

142



14.2. 1dofiiggo perturbacidészamitas

Amennyiben egy atomot fénnyel besugarzunk, a foton elektroméagneses tere eréhatast
gyakorol a —e toltési elektronra. A mégneses eréhatas az alapéallapotban 1évé elekt-
ronra sokkal kisebb, mint az elektromos, ezért jé kozelitésben a fénysugarzas hatdsat az

elektromagneses tér
E=E,sinwt (14.40)

elektromos komponense okozza. Az elektronra gyakorolt eré és az ennek kovetkeztében
keletkezO potencialis energia egy r tavolsag megtétele utan a kévetkezoképpen irhato:

—VV =F = —€£
V(r,t) = /Edg =Fr= 6(505533 + Eoyy + SOZZ) sin wt. (14.41)
0
Ey
[NG)]
E,
e

14.1. dbra. A fény okozta gerjesztés szemléltetése.

Az elektron energiajanak operatora
H = Hy(r)+ V(r,t), (14.42)
ahol Hy meghatarozza az elektron ;(r) staciondrius éllapotait,
Ho(r)gi(r) = Ewpi(r), (14.43)

amelyeket ismertnek tételeziink fel. Az elektromégneses tér okozta V' (t) potencidlis ener-
gia idofiiggo, ezért az

ih o = [Ho(r) + V(r,t)] ¥;(r, ) (14.44)

allapotegyenlet nem szeparalhaté az r és ¢t koordindtdkban. (A tovdbbiakban az r fiig-
gés explicit feltiintetésétol altalaban eltekintiink, mert r jelolést fogunk hasznalni a futé
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dllapotindex kvantumszamra.) Ez azt is jelenti, hogy egy W;(t) allapot nem ifrhaté fel
a ;e nFit staciondrius alakban, energidja nem lesz 6rokké E;. A U,(t) allapot id6beli
valtozasanak ismeretére azonban mégis sziikségiink van az atomszinképek és az intenzi-
tasviszonyok megértéséhez.
A megoldast az idéfﬁggé (Dirac-féle) perturbaciészamitas segitségével kapjuk meg.
Mivel a p,e” 7P staciondrius megoldasok teljes rendszert képeznek, kifejthetjiik sze-
rintiik a keresett \Ilz( ) allapotokat:

=3ty B, (14.45)

ahol az allapot nemtrivialis id6fiiggését a kifejtési egyiitthatokra haritottuk at. A meg-
oldast a
;(0) = ¢; (14.46)

kezdeti feltétellel rogzitjiik, ami a kifejtési egyiitthatokra a

feltételt szolgdltatja (sajatallapotbdl indulunk).
A (14.45) alatti Ansatz-ot behelyettesitve az dllapotegyenletbe, nyerjiik:

[ Ocy(t) i L p,t ~iE,
Z’h( o e m(t>>90 en ZCM ) B+ V()] et (14.48)

r

Egyszertisitve, valamint mindkét oldalt balrdl ¢ exp(iEjt/h) staciondrius allapotfiigg-
vénnyel beszorozva és a térkoordinatakra kiintegralva kapjuk a kovetkezo Osszefiiggést:

am i -
th B = S ¢, (o [Vipy ek (BB (14.49)

r

Bevezetve a V, = ((pk|Vg0T> és wy. = (Ex — E,)/h jeloléseket és elvégezve a bal oldali
Osszegzést, kapjuk a kifejtési egyiitthatokat meghatarozo

dey;
Ck _ _ZV,W c e ket (14.50)

egyenletrendszert, amely ekvivalens az allapotegyenlettel. Az id6fiigg6 perturbéacidszami-
tas alapjat képez6 (14.50) alatti egyenletet integralds utén szukszcessziv approximaciéval
oldhatjuk meg abban az esetben, ha a perturbalé V (¢) potencial gyenge (azaz a V.. (%)
matrixelemek kicsik):

() = ;—LZ / Vi (7)™ 7™ (1) dr, (14.51)
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Amennyiben a V(t) perturbacié gyenge (azaz Vi, t/h < 1), a rendszer egy ideig a
kiindulé allapot kézelében marad. Ezért nulladik kozelitésben az atmeneti valoszintiséget
megado kifejtési egyiitthatot a kévetkezoképpen vehetjiik fel:

) =6, (14.52)

T

Ezt behelyettesitve a (14.51)-ik egyenlet jobb oldaldba, az dtmeneti amplitidéra elsé
rendben a kovetkez6 kifejezést kapjuk:

1 [t ,
ek (£) = ki + ﬁi/o Vii(T)e“™ " dr. (14.53)

Tehét annak valdsziniisége (elsé rendben), hogy a ¢ = 0 iddpillanatban F; energidval
rendelkezé allapotban levé rendszer ¢ ideig tarté V(t) perturbacié hatédsira atkeriil az

Ej. energiaju dllapotba, a kovetkez6 (i # k):
t
/ W:Z( ) lwkdeT

Amennyiben Vi; = 0, az atmenet elsdrendben tiltott. llyenkor az atmenet valészinii-
ségérdl a masodrendli amplitudo ad felvilégositzist:

Cl(fz ( ) = 5/% _/ ‘/kz ZWM Z/ / Vkr m ZWMT—HU”T dT’dT

(14.55)
amely els6 és masodik tagja ¢ # k esetén zérus, a harmadik tag pedig igen Kkicsi a
kolesonhatasi matrixelem négyzetének megjelenése miatt.

2

WG k) = cgjg(t)f ! (14.54)

h?

14.2.1. Indukalt abszorpcidé és emisszid

Alkalmazési példaként kiszamitjuk a fény &dltal okozott (indukalt) abszorpcid és emisszié
valoszinliségét az (i — k) atmenet esetén, elsé rendben. Az elektron-fény kolesonhatds
révén az elektron x irdnyt elmozduldsakor V(z,t) = ey, sinwt (perturbacids) potenci-
alis energidra tesz szert. (Hasonlé meggondolasok tehet6k az y és z—irdnyt elmozduldsok
esetén.) Ezt befrva a (14.54) egyenletbe, kapjuk

282 t ' 2
WG k) = Sy / SinwrenTdr| =
0

628&1 2 ! 1 T —iwT Wk T ’
= |Z kil /0 %(e — e W) e Tdr| =

&2, 1 . 1 . 2
— — 0z ) = i(wtwg)t 1) — — — (Wi —w)t 1

K2 |33kz’ 2(w +Wki) (e ) Q(Wki _w) (e )

(14.56)
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Az indukélt emisszié és abszorpcid valdszinlisége tehat fiigg az

25 = {prlzer) = / eh(D)api(r)dr (14.57)

matrixelemtol. Minthogy az elektron y és z irdnyban is mozoghat, atmenet az i« — k
allapotok kozott csak akkor johet 1étre, ha az x;, vk, 2zix koordindta atmeneti matrixele-
mek koziil valamelyik nem zérus. Ez kivdlasztdsi szabdlyok megallapitasat teszi lehetové,
amellyel késébb foglalkozunk.

Koénnyen beldthatd, hogy a (14.56) alatti dtmeneti valdsziniiség id6t6l fliggd része
akkor vesz fel nagy értéket, ha a nevezdk zérushoz kozelitenek. Ebbdl a ténybdl kapjuk
a Bohr altal heurisztikusan bevezetet frekvencia-feltételeket,

Wi —w =~ 0 — E; + hw ~ E, (1458)

a fényabszorpcio, és

az indukadlt fényemisszio jelenségére.

14.2.2. Kivalasztasi szabalyok

Mint az imént emlitettiik, els6 rendben megengedett atmeneteket az jellemez, hogy leg-
alabb az egyik alabbi egyenlétlenség teljesiil:

A kivalasztasi szabalyokat a harmonikus oszcillatoron szemléltetjiik. Elegendd csak
az x koordindta matrixelemét vizsgalni:

ahol
On = cpe S 20, (8) (14.62)

a harmonikus oszcillator sajatfiiggvényeit jelenti a kordbban (1d. 8.3.2 fejezet) bevezetett

jelolésekkel:
1/4) 1
€= ,/@x w—\/ ) Nt (14.63)

Az u, = H, Hermite-polinomra (a Schrédinger- egyenlet megoldas soran) megismertiik
az alabbi Osszefiiggést,

un (&) — 2&u, (&) + 2nu,(€) = 0. (14.64)
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Célszerli ezt atirni a kovetkezd formdaba:
Upy1 = 28U, — 2nUy_1, (14.65)

amelybdl az els6 két tag, ug = 1 és u; = 2, ismeretében az Osszes Hermite-polinom
leszarmaztathato.
Ezen elokészités utdn a matrixelemet kénnyt kiszamolni:
Cp'Cp,

o = / Ut (€)Eun (€) e~ dE =

C nmw/h |

S i) + 1y - (o)

= -\ — n' |¥Fn nA/ — n' |¥Pn—-1) —

2w e Pn’ [P+l mw ey Pn’|[Pn—1
[ h n+1 n

=\ — — 0y — 0/ 1| - 14.
mew 2 571 ,n—i—l"’\/g(sn n 1] ( 66)

A harmonius oszcillatorra vonatkozé kivalasztasi szabaly, mivel az 1., és z,, mat-
rixelemekre is ugyanez az eredmény adodik,

n—ntl. (14.67)

X

14.2. dbra. A harmonius oszcillator kivalasztési szabalyainak (lehetséges atmeneteinek)
szemléltetése. A vastag nyilak jelolik a lehetséges atmeneteket.

A harmonikus oszcillator abszorpcids és emisszios szinképe tehat egyetlen vonalat
tartalmaz olyan v frekvencian, amely pontosan megegyezik az oszcillator klasszikus vy =

w/2m = \/% /27 frekvencidjaval:

En+1 - En En - Enfl w
= = — = 1. 14.68
h I om0 (14.68)
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A valésagban az idedlis harmonikus oszcillator eset csak kozelitéleg valosul meg, ezért
az oszcillator (vibracids) szinkép mindig tartalmaz 1y mellett halvanyabb vonalakat is
(anharmonikus oszcillator).
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15. fejezet

TObbrészecskés rendszerek

15.1. Az azonossag elve

A mikrovildgban el6fordulé objektumok (elemi részecskék, elektronok, atomok, atom-
magok stb.) nagyfoki hasonlésdgot mutatnak egymdshoz. A tapasztalat szerint ezen
mikrorendszerek nemcsak hasonléak, hanem minden tekintetben azonosak is egymassal.
Az egyik elektron olyan, mint a masik, ugyanazon tomeggel, toltéssel és més fizikai jellem-
z6kkel rendelkezik. A Holdrol, vagy a meteoritokbdl szarmazoé dsvanyokat alkoto elemek
azonosak a Fold barmely pontjan taldlhatokkal (az elemek rendszerbe foglalhatdk).

Makroszkopikus vilagunkban el6fordulé fizikai rendszerek koziil ilyen nagyfoki ha-
sonldsag leginkabb pl. egy hegedii hurjaval kapcsolatban figyelheté meg: adott anyagu,
hosszusagu, feszességli hir mindig ugyanazon a hangon fog megszolalni, fiiggetleniil at-
tol, hogy hol és mikor készitették. Az azonossag elve élesen ellentmond az atomok boly-
gomodellként vald elképzelésének. Amig Naprendszeriink szamtalan olyan valtozatban
megvalosulhat, amelyek a kezdeti feltételek kismértékii eltérésében kiilonboznek csak,
addig egy vasatom alapallapotban csak egyféleképpen valdésulhat meg. Minden kisebb
perturbacié arra nézve, hogy a vasatombeli elektronok mozgasat megzavarja, hatastalan
addig, amig a k6zolt energia éppen nem elegendo a vasatom egyik gerjesztett allapotanak
létrehozasahoz.

A mikroobjektumok azonossagat tehat a perturbacokkal szembeni nagyfokd stabi-
litasaval magyarazhatjuk, ami végsé soron a fizikai mennyiségek kvantaltsagaval fiigg
ossze. (Ez viszont, legaldbbis ami a zérusponti [alapallapoti| energiat illeti, a hatérozat-
lansagi elvvel kapcsolatos. Az azonossédg elve tehat végs6 soron a (9.48-9.51) csererelacdok
egyik megnyilvanulasi formaja. Mindez azonban nagyon attételesen fiigg csak Gssze, ezért
leghelyesebb az azonossag elvét egy teljesen fiiggetlen alapelvnek tekinteni.)

Vizsgdaljuk most meg, milyen matematikai kovetkezménnyel jar az azonossag elve a
kvantummechanikaban. Mivel az el6bbiek szerint a kvantummechanikaban hatarozott
palyardél nem beszélhetiink [nem tudjuk nyomon kovetni (elvileg sem!) az egyes elemi
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részecskéket], ezért pl. két azonos részecskébdl &ll6 rendszer W(1,2) dllapotfiiggvénye
ugyanazt az allapotot kell jelentse, mint W(2,1). Azaz, minden mérés szempontjabdl
azonosnak kell lenni a két allapotnak, amit a kovetkezo két egyenlettel fejezhetiink ki:

|W(1,2)) = [¥(2,1)]? (15.1)
és
[(@W(L,2)))* = (D[W(2, 1)) (15.2)
(Az els6 egyenlet a térbeli megtaldldsi valészintiségek azonossigét, a mésodik pedig a
mérésekkel szembeni azonossagot fejezi ki.)
A fenti egyenletekbol az kovetkezik, hogy a két hullamfiiggvény csak egy egységnyi
abszolut értékl konstansszorzoban térhet el egymastol:

U(1,2) = k¥(2,1) = kK*U(1,2). (15.3)
Ebbél kovetkezik, hogy k? =1 — k = £1, azaz

(15.4)

U(1,2) = +W(2,1) szimmetrikus, (bozonok)
e —¥(2,1) antiszimmetrikus, (fermionok)

a két részecske felcseréléssel szemben.

Kimondhatjuk tehat az azonossag elvébol fakadé matematikai tételt: a kvantum-
mechanikaban csak olyan requldris fligguények irnak le fizikai dllapotot, amelyek szim-
metrikusak vagy antiszimmetrikusak az azonos részecskék (vdltozdinak) felcserélésével
szemben.

Az azonossag elvébdl fakado tovabbi tételek:

15.1. Tétel Azonos részecskékbdl allo fizikai rendszer energiaoperdtora mindig szimmet-
rikus: H(1,2) = H(2,1).

Bizonyitds. Tekintsiik a

W(1,2
H(1,2)¥(1,2) = ih% (15.5)
Schrodinger-egyenletet. Cseréljiik fel az 1-es részecskét 2-sel. Kapjuk a
(2,1
H(2,1)¥(2,1) = m% (15.6)

Schrodinger-egyenletet. Hasznaljuk ki az allapotfiiggvény azonossag elve kdvetkeztében
meglévo szimmetridjat a 1 <+ 2 koordinata cserével szemben. Kapjuk:

0U(1,2)
ot

Egyszertisitve a mindkét oldalon el6fordulé +—szal és kivonva a felcserélés elotti Schrodinger-
egyenletet az iménti Schrodinger-egyenletbél, kapjuk a szimmetrikussagot jelenté H(2,1) =
H(1,2) egyenletet. O

+H(2,1)¥(1,2) = +ih (15.7)
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15.2. Tétel A (8.9) dllapotegyenletnek mindig létezik szimmetrikus, vagy antiszimmet-
rikus megolddsa.

Bizonyitds. Legyen Q(1,2) egy megoldés, azaz

Q1,2
m%ﬁ’) — H(1,2)1,2). (15.8)
Ekkor viszont €2(2, 1) is megoldds, hiszen
Q2,1
X2 o e 1) = B(1,202.1), (15.9)

ot
ahol kihasznatuk az el6zo tételt. Minthogy két megoldés szuperpozicidja is megoldas, a
U(1,2) =Q(1,2) £Q(2,1) (15.10)

megoldas mar a kivant szimmetriat fogja mutatni. O

15.2. A Pauli-elv

Az el6z6 fejezetben lattuk: az azonossdg elve megkoveteli, hogy a hullamfiiggvény azo-
nos részecskék valtozéinak felcserélésével szemben szimmetrikus, vagy antiszimmetrikus
legyen. Azt is megallapitottuk, hogy az allapotegyenlet 6rzi a hullamfiiggvény szimmet-
ridjat. Azaz, amennyiben pl. egy azonos részecskékbol allo rendszer allapotfiiggvénye
szimmetrikus volt egy adott idépillanatban, akkor ez a szimmetria megorzodik az idok
végezetéig. Felmeriil tehat a kérdés, hogy elektronokbdl allé részecskerendszerek (elekt-
ron)hulldmfiiggvénye vajon milyen szimetriatulajdonsagot mutat két elektron felcserélése
esetén.

A kérdést legkbnnyebben egy héliumatomhoz hasonlitd, kételektronos modell segit-
ségével valaszolhatjuk meg.

A két elektront rendre 1 illetve 2-vel jelolve a héliumatom energiaoperatora a kovet-
kezoképpen irhato:

Hyo(1,2) = H(1) + H(2) + V(1,2), (15.11)

ahol
2

V(1,2) = k— (15.12)

1y — 1|

a két elektron (taszité) Coulomb kolesonhatdsat jelenti,

2 2 2 2
Hi) = —p, —p2e T AT—k@

15.13
2m; T; 2m,; T ( )
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pedig az i—edik elektron kinetikus energidjét és a 2e toltésii maggal valé (vonzé) Coulomb
kolesonhatasat (k = 1/4mwey).

Az emlitett modellprobléméat gy kapjuk, hogy az elektronok kozti kolesonhatast
kikapcsoljuk: V(1,2) = 0. [A modellprobléma révén a hulldmfiiggvény szimmetridjara
nyert eredmény a valdsdgos esetre is igaz marad.] Az energiaoperator két olyan ,hidro-
génatom” Hamilton operdtorabdl 4ll, amelyben e? helyett ¢2 = (v/2¢)? szerepel. Igy a

[H(1) + H(2)]pap(1,2) = Eappas(1,2) (15.14)

Schrodinger-egyenlet, azaz modellproblémank sajatenergia értékeit azonnal felirhatjuk
(et = 4e* miatt
1 1
E,, = 4F, (n_g T n_g) (15.15)

alakban, ahol n, és n, jelenti a két elektron (1 vagy 2) éltal elfoglalt energiaszintek
kvantumszdmait F; = —m,(ke*)?/2h* = —13,6 eV; ng,np = 1,2, .. ..

Az elektronok térbeli viselkedését jellemz6 pq(1,2) sajatfiiggvények a H (i) operédtor
normalt ¢, (i) sajatfiiggvényeibél allithatdk eld a kivant kétféle szimmetridval:

pe(1,2) = (pa(Dan(2) + en(Dga(2)

,_.S
D 2

as(1,2) = —= (wa(1)en(2) — @u(1)@a(2)) - (15.16)
V2
Alapallapotban mindkét elektron a legmélyebb dllapotban van:
ne=m=1 — pa=¢wp — ©(1,2)=¢s. (15.17)

Azt kaptuk, hogy a hullamfiiggvény térbeli (in. ,térszeri”) része szimmetrikus kell le-
gyen. Azonban egy elektron nemcsak a harom térbeli szabadsagi fokkal rendelkezik,
hanem, amint azt az el6z0 fejezet végén lattuk, az ettdl teljesen fliggetlen kétféle spin
szabadséagi fokkal is. A (modell)probléma teljes hullamfiiggvényének igy tartalmaznia
kell a kétrészecske spinfiiggvényeket is:
U(l1,2) = gpsz(l,Q)XZ“(l,Q). (15.18)
A kérdés tehat az, hogy a kétrészecske spinoperatorahoz tartozo XZS(L 2) spinsajat-
fiiggvény milyen szimmetriaval rendelkezik.
Egyszerti meggondolassal belathatjuk, hogy a Xf/lg/ 2(@) egyrészecske spinfiiggvények-
bol négy kiilonbozo kétrészecske spinfiiggvény-kombindacié allithato el6. Ezek koziil ha-
rom az ¢y, = 1 teljes kétrészecske spinkvantumszamhoz tartozik, a harom kiilonb6zo
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ms = (1,0, —1) spinvetiilet kvantumszdmnak megfeleléen:

1/2 1/2
X%(la 2) = X1§2(1)X1§2(2)
_ ~1/2 —1/2
X1 1(17 2) = X1/2/ (1)X1/2/ (2)
1 1/2 —1/2 —~1/2 1/2
X1(1,2) = V2 [X1§2(1)X1/2/ (2) + X1/2/ (1)X1?2<2)] : (15.19)

Ezek tehat mind szimmetrikusak az 1 <> 2 felcseréléssel szemben.
Az ly = my = 0—hoz tartozé egyetlen kombindacié,

1 - -
xB(1.2) = = (A0~ (@) (15.20)

viszont antiszimmetrikus.

Pauli volt az, aki elsoként felismerte és megfogalmazta azt, hogy az el6bbi eredmény
altaldnosan igaz:

A természetben csak antiszimmetrikus elektrondllapotok valdsulnak meg (Pauli-elv).

[Kés6bbi tanulmanyainkban fogjuk latni, hogy barmely tipusi feles spinfi azonos ré-
szecskékbol allé kvantummechanikai rendszer antiszimmetrikus hullamfiiggvénnyel ren-
delkezik; ezek a fermionok, amelyek a Fermi-Dirac statisztikat elégitik ki (elektron, pozit-
ron, nukleon, stb.). A Bose-Einstein statisztikdnak engedelmeskedé egész spinti (azonos)
részecskékbol allo rendszer hullamfiiggvénye két részecske felcserélésével szemben pedig
szimmetrikus. Ezek a bozonok (foton, pion, stb).]

A Pauli-elvnek van egy masik, szemléletes megfogalmazasa is:

Atomon, vagy molekuldn belil két elektron sohasem fordulhat elé azonos dllapotban
(Pauli-féle kizarasi elv).

E megfogalmazas érvényességét, amely atommagokon beliili nukleonokra is vonatkoz-
tathato, a kovetkezoképpen lathatjuk be.

Jeloljiik a-val egy elektron atomon beliili 6sszes kvantumszamat: a = {ng, Lo, My, , Sa, M, }-
Ekkor a (spint is tartalmazd) ¢,(i) és ¥y(k) (i, k = 1,2) egyelektron fiiggvényekbdl fel-
épitheto legéltalanosabb kételektron fiiggvény a kovetkezo:

\11(17 2) = Caawa(1)¢a(2) + Cab¢a(1)wb(2) + Cba¢b(1)¢a(2) + Cbb,lvbb(l)wb(Q)a (1521)

ahol az egyiitthatok az illeto allapot el6fordulasi valészintiségével kapcsolatosak. A fen-
ti allapot akkor lesz antiszimmetrikus, azaz W(1,2) = —¥(2, 1), ha az egyiitthatékat a
kovetkezéképpen valasztjuk meg: cuq = ¢ = 0, Cap = —Cha = ¢. Az antiszimmetri-
citds kovetelményének kielégitése tehat megkdveteli a |cqq)® = |c|? = 0 valészintiségek
eltiinését, amely éppen a Pauli-féle kizarasi elv fennéllasat jelenti.

A kapott hullamfiiggvény determinans forméban is felirhatd, mivel

¥(1.2) = [0 002) — @] =c| 1) W0
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(A ¢ konstanst a normélési feltételbdl lehet meghatérozni.)

Eredményiinket altaldnosithatjuk N elektron esetére is. Altaldban egy N elektron-
bél (vagy nukleonbdl) allé rendszer leirdsara jo kozelitést szolgaltat az az N —részecske
determinans, az un. Slater-determindns hullamfiiggvény, amely a spint is tartalmazo
egyelektron (egynukleon) hullamfiiggvényekbél az tin. spinpdlydkbdl épiil fel:

Pi(1)  a(l) ... (1)
P1(2)  ¥(2) ... ¥N(2)

U(1,2,...,N)=¢c| | , (15.23)

@Z}l(.N) a(N) wN.(N)

Ez a felirasi mod a szimmetria kovetelménynek egzaktul eleget tesz, viszont a Schrodinger-
egyenletet csak kozelitoleg elégiti ki:

[H(1,2,...,N)— E]¥(1,2,...,N) ~ 0. (15.24)

15.3. A héliumatom

frjuk fel a He-atom energiaoperatorat
Hye = Hy+V (15.25)

forméban (1d. (15.11-15.13) egyenletek)! A "perturbélatlan” operator, amelynek sajétér-
ték problémaja ismeretes,
Hy = H(1) + H(2) (15.26)

alakban irhato, ekkor

A, —k : 15.27
QTTLZ' - T ( )

ahol i = 1,2, a perturbaciot okozé operator pedig az elektronok taszité kolesonhatasabol
adodik:

2

V= k% (r=lry — 1y, k= 1/drey). (15.28)
A H, perturbélatlan probléma a kicserélédés kovetkeztében kétszeresen elfajult (p = 2).
Ez azt jelenti, hogy a (Hy — E,io))zp,g = 0 sajatérték-egyenlet két (v = 1,2 = p) linedri-
san fiiggetlen megoldassal rendelkezik, amelyek mindegyikéhez ugyanaz az E,io) nemper-
turbalt energia tartozik. A nemperturbalt megoldasok ¢, (i) hidrogénszerii fiiggvények
szorzatabol épitheté fel, és mind 1 {7(1,2) = ©a(1)y(2), mind % (1,2) = a(2)ps(1)
megoldés, ugyanazon E\”) = E, + E, = 4F(1/n2 +1/n2) sajatértékkel (E; = —13,6eV).
A perturbélatlan probléma altalanos megoldasa ezek linearkombinacioibdl fog allni:

—(0
D (1,2) = a1t (1,2) + agot (1, 2) (15.29)
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ahol a = 1,2, és a normalizacios feltétel miatt az egyiitthatokra fennall az
a, +ai, =1 (15.30)

megszoritas.
Az elektronkolcsonhatas energiat modosito hatasat elsorendii perturbaciészamitassal
vessziik figyelembe, amelynek egyenletei (V;; = <¢m |V@/)(O) ), 0,7 =1,2)

a1 (Vi1 — Eal)) + aq2V12 = 0,
o1 Vo1 + aa2(Vaz — EYY) = 0, (15.31)

(14.35) alapjan meghatarozzédk mind az ismeretlen a1, aqn2 egyiitthatékat, mind az elsé-
rendii energiakorrekciot:

E(l) = E;(gla) = Eka - E]E;O) = Eka - Ea - Eb (1532)

[0}

Ey,, pedig a k—ik allapot egzakt energidjat jelenti). A fenti homogén linedris algebrai
egyenletrendszer trividlistdl kiillonbozé megoldésait akkor kapjuk meg, ha a

Vi — B Vio

D = (15.33)
Var Vag — EY
szekulédris determindns eltiinik.
Eszrevéve, hogy

2

Vis = Vag = C = ke / 21 Tl i |§0b<|r2)| dridr, =~ 34eV (15.34)
r—I

az elektronok toltéseloszlasabdl szarmazd Coulomb-kolcsonhatéasi energia, valamint a

‘/12 — ‘/21 = K — l{?€2 / wa(rl)gpb(rl)gpa(?fﬁ)@b(?&)dTldTQ > O (1535)

1y — 7y

matrixelemek a klasszikus analégiaval nem rendelkezo tn. kicseréldodési kolcsonhatas
kovetkeztében jonnek létre, D = 0—bdl kovetkezik (C' — E,S}))Q = K?, azaz

EY =EY =C+K,

a1 = +ajp =

(15.36)

21 = —Q22 =

S-Sl
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Azt kaptuk, hogy a V perturbacié a K kicserélodési kolesonhatas révén feloldotta
a Pauli elv okozta degeneracidt, s igy a k—ik allapot els6 rendig korrekt energidja két
szintre, az

Em=E"+EY-E,+E,+C+K, (para)
Ep=EY+EY-E,+E+C—-K, (orto) (15.37)

képlet szerint felhasadt. Az allapotok ennek megfeleléen szétvéalnak egy szimmetrikus

O (1,2) = pua(1,2) = % (Pa(1)0(2) + 05(1)a(2)) (15.38)

para, S = 0 szinglett, és egy antiszimmetrikus
—(0) 1
Uiz (1,2) = @as(1,2) = 7 (2a(1)n(2) — u(1)pa(2)) (15.39)

orto, S = 1, triplett térszeri résszel rendelkezé részre.

A Pauli-elv miatt az el6bbihez antiszimmetrikus (S = 0) spinfiiggvény, az utébbihoz
szimmetrikus (S = 1) kétrészecske spinfiiggvény térsul. Mivel a (magneses nyomatékuk
révén megval6suld) spin-spin kolesonhatds két elektron kozott kicsi, &tmenet a szingulett
(S = 0) allapotbdl a triplett (S = 1) allapotba ritkan valésul meg. Ezért kezdetben
a héliumgazt két kiilonallé komponensbol Osszetett gaznak gondoltak a spektroszképu-
sok és orto-, ill. para-héliumnak nevezték el ezt a két tipust (orto-hélium az (S = 1)
spintriplett).

A héliumatom teljes (nulladrend(i) hullamfiiggvénye tehét a kovetkezé analitikus for-
maban irhato fel:

1 X1 (1x1a(2)
H01,2) = = [eDan(2) — euDea(]§ 35 A2 + x5 )]
X1_/12/2(1>X1_/12/2(2)
(15.40)

és

Ue(1,2) = % [Pa(1)25(2) + o(L)a(2)] % NG = X )]
(15.41)

Az, hogy az eredetileg elfajult energianivok milyen irdanyba tolédnak el, természe-
tesen C' és K eldjelétol és nagysigatol fiigg. A C' Coulomb integral pozitiv, mivel az
integrandusz pozitiv. (Fizikailag is ezt varjuk.) A K kicserélédési integral nagysaga
a Yapp egyrészecske allapotok atfedésétél fugg: az (egyrészecske) alapallapot (n, = 1)
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15.1. dbra. A hélium atom nivosémaja. A szintfelhasadas a Coulomb-taszitas és a spin-
palya kolesonhatés kovetkezménye.

és egy magasan gerjesztett (egyrészecske) éallapot esetén (n, =nagy) nyilvan kicsi lesz
az (ng,npy) kétrészecske szinthez tartozé K kicserélédési energia. Explicit szamoldsok
megmutatjdk, hogy az alcsonyan fekvé nivékra (ng,n, ~ 1,2,...) K is pozitiv, és va-
lamivel kisebb C'—nél. A legmélyebben fekvé alapédllapot para-hélium (1d. 15.1 dbra,
ahol a 25*1L; jelolés alkalmazzuk a kételektron allapot jellemzésére; S, L, J a megfelels
S=s8 48, L=1Il+1l,, J=L+ S operdatorokhoz tartozé kvantumszamok). (Orto
alapallapot nem valdsul meg a természetben) Az elsé gerjesztett Ey + Es szint felhasad
egy By + Ey + C + K para- és egy Ey + Ey + C — K orto-hélium allapotra. Ez utébbi
metastabil 10? s élettartammal, mivel alapallapotba valé dtmenete kivalasztasi szabalyok
atal (1d. 14.2.2 fejezet) els6 rendben tiltott. [Az els6 gerjesztett para-nivé is metastabil
7 = 19.7 ms élettartammal. ]
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16. fejezet
Szorasi jelenségek

Ez az eset akkor valésul meg, amikor a szdérdsi (=pozitiv energigji) allapotban levd
részecske kiillonbozo potenciala térrészekkel talalkozik. Itt most azt az esetet vizsga-
juk, amikor a részecske mozgdasa soran egyetlen egydimenzios potencidlon szorodik, amin
részben athalad, részben visszaverddik.

16.1. Szordédas egydimenzids potencidlgaton

I 1 4 m
TV?Cl

!
NI

|
b
o=
S

16.1. dbra. Egydimenziés potencidlgat.

Legyen a derékszogii potencidl magassaga Vj, szélessége a (16.1 abra):

—a<x<
Vi) =0 asr=0 (16.1)
0 egyébként.
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Klasszikus esetben egy m tomegi, E kinetikus energidju részecske mindenképpen vissza-
pattan a gatrdl, ha F < Vj, maskiilonben athalad felette.
Osszuk fel a teret harom részre:

I 2 < —a
II: —a<z<0

II: 0 < .

A kiilonboz6 térrészre vonatkozo hullamfiiggvényeket a térrész szamaval fogjuk indexelni.
A kvantummechanika (s igy a természet is) megengedi azonban, hogy véges valo-
szintsége legyen egy E < V, athaladasnak, ill. egy E > Vj visszaverédésnek. Ezt a
kovetkezoképpen lathatjuk be.
A szérést (visszaver6dést és dthaladést) a Schrodinger egyenlet irja le:
h? d?
————Y(x) + V(x)Y(x) = EY(x). 16.2
() + V(@)(e) = Bo) (16.2)
A potencialmentes térrészekben a pozitiv energidju részecske p = hk = v2mFE im-
pulzus sajatallapotban van, s igy az aszimptotikus megoldasok a kovetkezok:

wl — Aeikx +B€—ikw
Y = Ce™ (16.3)

Tudjuk, hogy a 1 hullamfiiggvény A amplitudéju része (a 16.1. dbran nyillal jelolt)
balrél jobbra haladé (beesd) részecske-hullamnak felel meg, a B amplitiudéji része pedig a
visszavert részecske-hulldmnak. Hasonloképpen, 1 a potencidlgaton athaladt részecske-
hullamnak felel meg. Az A, B, C' amplituddk tovabbi fizikai jelentésének megallapitasa
céljabol képezziik az aramstriiséget az I-es és a IIl-as térrészben:

7= Mgy vy, (16.4)
xr T 2m x x Y *
az aramstriségekre x < —a esetén

JI(I) = U(|A|2 - |B|2> = Jbe - Jvisszav (165)

x < 0 esetén

JIH({L‘) = U|C|2 = Jét, (166)

képleteket nyerjiik, ahol v = hk/m a részecske sebességét jelenti. Mivel a fenti dram-
stirtiségek x-t0l fliggetlenek, ezeket az egyes térrészekben levd nettd részecskefluxusként
interpretalhatjuk, ami jol Gsszeegyeztethetd avval a fenti megallapitassal, hogy A a beesd,
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B a visszvert, C' pedig az athaladt részecske amplitidéja. fgy a visszaverddési (reflexids)
egyiitthatét az

Jvissza |B|2
h= . T aE 1D
az athaladasi (transzmissziés) tényezot a
Ja O
= I = _|A‘2 (16.8)

képlet definidlja. Megmaradas miatt Jyo = Jst + Jyissza, amibol R + T = 1 kovetkezik.

R és T' meghatarozasa érdekében sziikségiink van a potencidlgaton beliili megoldésra,
Y —re, amely kapcsolatot teremt iy és ¥ kozott. Minthogy a kozépsé tartomanyban
(—a < x < 0) a potencidl konstans, a részecske erémentes térben mozog, kovetkezés-
képpen szintén impulzussajatallapotban van. A megoldas —a < x < 0 esetén, ezért az
el6zéekhez hasonléan (formadlisan) szabad sikhulldm:

Y = Fe'™ 4 Ge ™ (16.9)

ahol most az a = /2m(E — Vj)/h impulzus attdl fiiggéen valés, vagy imaginarius, hogy
E —V, értéke pozitiv, vagy negativ.

Kapcsolatot a kiilonbozé térrészbeli megoldasok és amplitudoik kozott azon regulari-
tasi kovetelmény szolgaltat, miszerint a megoldasoknak és elso derivaltjaiknak a potencial
véges szakadasi helyein meg kell egyezniiik:

di(=a) = Yu(=a), ill. i(—a) = p(—a)
¥n(0) = ¢m(0), ill. ¥ (0) = ¢y(0),
Ae—ik:a 4 Beika — Fe—iaa + Geioza’ ill. k(Ae—ika o Beika) — a(Fe—iaa . Geia(z)’
F+G=0C, ill. a(F —G)=kC. (16.10)

—_— —

F és G elimindldsa utan egyszeri szamolassal a kovetkezo két egyenletet nyerjiik a sza-
munkra érdekes C'/A, ill. B/A amplitidé aranyokra:

C - B k .
= =) 4 o Z_ik gialhEa) (16.11)
amelyekbdl
E _ (k% —a®)(1 — e™) o—i2ak
A (k 4 Oé)2 _ (k _ a)2€i2aa ’
C 4koei(a—k)a
= : 16.12
A (k + Oé)2 _ (k _ a)26120¢a ( 6 )



adodik. fgy a szorasra jellemz6 R és T mennyiségek:

B 4k20? - AE(E - Vo)1
R=|2| = e S
‘A { N (k2 — a?)? sin® Oza] [ * Vi sin® aa }
ol (k* — a?)?sin® aa - Vi sin® aa !
T=|=| =1|1 =14+ ———— 16.13
i e e R =] 1)
1 I Ppr—uu ]
0.8 n
‘Q ? 06 - .
A [ -
04 n
0.2 .
0 . J | | 1 | |
0 1 2 3 4 5 6
W,

16.2. dbra. Athaladasi egyiitthaté egy mVpa2/h? = 4 (piros), 8 (zold), 12 (kék) potenci-
algat esetén.

Konnyen meggyézédhetiink arrél, hogy R + T = 1, ami a részecske(aramstiriiség)
megmaradést fejezi ki.

E — Vy, azaz a — 0 esetén a sinaa ~ aa sorfejtéssel az athaladasi valdszintiség a
potencial atlatszésagara jellemzo

mVya -1
T(E—Vy) = |1+

o (16.14)

képlettel adhaté meg, ami egy véges, 0 és 1 kozotti értéket szolgéltat. (Latjuk, hogy
fizikai varakozasunkkal 6sszhangban egy részecske nem tud athatolni a falon, ha m —
00, Vo — o0, ill. a — o0.)

Az E >V, tartomanyban, névekvo E esetén T oszcillal az egység és egy ehhez alulrol
kozelité burkolégorbe kozott (16.2 dbra). Tokéletes dthaladdst (zérus visszaver&dést)
csak aa = 7,27, ... esetén kapunk. Minthogy ez a megallapitas Vj el6jelétdl fiiggetlen,
vonzo potencidlvolgy esetén is van visszaverddés.
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A transzmisszids egyiitthato 0 < E < V tartoméanybeli viselkedésének megéllapitasa
céljabol alkalmazzuk az o = i3 helyettesitést, ahol 8 = \/2m(Vy — F)/h%. Ekkor

2 2 . 2 -1
h
T — ‘% _ {1+ Vg sin &L} (E < V). (16.15)

1E(Vo — E)

Ez a képlet monoton csokkenést jésol az athaladéds valészintiségére T(E — Vp) fenti
értékétdl zérusig, amit £ = 0 esetén ér el (Id. 16.2 dbra, ahol a transzmissziés viszo-
nyokat tiintettiik fel hdirom meglehetésen ,homdlyos” potencidlra, amelynél mVya®/h? =
4, 8, 12).

Amennyiben fa > 1, azaz a gat széles és/vagy magas E—hez viszonyitva, a fenti kép-
let (a sinhz = [exp(x) — exp(—2)]/2 definicié miatt) a kovetkezd egyszeriibb és gyakorta
hasznalt formaban irhaté:

JI6E(V —B) _y,

T
%2

(E < Vy és/vagy [a>1). (16.16)

Az, hogy E < Vj esetén is van véges valdsziniisége a részecske athaladasanak a
potencialgaton, tisztan kvantummechanikai effektus, és a részecskék hullamtermészeté-
bol kovetkezik. Ennek az alagiteffektus néven ismeretes jelenségnek fontos szerep jut a
szilardtestek, molekuldk és atommagok tulajdonsigainak megértésében (hidegemisszio,
spontén ionizacio, molekularis reakcidk, a-bomlas, maghasadas, stb.)
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ITI. rész

Kvantumsokasagok
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17. fejezet

Kvantummechanikai allapotok,
kvantumsokasagok

A kovetkezokben megvizsgaljuk, hogy milyen kévetkezményei vannak a kvantummecha-
nikanak a statisztikus fizikara nézve. Egyensilyi rendszerekkel foglalkozunk. A {6 fel-
adatok a kovetkezok:

1. Meg kell hatarozni a statisztikus fizika klasszikus bevezetésénél definidlt fogalmak
megfelel6it.

2. Le kell vonni a kvantummechanikai szimmetridk kovetkezményeit (a részecskék
megkiilonboztethetetlensége, a hullamfiiggvény ebbdl ered6 szimmetriatulajdonsa-

gai).

17.1. Kvantumsokasagok

A kvantummechanikaban fel kell adnunk a mikroéallapotoknak a fazistér bizonyos pont-
jaival val6 azonositasat. Nem hasznalhato a trajektéria fogalma, az impulzus és a koor-
dinata kozott hatarozatlansagi relacié all fenn.

A mikroallapotokat kézenfekvo a kvantummechanikai allapotokkal azonositani. A
kvantummechanikdban is sokasagokkal dolgozunk: feltessziik, hogy azonos makroallapo-
t1 rendszerek sokasagat vizsgaljuk, ugy hogy a sokasag elemei kiilonbozé mikroallapo-
tokban lehetnek. Az egy adott mikroallapothoz tartozé elemek szamanak relativ silya
megegyezik azzal a p; valészinliséggel, hogy az adott makrojellemzdkkel leirhaté rendszer
az 1 kvantumszammal jellemezhet6 allapotban van.

Tekintsiik el6szor a zart rendszer esetét (mikrokanonikus sokasdg). Egy zart rendszer
lehet pl. energia-sajatallapotban, és abban is marad, ha kolcsénhatast nem kapcsolunk
be. Valdjdban azonban itt is csak annyit tudunk megkovetelni, hogy a rendszer energi-
aja egy (E,F + §F) intervallumban van. A kordbbi érvek (teljes lezardsrél nem lehet
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gondoskodni, mérési pontatlansag) mellett az energia és a megfigyelési id6 kozotti haté-
rozatlansagi relacio is ezt tamasztja ald.

Lattuk a Liouville-tétel kapcsan, hogy klasszikusan a zart rendszerbeli eloszlas csak
az energiatol fiigg. Be lehet latni, hogy ez kvantummechanikailag is igy van, és ennek
megfeleloen ki lehet terjeszteni az egyenlo valészintiségek elvét:

Q(E,0F)

1 ha F < FE; < E+0F,
pi = (17.1)
0 kiilonben.

Az entropia, a hémérséklet alakja azonos a korabbival.
Ha a rendszer hétartallyal all kapcsolatban, akkor a korabban bemutatott gondolat-
menethez teljesen hasonlé médon kapjuk a kanonikus eloszldast:

o—FEi/kpT o—FEi/kpT
,01' et Z = Z] e*Ej/k‘BT' (172)
Attérve az energia szerinti dsszegzésre:
E *E/kBTdE E *E/kBTdE
p(E)aE = Y __wlBe (17.3)
Z Jo w(E)e E/keTdE
ahol Z az allapotosszeg, amelyre természetesen érvényes az
F=—-kgTlhZ (17.4)
Osszefiiggés.
A nagykanonikus eloszldsra
1
pNi = Eefﬂ(ENruN) (17.5)

adddik, ahol

z i Z e PEN—pN) _ i PN 7 (17.6)
j N=0

=0

a nagykanonikus &allapotosszeg (p a kémiai potencial). Valtozatlanul & = —pV =
—kpTIn Z. A kvantummechanikai (7', p, N) sokasdg meghatdrozdsa hazi feladat. A
fluktudciokra vonatkozé éltaldnos osszefiiggések valtozatlanul érvényesek, amint ez a
képletek alapjan konnyen belathatoé.
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17.2. A termodinamika harmadik fotétele

A harmadik f6tétel kisérleti tény, azonban ellentmond a klasszikus statisztikus fizikdanak:
elegendd az ekviparticié tételére gondolni. Térjiink azonban vissza az alapokhoz, és
vegyiik figyelembe a kvantummechanikat! A Boltzmann-osszefiiggés szerint:

S = kI Q(E,SE). (17.7)

ElegendoGen alacsony hémérsékleten a betoltés egyre inkabb az alapallapot felé toldédik
el. Végiil T'= 0-n a rendszer alapéllapotba keriil. Ennek alapjan a harmadik fotétel

lim S =0 (17.8)

T—0

azt fejezi ki, hogy a (makro) rendszerek alapallapota nem degenerdlt. A harmadik f&tétel
fenti megfogalmazdasa azonban csak tiszta, homogén anyagokra érvényes, ellenkezé eset-
ben egy véges keveredési entropia-jarulék adédik. Valéjaban nem kell a tiszta rendszertél
sem megkovetelni, hogy egyetlen alapallapota legyen; a megfeleld 6sszefiiggés:

lim 2 — (17.9)

vagyis a rendszer alapallapota nem lehet makroszkopikusan degeneralt. Ez a tapaszta-
latok szerint a kvantummechanikai makrorendszerekre igaz.

T

\

17.1. dbra. Az adiabatikus lemagnesezés sematikus abraja.

A mér idézett

e
S(T) = SO+/ Tfde’ (17.10)
0
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Osszefiiggéshdl kovetkezoen a hokapacitas a 7' — 0 limesben eltlinik.

A harmadik fotételt szokas ugy is megfogalmazni, hogy az abszolit zérus homérséklet
nem érhet6 el véges szamu 1épésben. Ezt az tn. adiabatikus lemédgnesezés (17.1 dbra)
példajan fogjuk bemutatni.

Az x = (y,2), y = (2,2) és z = (x,y) fuggvények megvaltozdsai kozott fenndll a

kovetkezd Osszefiiggés:
ox 0z Jy
— — — ] =-1 17.11
(5), ). ().~ )

SN R

ahol a bal oldal els6 tényezbje a stabilitas miatt pozitiv. Tehat a (g—T)S és a (g_S)T

eléjelei ellentétesek.
Az adiabatikus lemégnesezés segitségével hiitheto a rendszer.

amibdl
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18. fejezet

Kvantumstatisztikak, idealis
kvantumgazok

Eddig csupéan azzal foglalkoztunk, a kvantummechanikai allapotok alapvetéen kiilonboz-
nek a klasszikus fizikaiaktél. A kvantummechanikai szimmetridknak azonban tovabbi,
mélyrehaté kovetkezményei vannak. Lattuk mar, hogy a Gibbs-paradoxon feloldésa-
hoz hivatkoznunk kellett a részecskék megkiilonboztethetetlenségére. Ez a tulajdonsag a
hullamfiiggvény szimmetriajat is meghatarozza két részecske felcserélésével szemben:

P172|77D([L’1,£L‘2)> = |77D([L‘2,ZL‘1)> = :|:|1/J(l’1,l’2)> (181)

Ha a P felcserélési operator sajatértéke +1, akkor bozonokrdl (ezek az egész spint
részecskék), ha —1, akkor fermionokrdl beszéliink (ezek a félegész spinii részecskék). Az
utobbiaknal érvényes a Pauli-elv: vagyis két részecske nem lehet azonos kvantumme-
chanikai allapotban. Ha idedlis kvantumgdzunk van, amikor a részecskék fiiggetlennek
tekinthetok, akkor az N részecske hullamfiiggvényt az egyrészecske hullamfiiggvények
szorzatainak linearkombinacioibdl kell kikeverni, gy, hogy a fenti szimmetria teljesiil-
jon.

N
W) — Zﬁi(l)’ (18.2)
i=1
példaul
)
: p
aY == 18.3
i T om (18.3)
Legyen:
HN|op(z,0)) = emlom(z, 7). (18.4)



Ekkor

[vm(xy,0,29,0,...,2x5,0)) = Slater|pm, (21, 0)Pmy (Ze,0) - .. Py (Zy, 0)) (18.5)

fermionokra, illetve egy hasonld, szimmetrizalt kombinacié bozonokra. A Slater-determinans
hasznalata biztositja a Pauli elv teljesiilését. Az 6sszeg minden tagjara:

H™ 0 (21, 0) Py (29, 0) - . . Py (T, 0)) =
N

= E 8mi

i=1

Pmy (ED a)SOmz (£27 0) c- Py <£N7 0>>7 (186)

tehat

N
[:[(N)lwm(glv g, §27 g,... 7£N7 U)> = (Z 8mi> ’¢m(£1, O_7£27 g,... 7£N7 0)> (187)
=1

Tehat a hullamfiiggvény részletei a mikroallapot meghatdrozasa szempontjabdl 1ényeg-
telenek, csak az szamit, hogy hény részecske van egy egyrészecske-dllapotban. FEzt a
betoltési szamot n,,-mel jel6ljiik és nyilvan (lasd még 18.1 dbra):

0,1 fermionok,
Ny, = (18.8)
0,1,2,3,... bozonok
esetében.
Bozon Fermion
m 1 2 3 4 5 m 1 2 3 4 5
B0 .
LM T
a0 4 1 0 5 no 0 1 1 0 1

18.1. dbra. A betoltési szam sematikus dbrazolasa fermion és bozon esetén.

A betoltési szamokkal a rendszer jellemz6it ki lehet fejezni:

N=> npm, (18.9)
E=> fmem. (18.10)



Kérdés, hogy mi a betoltési szamok varhaté értéke adott hémérsékleten. Az egyszerliség
kedvéért a nagykanonikus sokasdgbol indulunk ki.

Z PN 7 = Z BuN Z e B nmEm

{nm}
Z nm=N
= 3 e T = § T ePrmlenn) (18.11)

Az utolso kifejezést irjuk ki részletesen!

Z H G*Bnm(imfﬂ) — e*ﬁ”o@o*#)efﬁnl(el*#) . efﬂnm(sm*#) cee 4

{nm} m

+ e Pnoleo—p) p=Pri(e1—p)  o=Bnp(em—n) | . + e~ Png (co—n) .(18.12)

Rendezziik 4t ezt az osszeget! (Természetesen fermionoknadl csak 0, vagy 1 lehet a betol-
tés,
(1+ e~ Bleo—n) 4 o=B2(c0—p) 4 )

OO Mmax

(14e” Bler—n) 4 g=B2er—n) 4 H Z e~ Pen i) (18.13)

m=0 n

Valéban, ha kifejtjiik a fenti szorzatot, a megel6z6 1épésben szerepld Osszeg valamennyi
tagjat megkapjuk. Bevezethetok az adott m kvantumszamhoz tartozé 2, allapotossze-
gek.

z {27110 e~Pnlem=n) = 1 4 e=Alem—n) fermionokra, (18.14)

S0 jePrem—i) = (1 4 e=AlEm—m)-1 bozonokra.

Az utolsé lépésben egy geometriai sort kellett felosszegezni, aminek konvergenciafeltétele
megkoveteli, hogy p < 0 legyen, hiszen a sornak ¢y = 0 esetben is konvergdlnia kell.
Ez e kovetelmény csak akkor érvényes, ha a részecskeszam varhatd értékét allandénak
kell venniink. A teljes allapotosszeget a kiilonbozé allapotok allapotosszegeinek szorzata
adja:

Z= ﬁ Zom. (18.15)

m=0

Az adott egyrészecske kvantumallapot betoltési szamanak varhato értékét a rész-
allapotosszegek ismeretében ki lehet szamitani:

B olnZ
Fiy = < 3 ) : (18.16)
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Fermi—-Dirac Bose—Einstein

18.2. 4bra. A kiilonbozd betoltési szamok osszehasonlitdasa kiillonbozo hdmérsékleten.

ahonnan

1

= eI (18.17)

T_Lm
ahol most és a tovabbiakban a fels6 miiveleti jel a fermionokra,az alsé pedig a bozonokra
értendd. Ez mennyiség tehat az adott egyrészecske kvantumaéllapotban tartézkodo ré-
szecskék atlagos szamat adja meg. Szokas pongyola mdédon ezt eloszlasnak nevezni; a
fermionokra a Fermi-Dirac, a bozonokra a Bose-Einstein eloszlds vonatkozik. A betoltési
szamok eloszlasat a 18.2 dbra szemlélteti.

Az atlagokra is érvényesek a kordbban bemutatott egyenletek:

N=> np (18.18)
E=> fimem (18.19)
) (18.20)

Ezeket az egyenleteket tgy lehet értelmezni, hogy a rendszerben 1évé részecskék sza-
manak varhato értéke, ill. a rendszer atlagenergidja meghatarozzak az eloszlasokban
paraméterként szereplo hémérséklet és kémiai potencial értékét.

18.1. Osszegzés és integralas

Gyakran el6fordul, hogy valamennyi egyrészecske kvantumallapotra osszegezni kell. Ezt
ugy jeloltiik, hogy >, de az m kvantumszam itt valamennyi kvantumszamot egyiittesen
jeloli, az allapot egyértelmi indexe. Pl. ha dobozba zart részecskéket tekintiink, akkor az
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My, My, M, kvantumszadmok mellett a o spinkvantumszamot is beleértjiik. Az e, energia
gyakran fliggetlen spinkvantumszamtol, ilyenkor a spin csak egy g = (2s + 1)-szeres
degeneraciot jelent, ahol hs a spin z-komponensének maximalis értéke.

Vaélasszunk periodikus hatarfeltételt!

h
Pa = hky = —my, (18.21)
L
vagyis
Lip,
x = . 18.22
m, =1 (18.22)
Innen I
Am, =1= EApm. (18.23)
Ha a térfogattal tartunk végtelenhez, az 6sszeghdl integral lesz:
% Vv
Yy = 973 > ApAp,Ap. — gﬁ/d?’p. (18.24)

Ha az integrandus csak az energiatol fiigg, akkor a szogek szerinti integralast el lehet
végezni:

v
g354mp*dp = p(e)de, (18.25)
ahol az egyrészecske allapotsiiriiség
4 5 dp
ple) = gﬁélwp I (18.26)
Feltéve, hogy
2
p
= 18.27
e(p) 5 ( )
vagyis
p = V2me, (18.28)

kapjuk, hogy

p(e) = g27V (Q—m)m Ve. (18.29)

h2
Az atlagos részecskeszamra, illetve energidra ez a kovetkezd formuldkhoz vezet:
V= g L gy [T o)
N_gﬁ/mdp—/o B L 1’ (18.30)
3 14 e(p) 3 * ep(e)de
b=95s eﬂ<s<p>——u>i1dp—/0 BE@ 1 £ 1 (18.31)
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18.2. Allapotegyenlet

Szamitsuk ki az idealis kvantumgazok nagykanonikus potencidljat:

= —kpTZ=—kT» IZ, =FksTy In(l e ) (18.32)

Mivel & = pV/,

pV = £kpT Y In(1 4 e Eem), (18.33)

Ez az 0sszeg atalakithato integralla:

V o
pV = j:kBTgﬁ 4rp® In(1 £ e PE@-mqp, (18.34)
0
Integraljunk parcialisan! Legyen
4
v = gwﬁ (18.35)

4 B(e(p)—n) de 1 o
U= T eemem g, = T

(18.36)

A Kkiintegralt rész nem ad jarulékot, mert p3ln(1 4+ e #E@=1) a két hatdron (0 és oo)
elttinik.

V 1 4 <2 V2 [
pvV =+ ZHCBTQ———W p3—€ﬁ(€)dp} = gﬁg/ 4rp*en(e)dp =
p 0

B, (18.37
WksT 3 J,  (1837)

Wl o

tehat a klasszikus idealis gaznak megfelel6 eredményt kaptuk! Vigyézat, az ekvipartici-
6nak megfelel6 Osszefiiggés azonban nem érvényes:

E#%N@T (18.38)

A levezetésnél felhasznaltuk, az energia és az impulzus kozotti osszefiiggést, az un. disz-
perziét. Kénnyen be lehet ldtni, hogy £(p) ~ p? esetén a fenti formula mddosul:

pV = %E (18.39)
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18.3. Klasszikus hatareset

Kis betoltési szamok n,, < 1 esetén mindkét kvantum-eloszlds atmegy a klasszikus,
Maxwell-Boltzmann-eloszlasba:

Ty & € PlEm=1), (18.40)

Ennek feltétele, hogy vagy Be,, < 1, vagy e’* < 1. Az el6bbi esetben csak egy kvantum-
allapotot, illetve nivot lehet klasszikusan kezelni, mig az utébbinal az egész rendszert.
Foglalkozzunk ezzel az esettel. Eloszor irjuk at a nagykanonikus potencidlra vonatkozo
kifejezést:

1

_ */B(E'm* ) _
® = FkpT Y In(l+e W) = +ksT ) In =Tt (18.41)
Klasszikus hataresetben:
¢ ~ —kBTZﬁm ~ —kBTe_B“Ze_Bgm = —kgTerZ,, (18.42)

ahol megjelent az egyrészecske kanonikus allapotosszeg. Integralla alakitva ez kiszamit-
hato:

v
Zi=g

ﬁ(mekBT)?’/Q, (18.43)

ami megfelel a korabban a klasszikus idedlis gézra kapott kifejezésnek. Nem meglepo
modon az allapotegyenletre az

N=—— (18.44)

alapjan —® = pV = kTN adédik. A szabadenergia:
F=V+uN = N(—kgT +u) = NkgT(Bu—1) =

_ N N
= NkpT (In—- —1) = ~ksT'ln <= —kpTn Z, (18.45)

1

vagyis a részecskék megkiilonboztethetetlenségére jellemzé N! kijott ,,magatol”.
Mi a fizikai feltétele a klasszikus dtmenetre valo attérésnek?

N N pro 2
Bp 2 - (" 1 18.4
A (27rkaT) < (18.46)
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18.3. abra. A kiilonb6z06 eloszldsok Gsszehasonlitdsa sima és logaritmikus skélan. FD:
Fermi-Dirac, BE: Bose-Einstein, MB: Maxwell-Boltzmann.

Vezessiik be a kovetkezo karakterisztikus hosszisagokat:

h

A = —— termikus de Broglie-hullamhossz, 18.47
T vV QkaBT & z ( )
v\ /3
R= (N) a részecskék kozti atlagos tavolsdg. (18.48)
A klasszikus leiras j6, ha
B Ar ’
et ~ = < 1, (18.49)

vagyis, ha A\p < R. A termikus de Borglie hulldimhossz a részecskék kinetikus energidja-
nak megfelelé hullaimhossz. Ha ez sokkal kisebb a részecskék atlagos tavolsaganal, akkor
a részecskék nem érzékelik egymast hullamfiiggvényeit, és a klasszikus leirds helyes.

Nyilvanval6, hogy a fermionok és a bozonok kozotti, kvantummechanikai eredetii
kiilonbségnek a klasszikus hataresetben el kell tinnie. A 18.3 dbra mutatja, hogy a
betoltési szamok szempontjabdl ez hogyan valésul meg.

18.4. Kvantum korrekciok

Lattuk, hogy a klasszikus hatdreset megfelel az e# — 0 limesznek. Ebbél adédéan
a klasszikushoz képest fellépé kvantum korrekciokat ennek a mennyiségnek, mint kis
paraméternek a sorfejtéseként lehet eldallitani. A tovdbbiakban elsérendii korrekciokat
vizsgalunk.

1 e—Ble—n)

BlemE 1 £ c—Blen) e e (1 e e, (18.50)

n(e) =
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amibdl

_ o V o
N :/ p(e)n(e)de = 27rgﬁ(2m)3/2/ eV2(e7PeePr 2221 e (18.51)
0 0
Felhasznalva a gamma-fiiggvény definicigjat és értékét,
/ cr 1008 e — (0 8)~3/2T(z) (18.52)
0
ésT(3/2) =¥ a
_ 2rmkpT >/
~ gV (””;L—QB) (1 27320 (18.53)
kifejezést kapjuk, ami Osszefiiggést ad a kémiai potencidlra. Lattuk, hogy klasszikus
hataresetben
IOV
Buw — — [ 2T 18.54
o= 23] (1854
_ 2mmkgT 3/2
N ~ gV (T) P, (18.55)
amibol
ePrrL g P (1 273/2ePH) (18.56)
ePH eﬁukz(l + 2—3/265M) — 66““(1 == 2—3/265ukz) (18.57)
ahol mindig csak els6 rendig tartottuk meg a korrekcidékat. Innen
1 A\’
~ B £ -2 () . 18.58
Bu = B J ( I ) ( )

Szamitsuk ki az a rendszer energidjat!

o0 V o0
E = / ep(e)n(e) de = 27rgﬁ(2m)3/2/ g3/ (e Peeft £ e72Pe?1) de =
0 0

= 2#9%(2m)3/2%ﬁ(k3T)5/26ﬂ“ (1£2752ePm) (18.59)

ahol ismét felhasznaltuk a gamma-fiiggvény I'(5/2) = 3/7/4 értékét. Az egy részecskére
juto energia:
E 3, 1£275720 3

= A~ kT T 2
9B 14 9-3/2¢8u T 9

1/ 2\
149522 (2L
g(R

kpT [L£ (2792 —273/2) PH]

=

3
~ SheT , (18.60)

176



ahol ismét kihasznaltuk, hogy a kémiai potencidl klasszikus hataresetének felhasznalasa
magasabb rendd hibat okoz. A teljes energiara:

INOVAN
1+2752- (22
g(R

addédik. Latszik, hogy azonos részecskeszamu és hémérsékletii rendszereket Gsszehason-
litva

3
2

_ 3 3
E = 2NkgT = 5PV (18.61)

PBE < PMB < PFD; (18.62)

vagyis a bozonoknak kisebb, a fermionoknak pedig nagyobb a nyoma&asa a megfeleld
klasszikus rendszerénél. A részecskék kozott nem feltételeztiink kolcsonhatast, mégis,
a kvantummechanikai szimmetriatulajdonsagok egy effektiv kolcsonhatashoz vezetnek,
ami a bozonok esetében vonzod, a fermionoknal pedig taszit6. Az utébbi a Pauli-elv mi-
att szemléletes, az el6bbi pedig azt jelenti, hogy a bozonokndl nemcsak megengedett,
hogy a részecskék azonos kvantumallapotban legyenek, hanem kifejezetten ,szeretnek”
azonos allapotban lenni. Ez az alapja a lézereknél fontos indukalt emisszionak.
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19. fejezet

Idealis Fermi-gaz

1.2 .

T=05 ——
o T=00 —
08 r .
06 - .
04 - .
02 - .
0 | |
0 2 4 ] 10

€ €

19.1. dbra. A betoltési szam eloszlasa fermionok esetében zérus és magasabb hémérsék-
leten. A Fermi-energia definicidja.

Az atlagos betoltési szam fermionok esetében

_ 1 , _ 1
Ny, = m, illetve n(e) = m, (191)

ahol n(g) a Femi-fiiggvény, amihez mellékfeltételként
N=> fm E=) fnen (19.2)

addédik. Ha energia szerint irjuk fel a betoltést, figyelembe kell venni a g-szeres degene-
raciot.
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El6szor vizsgéljuk meg a T' = 0 homérsékleti viselkedést! Ilyenkor a Fermi-fiiggvény
egy lépcsosfiggvény lesz (1d. a 19.1 dbrat).

A Fermi-energia alatt (¢ < ep) az allapotok betoltottek, afolott (e > ep) azonban
iiresek. Néhany szokdsos elnevezés:

Fermi-energia ER
Fermi-impulzus pr = \2mep
Fermi-hulldmszam kp = pp/h
Fermi-hémérséklet Tp =cp/kp
Fermi-hullimhossz  Ap = h/pp

A részecskék szamara érvényes, hogy

V 4r
N= 3 1= (19.3)
Ip|<pr
vagyis
6m2 N\ "*
=h|—— 194
PFr < g V) y ( )
ahonnan
drg V
Ao = ~ R 19.5
= () n (195

vagyis a Fermi-hullamhossz a részecskék atlagos tavolsaganak nagysagrendjébe esik. A
Fermi-energia kifejezése a stirtiséggel:

2 2 2/3
DE h 6m2 N
_ — 19.6
T om Qm( g V) ’ (19.6)

vagyis a Fermi-energia a sﬁrﬁséggel erosen novekszik. A rendszer teljes energidja

v siz [ s 4 322 5/2
gh3/ 47Tp dp—gQﬂhg(Zm) /0 £ dg—g27rh3(2m) —€

517
% 2 .
N = g?ﬂh—(Qm)3/2/ el/? de = g2wﬁ(2m)3/2§s‘}/2, (19.7)
0
ahonnan g 5

2
Minden ideélis gazra pV = §E , ahonnan

2N
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Latszik, hogy zérus homérsékleten is van nyomaésa a gaznak, ami a Pauli-elv kévetkez-
ménye. Ebbdl a képletbol szamithaté a T' = 0-n is végesnek addédd kompresszibilitas:
1ov 1
Kp = ——— = —. 19.10
g Vop »p ( )
A zérus hémérsékleti formuldk 7' > O-ra is érvényesek, amig ,elfajult Fermi-gazzal”
van dolgunk, vagyis Ay < R. Mivel A\p ~ R, a feltétel:

Arg V 1/3 h
Ap = —— LA\ = —, 19.11
r ( 3 N) g V2mmkgT ( )

ami ekvivalens a T < Ty feltétellel. Behelyettesitve a megfelel6 allandokat és a si-
riiséget, megéllapithat6, hogy a vezetékben az elektronok Fermi-hémérséklete a 105 K
nagysagrendjébe esik, vagyis szobahémérsékleten egy a vezetési elektronoknak megfeleld
strtiségu idealis Fermi-gaz még erdsen elfajultnak tekinthetd. Azt természetesen kiilon
meg kell vizsgalni, hogy milyen koriilmények kozott és milyen mértékben lehet jogos az
idealis gaz kozelités.

Az alacsony homérsékleti homérsékletfiiggés tanulményozasahoz el kell mozdulnunk a
T = 0 kozelitéstol. A Fermi-fiiggvény T' = 0-n 1épcséstiiggvény, T' > 0-n (T < Tr) elkent
lépesdstiiggvény. A derivéltja T'= 0-n —0(e — ep), mig T > 0-n —0(e — p) kiszélesedett
valtozatanak foghato fel.

Becsiiljiik meg a koévetkezo integralt:

I T_& g
W= Fearite

1 y+1 1 > 1 = y+1 ( 66(6_#)
= ISl _——_— — e
y+1 efe-m+ 1], y+1J (eBe=m) 4 1)

de, (19.12)

ahol megjelent a Fermi-fiiggvény derivaltja. Az elsé tag a hatdarokon eltlinik. Bevezetve
az x = [ helyettesitést, nyerjiik a kovetkez6 alakot:
1 1 o et hr

= - A — ) 19.13
Brity +1 Jy (em=Bn 4 1) (19:19)

I(y)

Az integrandus egy [ koriili kiszélesedett delta-fiiggvény, ami egyrészt gyorsan le-
cseng, vagyis a hatar kiterjesztheté6 —oo-ig, masrészt az igy mar szimmetrikus integran-
dust Su koriil sorba fejtve csak a paros tagok adnak jarulékot:

)

+1 >
W

y+1

1 Iuy—l-l
A7 By ¥

I(y) : (19.14)

n=0
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ahol szamunkra most csak az a fontos, hogy Ag = 1 és Ay > 0. A részecskeszamot ki
tudjuk fejezni egyrészt a nulla homérsékleti osszefiiggéssel:

V 2 3.9 2 379
N = g27rﬁ(2m)2/3§€F/ — 0551/ , (19.15)
masrészt T homérsékleten
2 kT \ >
N=Cl(y=1/2) = Cu3/2§ 1+ Ay(y =1/2) (i) (19.16)
7]

Osszehasonlitva a két formuldt, és sorbafejtve (kg < p) megkapjuk a kémiai potencidl

vezetd rendi korrekcidjat:
kpT\? 7Y
1—A2(—B ) 1—A2(—>
I Tr

ahol az utols6 1épésben kihasznaltuk, hogy a kémiai potencial helyére a Fermi-energiat
irva csak magasabb rendben kovetiink el hibat. Két fontos tanulsdg van: El6szor, hogy a
vezetd rendll korrekcié negativ. Ez nem meglepd, hiszen a nagy pozitiv, zérus hémérsék-
letli értékrél nagyon magas hémérsékleten végiil ugyanoda kell konvergalni (klasszikus
limes), mint a Bose-rendszereknek, amelyeknél a kémiai potencidl negativ. Mésodszor:
a vezeto korrekcié méasodrendi T-ben.

A rendszer teljes energidja:

1P = 6?;/2 ~ 53}/2 , (19.17)

2 kpT\”
E=Cl(y=3/2) = Cgum 1+ Ay(y = 3/2) (L) , (19.18)
14
ahonnan az egy részecskére esO energia:
ksT\?| 3 T\
N 5H 1 + const (%) ] ~ e 1 + const (ﬁ) ] : (19.19)

Innen a Fermi-rendszer hékapacitasanak homérsékletfiiggésére linearis osszefiiggés adoé-
dik:
oF

T
Cy = (8_T) . = Nkp const (T_F) : (19.20)

Latszik tehat, hogy teljesiil a termodinamika 3. fotétele. Ha ezt a formulat osszevetjiik
az klasszikusan érvényes ekviparticiébdl nyerheté Cy = (3/2) Nkp Osszefiiggéssel, akkor
értelmezhetd a fenti képlet gy, hogy a szabadsagi fokok szama cstkken a hémérséklettel
(a szabadségi fokok , kifagynak”). Csupan a Fermi-energia kornyékén, egy kg1 szélességii
savbol szarmazik jarulék (1d. a 19.2 dbrat). Ennek a Pauli-elv az oka: a mélyen fekvd
allapotok gerjesztéséhez a termikusan rendelkezésre dllondl joval nagyobb energia kellene.
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19.2. abra. A Fermi-Dirac-eloszlds szélességének és kgT-nek kapcsolata. A jobb olda-
li abran a betoltési szam derivéltja illetve Gsszehasonlitasképpen egy Gauss-fiiggvény
lathato.
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20. fejezet

Idealis Bose-gaz

10 T T u—é
l ].L:—l
L=0 — -
! | !
2 4 6 8 10

£

20.1. abra. Bozonok &tlagos betdltési szama kiilonb6z6 kémiai potencidlokra. Bar a
kémiai potencial negativ is lehet, az eloszlasfiiggvénynek csak € > 0 esetén van fizikai
értelme.

Vizsgaljuk meg az eddigiek tiikrében, hogyan alakul az idedlis rendszerek kémiai
potencialja ha adott homérsékleten folyamatosan noveljiik a részecskeszamot. Vizsgaljuk
meg mi torténik a Bose-rendszer kémiai potencidljaval alacsony homérsékleten?

N = g27rK(2m)3/2 /oo g1 g C(kgT)>? /oo B dx (20.1)
h3 0 ePle—n) — 1 o erte—1 77
ahol a = —fu > 0. Az utolso integral o monoton csckkend fliggvénye, maximumat tehat
a = 0-nél veszi fel:
o9 .%’1/2 1 3
N,(T) = C(kgT)*? / o dr = 5\/%4" (5) C(kgT)>? (20.2)
0o € —
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A jelenséget jél szemlélteti a 20.1 abra. p csokkentéséven no a részecskeszam, mivel
azonban p < 0 ezért (20.1) képlet szerint a részecskeszamnak van egy maximuma.

Ha adott térfogaton és homérsékleten noveljiik a részecskék szamat, a formulak N.-
nél érvényiiket vesztik, hiszen semmi nem akaddlyozhat meg abban, hogy ennél tobb
részecskét helyezziink a térfogatba.

N N
Bose—Einstein
kondenzat

20.2. dbra. A Bose-FEinstein-kondenzatum fazisdiagrammja. A vastag vonal a fazishatar,
a sziirke teriilet a Bose—Einstein-kondenzatum tartoméanyat jeloli, ahova a lila it mentén
részecskeszam novelésével, a kék 1t mentén a homérséklet csokkentésével jutottunk el.
A K pontban a zold csiknak megfelel6 részecske van egyrészecske-allapotban, a piros
résznek megfelel6 pedig gerjesztett allapotban.

Az 20.2 abrardl latszik, hogy a kérddjeles tartomanyba gy is el lehet jutni, hogy
rogzitett részecskeszam mellett csokkentjiik a homérsékletet.

Hol kovettiink el a gondolatmenetiinkben hibat? Amikor az allapotok szerinti Osszeg-
zésrol attériink az energia szerinti integréalasra, feltételezziik, hogy nincsen olyan allapot,
amelyikben a részecskék makroszkopikus hanyada tartézkodna. Egy ilyen allapot a ter-
modinamikai hataresetben az allapotsiirtiségbe delta-fiiggvény jarulékot adna, amit nem
vettiink figyelembe. Fizikailag ez az allapot az egyrészecske-alapallapot. A formuldkat
tehat korrigalni kell (az eredmény dbrazoldsa 20.3 abra):

N = Ny + Naso. (20.3)

Eddig csak a méasodik tagot vettiik figyelembe. Ez N < N.(T') esetében rendben is
van. N > N,(T)-nél viszont

No=gon(e=0)= L (20.4)

e* —1
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20.3. abra. A Bose—Einstein-kondenzatumban az egyrészecske-allapotban 1éve részecskék
aranya.

N < N.(T) Ny a TDL-ben elhanyagolhaté « > 0
N > N.(T) Ny~ O(N) a~ O(1/N)

a TDL-ben, ahol gy az alapallapot degeneraltsaga. Vagyis

Lattuk, hogy az idedlis bozonok kozott effektiv vonzé kolesonhatas 1ép fel. Ennek
tudhaté be, hogy adott Ty hémérsékleten makroszkopikus szamu részecske jelenik meg
az alapallapotban. Ennek a fazisatalakulds-szeri jelenségnek a neve Bose-FEinstein kon-
denzacio.

T < Ty homérsékleten

Newo = No(T) = N.(T) (%)3/2 _N (%)3/2 , (20.5)

mivel Ty-ban még éppen nincs alapéllapoti jarulék.

T 32
NUZN—Na>0:N[1—<—)

T (20.6)

A TDL-ben a p kémiai potencialt O0-nak lehet tekinteni. A kondenzatum, vagyis az
alapéllapoti hanyad nem ad jarulékot sem az energidba, sem a nyomashoz. Tehat a
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rendszer energidja:

E = QQWK(Qm)3/2 /OO gl/? de = QQWK(Qm)S/Q(k‘ T)%? /OO o dx =
— V(ksT)*? konstans.
(20.7)
Az éltalanosan érvényes pV = (3/2)F kifejezést felhasznalva
p = konstans (kpT)%/?, (20.8)

vagyis a nyomas nem fiigg a térfogattol. A kompresszibilitds az atalakuldsi pont alatt
végtelennek adodik, ugyantigy, ahogy a valodi kondenzaciénal, a folyadék-gaz atmenetnél.
Hangsulyozni kell azonban, hogy ez az atalakulas nem a valds, hanem az impulzus-térben
jatszodik le.

Valédi, kolesonhatéd gazokban megvaldsitott Bose-Einstein kondenzaciéért 2001-ben
kapott Cornell, Ketterle és Wieman Nobel-dijat.

20.1. Fotongaz, homérsékleti sugarzas

Tekintstink egy iireget, amelyben az elektromagneses sugarzéas a fallal termikus egyen-
silyban van. Tudjuk, hogy a sugarzasi tér oszillatormodusokra bonthato. Ezek kvan-
talasaval jutunk el a fotonokhoz. A Maxwell-egyenletek linearitasa kovetkeztében az
oszcillatorok fiiggetlenek, igy a fotongaz idedlis (kolcsonhatdsmentes) lesz. A fotonok
spinje s = 1, vagyis bozonok, de g = 2 csupan, a két polarizdcids irdnynak (ill. a kétféle
cirkularis polarizaciénak) megfelelden. Ez azzal van kapcsolatban, hogy a foton nyugalmi
tomege 0. A foton energidja, frekvencidja és impulzusa kozott az aldbbi Gsszefiiggések
érvényesek:

e =hu, (20.9)
h  hv
=" =" 20.10
tehat a fotonok diszperzios relacidja
£ = cp, (20.11)

eltéréen az eddig targyalt, nemrelativisztikus esettél. A fotonok a falban keletkeznek
illetve elnyelddnek, ezéltal az iiregben a szamuk nem allandd, azt a térfogat és a ho-
mérséklet hatarozza meg. Tehat a szabadenergidban a részecskeszam paraméter, aminek
egyensilyi értékét éppen a szabadenergia minimuma hatarozza meg:

OF (T, V, N)

S =0 (20.12)
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Maésrészt altalanosan érvényes, hogy

OF

amibol p = 0 adodik. Az atlagos betoltési szam:

1
n(p) = T (20.14)

Nem jelent ellentmondast a fenti formula p = 0-val valé hasznélata, mert az egyrészecske-
energia mindig pozitiv (0 energiaju foton nem létezik).
A (p,p + dp) intervallumban

Vidy (20.15)

allapot van. A térfogategységre juto energia u(r) spektrélis eloszlasat keressiik:

8tV hv
VU(V)dV = 766}“/—_11/2611/. (2016)

Ez a hires Planck-féle sugarzasi torvény, amely a kvantummechanika elinditéja volt (lasd
20.4 &bra).

1.5 | |

Planlck
2

nie

0 2 4 6 8 10
n

20.4. dbra. A Planck-féle sugarzasi torvény.

8t (kgT)* n?
u(v)dv = Pl e (20.17)
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ahol az n = Shv helyettesitést tettiik. Az eloszlds maximumanak helye
= — (20.18)

vagyis v* /T élland6. Ez a Wien-féle eltolédési torvény, ami megmutatja, hogy v maxi-
mumhelye a frekvenciaban az abszolit hémérséklettel aranyos. Erdemes megvizsgalni a
hatareseteket.

1. hv < kpT'. Ez a klasszikus hatareset, amivel mar korabban foglalkoztunk. Minden
oszcillator médushoz kgT energia tartozik. A nyert Osszefiiggés a Rayleigh—Jeans-
torvény.

8
u(v)dv = ]CBT—;TV2dV (20.19)
c
2. hv > kgT. llyenkor jutunk el a Wien-féle sugarzasi torvényhez:

8T

—Bhv

u(v)dy = e thVQdI/, (20.20)
ami egy empirikus torvény, és jol leirja az energiastiriiséget a nagy frekvencias
hatéresetben.

Ismeretes, hogy a kvantummechanikat elindité Planck-féle sugarzasi torvény ennek
a két formulanak az interpolaciéjabol sziiletett. A sugédrzasi tér termodinamikajat a
Planck-formuldbdl lehet szarmaztatni. Az iiregben 1év6 tér teljes energiastriiségére leve-
zethetd a Stefan—Boltzmann-torvény:

E > 8 (kgT)* /°° n® do_,
= _ = =T 20.21
1% /o ulv) dv & ko Jy o en—1 o c (20.21)

ahol az integral értékének felhasznalasaval a

_ 2m°ky

= — 20.22
77 15h3 (20-22)
Stefan—Boltzmann-allandé kiszamithaté az univerzalis allanddk segitségével.
A fotonok szaméanak varhaté értékére:
- 8TV 1 o, 8w V(kgT)® [* n? 3
Tudjuk, hogy pV = (1/3)E, mivel € ~ ¢p. Innen
1E 4o
i A 20.24
P=3y =537 (20.24)
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vagyis a nyoméas nem fiigg a térfogattdl (hasonléan az atalakulds alatti hémérsékleteken
a bozonoknél, ahol a TDL-ben szintén p = 0).

A hékapacitasra -
oF 160
Cy=|—) =—VT°3 20.25

v ( or ) 1% c ( )

kobos homérsékletfiiggés adddik. Ennek megfeleléen a hokapacitas eltinik 7" — 0 -ra,
osszhangban a termodinamika harmadik fétételével.

20.2. Szilard testek termodinamikaja

A kristélyos szilard test vaza atomokbdl, vagy ionokbdl &ll, amelyek egyenstlyi helyze-
tiikk koriil kis rezgéseket végeznek. A mechanikdban tanultak szerint be lehet vezetni
a normalkoordinatakat és a kis amplitudéju rezgések ezen normalkoordinatak segitségé-
vel felirhatok, mint fiiggetlen oszcillatorok jarulékainak ered6i. Az ilyen oszcillatorokra
alkalmazva az ekviparticio tételét megkapjuk a Dulong—Petit-szabalyt:

Cy = 3NkgT. (20.26)

Alacsony homérsékleten természetesen kvantumeffektusok 1épnek fel. Ezek leirdsahoz
az oszcillatorokat kvantalni kell. Ha tekintiink egy modushoz tartozé oszcillatort, akkor
az az energiajanak megfeleléen kiilonboz6 gerjesztési allapotban lehet. Mivel az oszcilla-
tor egymast kovetd energiaszintjei kozott a kiilonbség mindig hv, az n-edik szintre ger-
jesztett oszcillator felfoghatd, mintha n adott frekvenciaju ,kvazirészecske”, fonon lenne
a rendszerben. Ezek kollektiv gerjesztések, hiszen a normalkoordinatak kiszamitdasahoz
az egész rendszert figyelembe kellett venni. Valéban sok szempontbdl tgy viselkednek,
mint a részecskék: alkalmazni lehet rajuk a Bose—Einstein-statisztikat. A szamuk nem
allandé, tehat a fotonokhoz hasonléan a fononok kémiai potencialja is nulla. A hang-
hullamokban a frekvencia aranyos a hullaimszammal. Ennek megfeleléen lesznek olyan
modusok, amelyekre £ = ¢p, ahol ¢ a hangsebesség. Innen:

_ Voo hy
FE = const V/(; @Bh’/——lVQ dl/. (2027)

Latszik, hogy a helyzet nagyon hasonlé a fotonokhoz. A nagy kiilonség, hogy ott a
modusok szama végtelen, itt pedig véges: megjelenik a vp Debye-frekvencia, ami éppen a
szabadsagi fokok véges szamaval kapcsolatos. Egészen alacsony homérsékleten azonban
ennek nincsen jelentosége, tehat az integralds kitolhato végtelenbe és, a fotonokra ka-
pott formuldk analdgidjara megéllapithatd, hogy alacsony homérsékleten a szilard testek
hékapacitdsanak van egy T3-6s jaruléka.

A vezetOk esetében a legegyszeriibb modell, ha feltételezziik, hogy a vezetési elekt-
ronok kolesonhatasmentes fermionok. Lattuk, hogy szobahémérsékleten nem adnak 1é-
nyeges jarulékot a fajhébe, mivel a Fermi-hémérséklet ennél jéval magasabb. Egészen
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alacsony hémérsékleten azonban lathatova valik a fermionok linedaris fajhéje, mivel las-
sabban tlinik el, mint a racsrezgések kobos jaruléka. Természetesen a szigetelok és a
vezetok fajhéje T = 0-n egyarant eltiinik, ahogy ezt a harmadik f6tétel megkoveteli.
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