5. KOTOTT ALLAPOTOK

Az el6z6 fejezetben az energia operatoranak sajatértékei és sajatfiiggvényei kapcsan megemlitettiik, hogy
a kvantummechanika legkiterjettebb alkalmazdsi teriiletét éppen a kiilénb6zé mikrofizikai rendszerek
(atomok, molekuldk, szildrdtestek, atommagok, stb.) energiaoperdtordhoz tartozé sajétérték probléma

— a Schrodinger egyenlet — megoldasa jelenti.

A vizsgélat targyat képezd mikrofizikai rendszerek altalaban kotott allapotban vannak. Ez azt jelenti,

hogy energiat kell befektetniink ahhoz, hogy a rendszert alkotdelemeire bontsuk.

Kolesonhaté részecskékbol allo kotott allapotid rendszer teljes alapdllapoti energidja nyilvanvaléan
negativ, ha az energiaskdla nulla pontjat éppen a nemkdlcsonhatd, elemeire bontott, nyugvo
részecskékbol allé rendszer energidjaval definidljuk. Ebbol kévetkezik, hogy a koétott rendszer kiilonféle
gerjesztett dllapotaihoz tartozé (diszkrét, v. folytonos) teljes energidk is negativak. Beszélink a
részecskerendszer egyetlen alkotorészének energiajardl is, az Un. egyrészecske energidrél. Ez a fogalom
azzal fligg Ossze, hogy bizonyos esetekben a fiiggetlen részecske kép, amely szerint a rendszert alkotd
részecskék egy effektiv, dtlagos potencidltérben mozognak, jé kozelitésnek bizonyul (l1d. Hartree-Fock
eljards) .

Az tn. ionizdcids (vagy szeparicids) energia ahhoz szitkséges, hogy a rendszer egy elemét a végtelenbe
tavolitsuk adiabatikusan. Amig a rendszer teljes energidja az ionizédciés kiiszob (= ionizdciés energia)
alatt van, a gerjesztési energidk diszkrétek; e felett folytonos az energiaspektrum, mivel van a
rendszernek olyan eleme, amely energidja tetszolegesen valtozhat. Szilardtestek energiaspektruméra,
amint azt késébb (1d. 6. fejezet) latni fogjuk, a folytonos és tiltott energiasdvok valtakozasa a jellemzé.
Az energiaskala nulla pontjdt atomok esetén szokds az ionizécids kiiszobhoz is rogziteni (1d. He-atom

targyaldsa, 5.3.3. pont).

Ebben a fejezetben a kotott allapotban levd sokrészecske rendszerekre vonatkozo egyenletekkel, az in.
soktest probléma elemeivel foglalkozunk. A megolddsok csak kozelitd jellegliek (j6llehet elvben tetszéleges
pontossaguva teheték, amennyiben az alkotdrészek kozti kolesonhatés egzaktul ismeretes). Zart alakban
csak a legegyszeriibb valds fizikai rendszerekre sikeriilt megoldani a Schrédinger egyenletet, amint azt az
el6z6 fejezetben lattuk. Két-, vagy tobbrészecskét tartalmazo valds fizikai rendszer esetén a megoldast
a teljességi tétel révén végtelen sor alakjaban allithatjuk el6 és igy sziikségképpen kozelitésekhez kell

folyamodnunk.



5.1. A PAULI-ELV.

A 3.7. pontban lattuk: az azonossdg elve megkoveteli, hogy a hullamfiiggvény azonos részecskék
valtozdéinak felcserélésével szemben szimmetrikus, vagy antiszimmetrikus legyen. Azt is megallapitottuk,
hogy az allapotegyenlet Orzi a hullaimfiiggvény szimmetridjat. Azaz, amennyiben pl. egy azonos
részecskékbol all6 rendszer allapotfiiggvénye szimmetrikus volt egy adott idépillanatban, akkor ez
a szimmetria megérzédik az id6k végezetéig. Felmeriil tehdt a kérdés, hogy elektronokbol allé
részecskerendszerek (elektron)hulldmfiiggvénye vajon milyen szimetriatulajdonsdgot mutat két elektron

felcserélése esetén.

A kérdést legkonnyebben egy héliumatomhoz hasonlité, kételektronos modell segitségével vélaszolhatjuk

meg.

A 23. abranak megfeleld jeloléssel a He-atom

energiaoperatora a kovetkezOképpen irhato: - =
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lektronjainak koordinatai.
a két elektron (taszité) Coulomb kolesonhatdsat jelenti,
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pedig az i—edik elektron kinetikus energidjat és a 2e t6ltésli maggal valé (vonz6) Coulomb
kolesonhatdsat (k = 1/4meg).

Az emlitett modellproblémat ugy kapjuk, hogy az elektronok kozti kolesonhatast kikapcsoljuk:
V(1,2) = 0. [A modellprobléma révén a hulldmfiiggvény szimmetridjira nyert eredmény a valdsdgos
esetre is igaz marad.] Az energiaoperdtor két olyan “hidrogénatom” Hamilton operatordbdl &ll,

amelyben ¢2 helyett ¢/2 = (v/2€)? szerepel. Igy a
(H(1) + H®)pw(1,2) = Earpar(1,2)

Schrodinger egyenlet, azaz modellprobléménk sajitenergia értékeit azonnal felirhatjuk ((e/)* = 4e*
miatt)
Eap = 4E, <i2 + %) (45d)
Ng My
alakban, ahol n, és ny; jelenti a két elektron (1 vagy 2) altal elfoglalt energiaszintek kvantumszdmait [
B = —me(ke?)? /2R = 13,6 eV; ng,np = 1,2, ... ].

Az elektronok térbeli viselkedését jellemzd pqp(1,2) sajatfiggvények a H (i) operdtor normélt (i)

sajatfiiggvényeibdl dllithaték el a kivant kétféle szimmetridval:

0s2(1,2) = —= (va(D)pn(2) + wp(1)pa(2)),

Saas(]-v 2) = (Sﬁa(l)%@) - Sab(]-)(pa(Q)) :

ISR b



Alapallapotban mindkét elektron a legmélyebb allapotban van:
ng=npy=1 —= wa=¢p — ©(1,2)=ps,.

Azt kaptuk, hogy a hulldmfiiggvény térbeli (Gn. ”térszerti”) része szimmetrikus kell legyen. Azonban
egy elektron nemcsak a harom térbeli szabadséagi fokkal rendelkezik, hanem, amint azt az el6z6 fejezet
végén lattuk, az ettdl teljesen fiiggetlen kétféle spin szabadsdgi fokkal is. A (modell)probléma teljes

hullamfliggvényének igy tartalmaznia kell a kétrészecske spinfiiggvényeket is:
U(1,2) = s (1, Z)XZS(L 2).

A kérdés tehat az, hogy a kétrészecske spin-
operatorahoz tartozé x7"¢(1,2) spinsajat- 4
fliggvény milyen szimmetridaval rendelkezik.

N
Egyszerii meggondolassal belathatjuk, hogy /T N
a Xf/IQ/ 2 (i) egyrészecske spinfiiggvényekbdl <

négy kiilonboz6 kétrészecske spinfiiggvény Y

kombindcié allithaté el6. Ezek kozil >

harom az {¢; = 1 teljes kétrészecske t

spinkvantumszamhoz tartozik, a harom
killonb6z6 ms = (1,0,—1) spinvetiilet

kvantumszamnak megfelelGen:

1/2 1/2 — —1/2 —-1/2
X%(lv 2) = leg(l)xljg(Q)v X1 1(1a 2) = Xl/Q/ (1)X1/2/ (2)a

1 1/2 ~1/2 —1/2 1/2
X1(1,2) = % (X1§2(1)X1/2/ (2) + X1/2/ (1)X1§2(2)> :

Ezek tehat mind szimmetrikusak az 1 <+ 2 felcseréléssel szemben.

Az ls = ms; = 0—hoz tartozé egyetlen kombinacid,

1 1/2 —1/2 —1/2 1/2
K602 = — (M@ = a2 x5@),

viszont antiszimmetrikus.

[A (42) sajdtérték egyenletek felhaszndldsdval meggyézédhetiink arrdl, hogy a fenti kétrészecske
spinfiiggvények valéban sajétfiiggvényei az S, = S, (1) + S.(2), ill. az S% = (S(1) + S(2))? kétrészecske

spinoperatoroknak.]

A kisérletek  (pl.  Stern-Gerlach  kisérlet) tantbizonysdga szerint a  He-atom  teljes
palyaimpulzusmomentuma (¢) és teljes spinje (¢s) zérus. Igy a teljes U(1,2) kételektron hullamfiggvény

is antiszimmetrikus.



Pauli volt az, aki elsOként felismerte és megfogalmazta azt, hogy az elébbi eredmény altaldnosan igaz:
A természetben csak antiszimmetrikus elektrondllapotok valdsulnak meg (Pauli-elv).

[Kés6bbi tanulményainkban fogjuk latni, hogy barmely tipust feles spinii azonos részecskékbél
allé kvantummechanikai rendszer antiszimmetrikus hullamfiiggvénnyel rendelkezik; ezek a fermionok,
amelyek a Fermi-Dirac statisztikdt elégitik ki (elektron, pozitron, nukleon, stb.). A Bose-Einstein
statisztikdnak engedelmeskedd egész spinli (azonos) részecskékbél &ll6 rendszer hulldmfiiggvénye két

részecske felcserélésével szemben pedig szimmetrikus. Ezek a bozonok (foton, pion, stb).]
A Pauli-elvnek van egy masik, szemléletes megfogalmazasa is:

Atomon, vagy molekuldn belil két elektron sohasem fordulhat elé azonos dllapotban (Pauli-féle kizardsi

elv).

E megfogalmazds érvényességét, amely atommagokon beliilli nukleonokra is vonatkoztathatd, a

kovetkezOképpen lathatjuk be.

Jeloljiik "a” —val egy elektron atomon beliili 6sszes kvantumszamét: a = {nq, £a, me, , Sa, ms, - Ekkor a
(spint is tartalmazd) 1, (i) és ¥u(k) (i, k = 1,2) egyelektron fiiggvényekbdl felépithetd legdltalanosabb

kételektron fliggvény a kovetkezo:

\II(L 2) = Caawa(l)wa(2) + Cabwa(l)wb(Q) + Cbawb(l)wa(2) + Cbbwb(l)wb(2)a

ahol az egyltthaték az illetd allapot eléfordulédsi valészintiségével kapcsolatosak. A fenti allapot akkor
lesz antiszimmetrikus, azaz U(1,2) = —¥(2,1), ha az egyttthatékat a kovetkez6képpen vilasztjuk meg:
Caa = Cob = 0, cap = —Cpe = ¢. Az antiszimmetricitds kovetelményének kielégitése tehat megkoveteli a

|caa|? = |cop|? = 0 valdszintiségek eltiinését, amely éppen a Pauli-féle kizardsi elv fennallasat jelenti.
A kapott hullamfiiggvény determindns formaban is felirhatd, mivel

Yall) (1) ‘

U(1,2) = ¢ [va(1)Ys(2) — o (1)a(2) | = ¢ Ya(2) ¥s(2)

(A c¢ konstanst a normédldsi feltételbél lehet meghatdrozni.)

Eredményiinket dltaldnosithatjuk N elektron esetére is. Altaldban egy N elektronbdl (vagy nukleonbdl)
allo rendszer leirasara j6 kozelitést szolgaltat az az N —részecske determindns, az tn. Slater-determindns
hulldmfiiggvény, amely a spint is tartalmazé egyelektron (egynukleon) hulldmfiiggvényekbdl az tn.

spinpalydkbol épil fel:
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Gi(N) a(N) . ()

Ez a felirasi mod a szimmetria kovetelménynek egzaktul eleget tesz, viszont a Schrodinger egyenletet
csak kozelitoleg elégiti ki:

amint azt a késObbiekben fogjuk latni.

5.2. PERIODUSOS RENDSZER. ATOMOK



Az eddigiek elegenddk ahhoz, hogy a kvantummechanika alapjan kvalitative értelmezziik a periddusos

rendszert, amely a fizikdnak és kémianak sokaig rejtélyét képezte.

Tekintsiink egy Z—rendszamu atomot, amely Z
szdmu elektront tartalmaz (24. &bra). Az atom -e -e
Hamilton operatora

z z e S
Hy(1,2,..2) =S H(i) + 3 V(i) Qﬁ\ -
i=1 i£j O‘V?e

alakban frhaté fel, ahol ™= Y
. e2 24. abra. Atomi koordi-
V(i,j) =k——— natak.
ri — ;]
két elektron (taszité) Coulomb kdlcsonhatdsat jelenti, mig
h? Ze? h? Ze)?
0 LAty W ) N0
2m; T 2my; T
az i—edik elektron kinetikus energiajat, valamint
a Ze toltésii maggal valé (vonzé) Coulomb 0
kolesonhatdsdt (kK = 1/4mweg). Elhanyagolva a < o
. o - s b4 - .
V(i,j) elektronkolesonhatési tagot, felirhatjuk a & :‘ % e
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i=1 " és energiak viltozdsa a Z

rendszam fiiggvényében.
Amennyiben nem miikédne a Pauli-elv, és

minden elektron az n; = 1—es (alap)allapotot foglalhatna el, akkor a képlet a kotési energidra monoton
véaltozast jésolna Z—ben, ellentétben a tapasztalt periddikus véltozdssal (25. dbra). Az atomok fizikai
és kémiai tulajdonsagai, igy a kotési energidk is, peridédikusan valtoznak a Z rendszam fliggvényében.

A periédusokat lezaré elem jele, a Z rendszam és a AZ a kovetkezé tablazatban talalhato:

elem He Ne Ar Kr X Rn

Z 2 10 18 36 54 86
AZ 8 8 18 18 32

1. Tablazat
A téblazatban el6forduld egész szamok a Pauli-elvvel magyardzhatok: az elektronallapotokat jellemzd
n, £, mg, ms kvantumszam-négyesnek mindegyik elektronra kiilonboznie kell, ezért egy alhéjban csak
2-(20+1) elektron tartézkodhat. Azaz egy f6héj elektronjainak a szdma a kovetkezd képlettel szamithatd
ki:

n— n—

1 n—1 1 (nfl)n
d2-(20+1)=2 lQZEJer] 2{2T+n] = 2n2.

£=0 =0 £=0



Tablazatos formaban:

f6héf K L M N alhéj s p d f

n 1 2 3 4 14 0O 1 2 3

2n? 2 8 18 32 2-(2¢+1) 2 6 10 14

2. Téblazat
Az 1. és 2. téblazatban el6fordulé szdmok hasonlésdga szembeszokd, és reményt nyujt arra nézve,
hogy egyediil a Pauli-elv alkalmazasaval megérthetjiik a periédusos rendszerben kifejez6d6 fizikai és
kémiai szabalyossagokat. Ehhez azonban még egy fizikai megjegyzést kell tenniink. A magasabb
héjakban csoportosuld, valamint a magasabb impulzusmomentummal rendelkez6 elektronok a magtdl
tavolabbra helyezkednek el, mint az alacsonyabb héjban levé tarsaik. Ennek kovetkeztében szamukra
az effektiv magtoltés kisebb, le van arnyékolva a belsé palyan mozgd tarsaik &ltal. fgy az egyes
elektronok valdjaban egy V(r) = —Ze2/r + zn0(r)e?/r potencidltérben mozognak, ahol a zn(r)
arnyékolo fiiggvény allapotfiiggd. Mindez azt eredményezi, hogy az elektronok energidja kismértékben

az { mellékkvantumszamtdl is fiigg.

Ezek utédn a periddusos rendszert a kovetkezdképpen irhatjuk le. [Hasznéljuk a 3. Tabldzatot, ahol az
egyes nivékon (héjakon) elhelyezkedd elektronokat sematikusan 1, ill. | jeloli a kétféle spinbedlldsnak
megfelelden, valamint alkalmaztuk az (nl)* jelolést is, ahol x = az elektronszamot jelenti. Vegyiik

igénybe a 4. Tabldzat informécidit is.)



Elsé periédus: n =1, £ = 0. Az (1s) héjban minddssze 2 - 12 = 2 elektron lehet. A H-atom esetén

megkezdddik, és a He-atommal mar le is zarddik az n = 1—es f6hé;j.

Madsodik periédus: n =2, ¢ =0,1. Az n = 2—es féhéjban 2 - 22 = 8 elektron foglalhat helyet. A héj
betoltédése az energetikailag kedvez6bb helyzetet jelentd (2s) alhéj betoltédésével kezdddik (Li-atom).
A Be-atommal befejez6dik a (2s) alhéj feltoltédése, igy a B-atommal megkezd6dik a kovetkezd alhéj, a
(2p) felépiilése (B, C, N, O). Az alhéjba tartozé elektronok szdma a F-atom esetén 6t, mig a maximélis

betoltottség — 6 elektron a (2p) héjon — a neon (Ne) esetén valosul meg.

Harmadik periodus: n = 3, ¢ = 0,1. Ebben a periédusban ugyanigy 8 elem foglal helyet mint az
el6z6ben, mivel csak az s és p alhéj toltédik be. A periédus Na-mal kezdddik, Mg-mal folytatodik,
ahol a 3s alhéj telittetté valik. Ezutdn a 3p alhéj feltoltédésével folytatédik a periddus (Al, Si, P, S),
amelynek utolsé el6tti eleme a halogének csoportjaba tartozé klér (Cl), mig az utolsé a nemesgdz argon

(Ar).

Negyedik periodus: n =4, {=0; n =3, {=2. Ebben a periédusban el6bb az energetikailag kedvez6bb
4s héj toltédik be: K, Ca. Ezutdn folytatédik a még tires (3d) alhéj feltolt6dése a szkandiummal (Sc);
az alhéj fokozatos betoltédése olyan fontos fémeket ad, mint a Ti, V, Cr, Mn, Fe, Co, Ni, Cu, Zn.

Ezutan a 4p héj kovetkezik. A periddus utolsé elotti eleme a halogén Br, az utolsé a nemesgédz Kr.

Hasonlé médon épiil {6l az 5. periddus, amelyben el6szor az (5s) héj toltédik be (Rb, Sr), majd
folytatédik a (4d) héj feltoltédése (Y, Zr, Nb, Mo, T¢, Ru, Rh), amely a Pd-mal zdrédik. Ez utébbi
elem mégsem nemesgdz, mivel a (4d) héj a kozelfekvé (5s) szint miatt nem stabilis, mas elektronokkal
valé kolesonhatdsa révén konnyen dtrendezddik (1d. 4. Téblazat). A periédus utolsé elétti eleme a jod
(J, vagy I), amelyben egy elektron hidnyzik ahhoz, hogy az (5p) héj teljesen betoltédjon. A betoltédés

a nemesgdz xenonnal (Xe) valésul meg.

A 6. periddusban a (6s), (5d), valamint a (6p) héjak toltédnek fel, kezdve az alkdli fém tipusi
céziummal (Cs), folytatédva a foldfémekhez tartozé bariummal (Ba), utolsé elétti elemként az
antimonnal (At), végén pedig a nemesgdz tipusi emandciéval (Em), vagy mésnéven radonnal (Rn).
Az (5f) és (bg) pdlydk tiresen maradnak a magas impulzusmomentumhoz tartozé szintek magas

energiasziikséglete miatt.

A 7. periddus Osszes elemét nem ismerjiik, mivel az idetartozé elemek atommagjai nagy toltésiik miatt
instabilak. Mindenesetre a (7s) héj toltédik fel az els6 oszlopba tartozé franciummal (Fr), és a mdsodik
oszlopba tartozé radiummal (Ra). Ezutdn az (5f) héj feltoltédése indul be: Ac, Th, Pa, U, Np, Pu,
Am, stb.

Maéarmost konnyen megérthetjiikk a periédusos rendszer bizonyos jellegzetességeit. A nemesgdzok lezdrt
elektronkonfigurdciéval rendelkeznek, ezért nem mutatnak vegyiilésre hajlandésiagot, még énmagukkal

sem. A nemesgazok (He, Ne, Ar, Kr, X) atomos dllapotban vannak.
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alkali fémek foldfémek ... ... halogének  nemesgazok

3. Téblazat

Az els6 oszlopba tartozé alkdli fémeknek {nemesgdz + kiils§ elektron} szerkezete van. Ezért érthetd,
hogy heves reakcidkra képes az utolsé el6tti oszlopban allé halogénekkel, amelyeknek viszont eggyel

kevesebb elektronjuk van a nemesgéz konfigurdciéhoz képest. (Sék képzddnek.)

Az alkali fémek neviiket annak koszonhetik, hogy konnyen leadhaté kiils¢ elektronnal rendelkeznek.
Mint késébbi tanulmanyainkban latni fogjuk, a fémes jelleggel azok az elemek rendelkeznek, amelyek
le tudnak adni egy vagy két elektront a vezetési sdvba. A masodik oszlopba tartozé kétvegyértékii

foldfémek mar két elektronjuk révén tudnak vegyiiletet képezni.



Az egyvegyértékii halogének egy elektron felvételével az energetikailag kedvez6bb nemesgdz konfiguracid
kialakitasara torekednek. Az elektronfelvétel nemfémes jelleget kolcsonoz ezen utolsé elétti oszlopba

tartozé elemeknek (a halogének gdz-, ill folyadék dllapotban fordulnak eld).

Ezek utdn konnyen megérthetjiik a kvantummechanikai tanulmanyunkban eddig el6fordult nevezetes

elemek tulajdonsagait, amelyeket elektronszerkezetiik hatdroz meg.

Az Einstein-de Haas kisérletben megismert vasatom (Fe) elektronszerkezete:

!45}2
(35)%(3p)5(3d)°
!15}2

Pontos kvantummechanikai szamitasok megmutattak, hogy a nem lezart 3d palyan levo hat elektron
T T—ként helyezkedik el, s ebbol kovetkezik a teljes spin ¢ = 2—es értéke, amely a vas

mégnesezhetSségét lehet§vé teszi (v6. Hund-szabély).

Mésik példa a Stern-Gerlach kisérletben eléforduld eziist (Ag-) atom elektronszerkezete, amely a

kovetkezoképpen irhato fel:
(1)%(2)%(3)"%(45)(4p)° (4d)* (55) "

A teljes pélyaimpulzusmomentum zérus, a teljes spin viszont ¢, = 1/2, amelynek értékét a legkiilss

palyan levé egyetlen elektron hatarozza meg.

Az a tény, hogy rendszamban egymashoz kozel all6 elemek teljesen eltéro fizikai és kémiai tulajdonsagot
mutatnak, mig egymdéstdl nagyon kiilonb6z6 rendszamu elemek hasonlé fizikai és kémiai tulajdonsaggal
rendelkeznek, a fizikdnak és kémidnak sokdig megoldatlan rejtélye volt. A periédusos rendszer (Id. 4.
Tébldzat) értelmezését méltan tarthatjuk a kvantummechanika egyik diadalaként szémon. A rendezéelv,
mint lattuk a Pauli-elv volt, amely az azonossag elvébdl fakadt. Ezért kimondhatjuk, hogy a részecskék
megkiilonboztethetetlensége nem tudasunk hidanyos voltat tiikrozi, hanem a természet egyik torvényét
fejezi ki. A Pauli-elvnek nagy szerepe van a kémiai kotés, a telitettség, valamint a vegyértékek

létrejottében, ill. magyarazataban.
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4. Tablazat. Az elemek periédusos rendszere
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5.3. KETTEST
PROBLEMA. DEUTERIUM. IDOTOL FUGGETLEN PERTURBACIOSZAMITAS. A
HELIUMATOM

5.8.1. A hidrogénatom mint kéttest probléma. A deutérium.

Az eléz6 fejezetben targyalt H-atom probléma megoldasanal kismértékii hibdt kovettiink el: a proton
tomegét végtelennek vettiik azaltal, hogy az elektron mozgasat leiré koordindta rendszer kozéppontjat
hozz4 rogzitettiik. Valéjaban a proton véges tomegt, igy az elektron kismértékben befolydsolja mozgasat
az elektromos kolesonhatas révén. A koordindta rendszert a kézos tomegkodzépponthoz kell régzitentink,
vagy egy inerciarendszer egy fix pontjdhoz. A 26. dbra ez utdbbi esetet mutatja be egy &altaldnos,

mq, meo tOmegl kétrészecske problémaéra.

Definidljuk a tomegkozépponti és  relativ

helyvektort:

&

miry + maols &
== 3 r=rTr; —To el
mi + me r
Iy
valamint a teljes és redukalt tomeget: v &g My
mi1ms m, .
M=mj+me, p=—"-"-—. A
mi + ma

A Kkétrészecske rendszer teljes Hamiltonija ezek
utan igy irhato: Origé

26. dbra. A kétrészecske
probléma koordinatai.

K2 K2
Hiot =T1 +To 4+ Vio = 72—7’711Ar1 —= 2—m2Ar2 + Via(r)
K2 K2
= Tcm(R) —+ Hrel(r) = fmAR — ZAF + ‘/12(1')

Tem csak R-t0l fiigg és a tomegkozéppont transzlacidjat irja le; ez az operator a kétrészecske kotési
energidgjahoz nem ad jarulékot. Két részecskébol allé rendszer belsé allapotat s igy a kialakuld
energianivékat H,. szabja meg. Specializdlva H-atomra (mi = my,mo = me,Via = —ke?/r), a

proton visszalokddésére is figyelemmel levo
h? e?
(_Q_Ar - k'_) wnlm = Enwnlm
I r

hidrogénatom Schrodinger egyenlet a korabban targyalttél minddssze abban tér el, hogy az me
elektrontomeg helyett az ettol csak kismértékben kiillénbozé

MpMie _ Me _ Me _ Me
mp+me 1+ 14 g 1,0005

/’l’:

redukalt tomeg all. Igy az energiasajatértékek E, = Ei/n?, n = 1,2, .. képletében E; kifejezése is
E1; = —pe*k?/2h?—re médosul. 1932-ben Urey a H-atom Balmer-sorozatdnak tanulményozdsa kozben
észrevette, hogy a vonalaknak gyenge kiséroik vannak; a gyenge és erds vonalak frekvencidinak ardnyéra

a
Me

Voyenge _ 1,00025 1+ 3,
Verss  1,0005 1+

me
mp
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Osszefiiggést kapta. Ebbol arra koévetkeztetett, hogy a H-gazban csekély mennyiségben el6fordul olyan

H-atom is, amelynek magja dupla tomeggel rendelkezik. Urey igy fedezte fel a deutériumot.

5.3.2. AZ IDOTOL FUGGETLEN (SCHRODINGER-FELE) PERTURBACIOSZAMI-
TAS

A kozelitd modszerek koziil kiemelkedGen fontos a perturbécidszamitas. Alkalmazasdra akkor van

lehet6ség, amikor a H Hamilton operator két részre bonthato,
H=Hy+V,
egy Un. nemperturbalt részre, amelynek megoldasa ismert:
(Ho - B =0, k=12,
valamint egy V perturbdciéra, amelynek hatdsa “gyenge”. Amennyiben a perturbacié id6tél fiigg, az
id6tol fliggd (dn. Dirac-féle) perturbécidszamitasrdl beszélink (I1d. 7. fejezet).

Ebben az alfejezetben olyan perturbéacidkkal foglalkozunk, amelyek nem fiiggenek az id6tél. Ezt a fajta
kozelité szamitast elsé kidolgozoéjardl Schrodinger-féle perturbaciészamitasnak nevezziik. Két esetet

kiillonboztetiink meg aszerint, hogy a perturbalatlan probléma elfajult, vagy nem elfajult.
A) A perturbdlatian probléma nem elfajult.

Célunk a teljes Schrodinger egyenlet
(H — Ep)r, =0, k=12 ..,

megoldasanak el6allitdsa a nemperturbalt w}(go) megoldésok teljes rendszere szerint. (Végig feltessziik,
hogy ez a rendszer diszkrét, j6llehet folytonos spektrum esetére is érvényesek a megdllapitdsok.) Ennek
érdekében bevezetiink egy 0 < A < 1 valds paramétert s az eredeti probléma helyett a H(\) = Hy + AV
médositott probléma

(Hop + AV — Ex(\)Yi(N) =0, k=1,2,..

megoldasat tekintjiik.

A Schrodinger-féle perturbéciészamités alapfeltevése az, hogy az Ej(\) energia és a ¢r(\) megoldds

analitikus fliggvénye a A (csatoldsi) dllanddénak és igy ezek hatvdnysorba fejtheték A szerint:
Ey(\) = EX BN + 2B + -

) = 0 + e a2 4

(A = 0 esetén nyilvan a nemperturbalt megolddsokat kapjuk, A = 1 esetén pedig a keresett probléma
megolddsait, amelyek a perturbdcié “gyengesége” folytdn konvergensek.) Helyettesitsiik be ezt a

sorfejtést a fenti Schrodinger egyenletbe!

[Ho — B + MV — EV) = 22BP — BEP — -l + ap) + X202 -] =0,
k=12,

Tetsz6leges A\—ra az egyenlet akkor elégithetd ki, ha A minden hatvanyanak egytitthatdja zérus:

12



X (Ho—EMp® =0,  k=1,2,-- (47a)
A (Hy— EpV + (v —EM)wY =0, k=12, (47b)
N (Ho— EOWY + (V- EMw) - EPy” =0, k=12, (47c)
X (Ho— E® + (v — EWyp® — E@y) _ g0 g =12 (47d)
Az (Hy— EO)l™ + (v — EMyp ) — EPpn2 L g0 —

k=1,2,--  (47Te)

Ezek azok az egyenletek, amelyek kiilonb6zé rendben szukcesszive meghatarozzéak az energiat, ill.
a hullamfiggvényt. A nulladik rend, (47a) egyenlet, példdul azonosan megegyezik a nemperturbalt
probléméval, amelyet ismeriink. A (47b) egyenletbél az elsérendii korrekciét kapjuk és igy tovabb.
Ahhoz, hogy a megolddsokhoz 1épésrol-1épésre eljussunk, ki kell haszndlni azt a tényt, hogy a

nemperturbdlt megolddsok, valamint a teljes megolddsok (orto)normadltak:
<¢1(90)|¢1(0)> :6k‘la k7l: 1725"'

<wk|wk>:1 k:1a27

Mérmost ahhoz, hogy a {i¢p — w,(co), mikozben A — 0} kovetelmény teljesiiljon, a ‘keresztnormat’ a

kovetkezoképpen definialjuk:
<¢l§0)|¢k>:1 k:1527

Ebbél viszont azonnal kovetkezik, hogy a kiilonb6z6 rendii megolddsok a nemperturbalt megoldasra

ortogondlisak (0sszhangban azzal, hogy a kiillonb6z6 A hatvanyok egyiitthatéinak el kell tiinnie):

(o) =0, i=120 k=12

Ezek kihaszndldsdval kaphatjuk meg a kiilonboz6 korrekcidkat. Pl. az elsérendiit gy, hogy (47b)-t

balrél beszorozzuk w,(co)*—gal és integraljuk a valtozok szerint. Az igy nyert

(1o — B + (o1(v - By ) =,

egyenletbdl az elsd tag eltiinése miatt (Ho hermitikus!) az elsérendii energiakorrekcié képlete:
1 0 0
B = (W),

Miésrészt j # k esetén a ¢§0)*—ga1 képezett matrixelem Gsszefiiggésbol:
0 0)\ (1 0 1y, (0 .
(601(Ho = BV ) + (01v = B ) =0, (£ k)
azaz az
0 0 0 0 0 .
(B - EO) (0”100 + (sOvel®) =0, (£
egyenletbdl a nullad- és elsérendlt megoldasok atfedésére kapjuk:

(e v

(1) 7< 0),,(D\ _
e = (V") = ,
Jk J k E]io) B EJ(O)
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Ezek az atfedési (ill. kifejtési egyiitthatok) felhasznalhaték a hulldmfiiggvény elsérenddi korrekcidjanak

meghatarozasara. Ez utébbi ui. kifejthetd a w§0)7k teljes rendszere szerint:

l(cl) = Z ¢(0 = kk Z ¢§0)-
J

Jj#k
Az ismeretlen c( ) egytitthatot w normaltsaga rogziti.

A hullamfiggvény elsd rendig korrekt kifejezése tehat (A = 1):

{vel’)
be =0+ = W+ g + 3 v

(o
7 EY - Ef

Az energia elsérendig korrekt kifejezése pedig:

B =B + B = B + (vOvy”).

14
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B) A perturbdlatlan probléma elfajult

Abban az esetben, ha a perturbdlatlan probléma k—adik szintje p—szeresen elfajult azaz
(HofE]iO)) ]i?l):(), k:1,27~..7 04:172;"']7,

az el6zé meggondolasok kismértékl valtoztatassal érvényben maradnak. Az eredeti probléma helyett
most is a H(\) = Hy + AV mdédositott problémét oldjuk meg,

(Ho + AV = Epa(M\)Wra (M) =0,  k=1,2,---, a=1,2,--p.

(A = 0 esetén nyilvdn a p—szeresen elfajult nemperturbélt megolddsokat kapjuk, A = 1 esetén pedig,

mint 14tni fogjuk, a keresett probléma mar nem elfajult megoldésait.)

Az Ei(N\) energidt és a 1po(A) megolddst (a perturbacié gyengesége folytan konvergens) hatvénysorba

fejtjiik a A csatolési allandé szerint:
Era(\) = B + ABL) + N EZ) +
Pra(N) = ) + M) + X292 +
Ezt a sorfejtést a megoldandd Schrédinger egyenletbe helyettesitve a
[Ho— B + AV = EL)) = NEZ - NED — ) + xpll) + N202) -] =0,
k=12, a=1,2-p
Osszefiiggést kapjuk. A 7\ minden hatvdnydnak egyiitthatdja zérus” feltételbdl nyerjiik:
X (Ho—EM® =0,  k=1,2,---, a=1,2---,p, (49a)
Ay (Ho— B+ (v —EDw® —0, k=12, a=1,2---,p (49b)

0 2 1 2 0
A2 (Hy - EQWE) + (v - Bl — EDy) =,

k=1,2,--, a=1,2---,p  (49¢)
: 0 3 1 2 2 1 3 0
N (Hy— EOY® (v - EDp® — ERyD _ E@y® _ g

k=1,2,---, a=1,2---,p  (49d)
P (H E(O)) (")_i_(v_El(CL)) li’;*l) E(Q) (" 2) E(") (0) 0

k=1,2,---, a=1,2---.p (49e)

A nulladik rend itt is azonosan megegyezik a nemperturbalt problémaval.

A (49b) egyenletb8l az elsérendii korrekciét tigy kapjuk, hogy balrél beszorozzuk wl(c(g,*—gal és
integraljuk a véltozdk szerint. A kapott egyenlet

<wl(coa)/|( E(O)) (1)>+<1/)1(;21|( E]iiu)) (?1)>:07 k:]-an"'a 04;04/:1,2,"',17

els6 tagja eltinik Hy hermitikussidga miatt, a masodik tag pedig a kovetkez6 Osszefliggést szolgdltatja

az els6rendii energiakorrekcié meghatarozasara:

El(c}x)(saa’ :<1/)1(;2f|v¢(0)>7 k:]-an"' ) aaa/:172a"' ,y D-



Ez a = o esetén akkor hatdrozza meg az energiakorrekciét, ha a # o' esetén egyben <w,(€0a), |Vw,(;2 =0

is teljesiil. Azaz, ha a V perturbacié matrixelemei diagondlisak a perturbédlatlan probléma w,i(;)

(k =fix, a=1,2,---,p) sajatfiiggvényeinek alterében.

Ez altalaban nem szokott teljesiilni a rendelkezésre all6 perturbalatlan megolddsok esetén, viszont egy
uniter transzformaciéval mindig taldlhaté egy olyan béazis, amelyben V' diagonalis. Jeloljiik ezt a béazist
feliilvonéssal, azaz
P
—(0) 0
ka — Zaaa/w]ia)/a a:1a27"'ap
a’'=1

mar az a transzformalt bazis, amelyre egyrészt kikotjik az ortonormalitést:

(0),=-(0) Zp 0) ,,(0)
- - * 0 0
Vool = <wka |wka/> = Ao Qo ! < ko' |wka’”>
al ol =1
p p
= E aza//aa/a” = E a/j;anagua/,
a’’=1 a’’=1

(amely eredmény métrix alakban felirt form&jabol latszik legkonnyebben, hogy az a matrix uniter:

I=a*a’” — a*=(a’)"!: unitaritdsi feltétel), mdsrészt megkoveteljiik, hogy a potencidl-matrix
diagonalis legyen:
) —©0),,,—(0) - ©) 117.,(0)
Eka 5040/ = < ka|V1/},m/> = Z aza//aa/a”’ <1/Jka//|V1/)kam>
ool =1
P
= Z azauvka”,ka’”ag/ua/,
ol =1

ahol bevezettik a
Vi ko = (0 V5, )

jelolést a potencidl-matrixra. Matrix alakba frva (és elhagyva a k 4llapotindexet) kapjuk az
attekinthetobb

EM = a*Va”
Ty~

egyenletet, amely az a* = (a®)~! uniter-feltétel kihasznaldsaval

aTEM = vaT

formdba irhatd, azaz (tovdbbra is elhagyva a fix k indexet, és emlékezve arra, hogy EM diagondlis) a

p
Z Vaa'aa”a' - Eélu)aa”a = 07 Q, Oé” = 17 2) P (503')
a’'=1

homogén linedris egyenlet rendszert kaptuk az ismeretlen a,. egyitthaté-matrix meghatarozasara.

Ennek trividlistol kiillonb6z6 megoldédsa akkor van, ha a

Vi, — EYY Via . Vip
Vs Voo — B L Vs
D= . - , P20, a=1,2-,p (k=fix (50D)
Vi Vo . Vo —E
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un. szekuldris determindns eltlinik. Ez a feltétel elegendd a p—szdmid (nem feltétlen kiillénbozd) E,(;l)
energiakorrekcié meghatarozasara, amely révén a teljes energia elsérendig korrekt értéke

Epa = E” + B a=1,2--p. (50¢)

ko

A hulldmfiggvény elsérendii korrekcidjat az uniter transzformécionak aldvetett, teljes rendszert képezd

nemperturbélt probléma sajatfiiggvényei szerinti kifejtéssel

lila) C;Bja’agg)/’ k:172""ﬂ a:1a27"'ap

jo!

hatarozhatjuk meg a fentebb vazolt médon. E kifejtést behelyettesitve a nglal felirt (49b)-be, majd
(1)

balrél wl(g?,* —gal (I # k) beszorozva és integrélva a véltozdkra, az ismeretlen ¢, o

(ool
CE@B jo! = (0) ) (k 7é .7)
’ B - B

egylutthatokra a

képletet nyerjiik, amely révén a hullamfiiggvény elsérendig korrekt alakja a kovetkezd:

—(0) (1) < | %(g > —(0)
Vo = Ppr + 9 = (L), T + 3 Z ) Ve (50d)
j#k o

Itt c,(;);,m a normdalasbol hatarozhat6 meg.

Az elsérendii korrekcidk gyakran elegendé felvilagositassal szolgdlnak a perturbécié okozta effektusokrol.
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5.3.3. A HELIUMATOM.

Az 5.1. fejezetben a Pauli-elv kapcsian az

/Z" VS
elektronkolcsonhatas figyelembevétele nélkiil tér- s - TR
gyaltuk a He-atom alapallapotat. Ebben az al- o 0

y; RS £
I )) e Ionozdacids energig

fejezetben az elektronkolcsonhatast a pertur- TRt .
baciészamitas elsé rendjében fogjuk figyelembe
venni az energiameghatarozas céljabol, valamint (n“",:)z) Bl
felirjuk a teljes nulladrendi hullamfiggvényt.
27. dabra. A He-atom

Mindenekelott azonban egy pillantast vetlink a spektruma az elektron-

(1ot e . P kolcsonhatds  kikapesold-
27. abrara, ahol az elektronkolcsonhatas nélkiili sakor.

”?He-atom” spektruma lathaté.

Az (1,1) dllapot a (térben szimmetrikus) alapdllapot. Ez 4-szeres hidrogénatom alapéllapoti energidval
rendelkezik, amennyiben az energiaskdla zérus pontjit az (1,00) els6 ionizécids kiiszobnél vessziik
fel. Els6 ionizacids kiiszobnek hivjuk azt az energiat, amelynél az egyik elektron kiszabadul a kotott
allapotbdl s atkeriil szérasi dllapotba. Ettél kezdve az atom energidja folytonos, és ebbe a folytonos
spektrumrészbe dgyazodnak be a masik, még kotott allapotban levd elektron diszkrét nivéi. Ezekrol a

kontinuumbeli kotott dllapotokrdl elektron—Het-ion széréas kisérletekbél szerezhetiink tudomaést.

Joéllehet a spektrum f6bb jellegzetességeit ez az egyszeriisitett modell visszaadja, a valédi energiaséma

az elektronkolcsonhatas miatt moédosul. frjuk fel a He-atom energiaoperatorat a
Hyo=Ho+V

forméban (1d. 5.1. fejezet, (45a—c) egyenletek, és 23. dbra), ahol a ”perturbélatlan” operdtor, amelynek
sajatérték problémaéja ismeretes,
Hy=H(1)+ H(2)

alakban irhato, ahol

2 2
H(Z):f;i Arifk@a =1,2,
m; T

a perturbaciét okozo6 operator pedig az elektronok taszité kolcsonhatasabol adédik:
e
V:k—’ (’]”:|I‘1*I‘2|, k:1/4ﬂ-€0)-
r

A Hy perturbédlatlan probléma a kicserélédés kovetkeztében kétszeresen elfajult (p = 2). Ez azt jelenti,
hogy a (Hp — E,go)) ,(;2 = 0 sajdtérték egyenlet két (o« = 1,2 = p) linedrisan fiiggetlen megolddssal
rendelkezik, amelyek mindegyikéhez ugyanaz az El(co) nemperturbalt energia tartozik. A nemperturbélt
megoldasok ¢, (i) hidrogénszerii fiiggvények szorzatdabdl épithetd fel, és mind 1/),201)(1, 2) = pa(1)wp(2),
mind w,(g)(lﬂ) = ©a(2)pp(1) megoldds, ugyanazon E,io) = E, + By = 4E1(1/n% + 1/n?) sajatértékkel

(Ey = —13,6 eV). A perturbdlatlan probléma dltaldnos megolddsa ezek linedrkombindciéibél fog &llni:
—(0)
wka (172) = aalwl(g(i)(LQ)+aa2wl(gg)(172)a a = 1527

ahol a normalizacids feltétel miatt az egyiitthatokra fennall az

ailJraiQ:l, a=1,2

megszoritas.
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Az elektronkolcsonhatés energiat modosité hatasat elsérendii perturbédciészamitassal vessziik figyelembe,
amelynek egyenletei (V;; = <1/),(£)|Vw(0)> 1,7 =1,2)

ao1(Vi1 — E&D) + aa2Vi2 =0,

aal‘/21 + aaQ(‘/Q2 - ES)) = 07

(50b) alapjén meghatdrozzdk mind az ismeretlen an1, ane egylitthatékat, mind az elsérendii
energiakorrekciét: E(l) E,Sl) ~ Fro — E}go) =Fio—FE,— Ep (e =1,2; FEgq pedig a k—ik llapot
egzakt energidjat jelenti). A fenti homogén linedris algebrai egyenletrendszer trividlistél kiilonb6zé

megoldasait akkor kapjuk meg, ha a

Vit — E Via
D= , a=1,2
Var Voo — ESY
szekuldris determinéns eltiinik.
Eszrevéve, hogy
Vi1 = Vg = C = ke? /Wa 1) *len(r2)? dridry =~ 34eV
r1 — o

az elektronok toltéseloszlasabdl szarmazd Coulomb-kolesonhatasi energia, valamint a

Vio=Va =K = k;e2/ “"a(rl)‘pbgl)@i("”)% (r2)dr1dr2 >0
1 — 12

matrixelemek a klasszikus analdgiaval nem rendelkez6 tn. kicserélddési kolcsonhatas kovetkeztében
jonnek 1étre, D = 0—bdl kovetkezik (C — ESV)? = K2, azaz

1 1

E; ag1 = —022 = \/5

Azt kaptuk, hogy a V perturbécié a K kicserélédési kolcsonhatds révén feloldotta a Pauli elv okozta

E]il) E(l) C+ K — a1 = +taijg =

degeneraciot, s igy a k—ik allapot elsé rendig korrekt energidja két szintre, az
Em=E"+EY=E,+E,+C+K, (para) (51a)
Ew=E"+EY) =E,+E,+C—-K, (orto) (51b)

képlet szerint felhasadt. Az dllapotok ennek megfelelen szétvalnak egy szimmetrikus

T (1,2) = 002(1,2) = == (0a(De(2) + 95(1)¢a(2)),  (para, S=0, szinglett)

N

és egy antiszimmetrikus
—(0 1 .
D(1,2) = pus(1,2) = = (0a(Dp(2) — 2p(D)pa(2)).  (orto, S=1, triplett)

térszer résszel rendelkezd részre. A Pauli-elv miatt az el6bbihez antiszimmetrikus (S = 0) spinfliggvény,
az utébbihoz szimmetrikus (S = 1) kétrészecske spinfliggvény tdrsul. Mivel a (mégneses nyomatékuk
révén megvalésuld) spin-spin kolesonhatds két elektron kozott kicsi, dtmenet a szingulett (S = 0)
allapotbdl a triplett (S = 1) allapotba ritkdn valésul meg. Ezért kezdetben a héliumgazt két kiilonallé
komponensbol Osszetett gaznak gondoltak a spektroszképusok és orto-, ill. para-héliumnak nevezték el

ezt a két tipust (orto-hélium az (S = 1) spintriplett).
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A héliumatom teljes (nulladrendil) hullimfliggvénye tehat a kovetkez6 analitikus formdban {rhaté fel:

522(01.2) = 2= (D) = @u(1)eu )

és

1/2 1/2
X172 (x1/5(2)
1/2 —1/2 —-1/2 1/2
% lez(l)xl/g/ (2)+X1/2/ (1)X1§2(2))
—1/2 —1/2
X19 (x5 (2)

0 (1.2) = 5 (oD@ + o) o (MA@ —x 0 e)

Az, hogy az eredetileg elfajult energianivok
milyen irdanyba tolédnak el, természetesen C'
és K el6jelétél és nagysagatol figg. A C
Coulomb integral pozitiv, mivel az integrandusz
pozitiv. (Fizikailag is ezt véarjuk.) A K kicse-
rélédési integral nagysdga a @gpp egyrészecske
allapotok atfedésétdl fiigg: az (egyrészecske)
alapallapot (n, = 1) és egy magasan gerjesztett
(egyrészecske) allapot esetén (n, =nagy) nyilvin
kicsi lesz az (ng,ny,) kétrészecske szinthez tartozéd
K kicserélodési energia. Explicit szamolasok
megmutatjak, hogy az alcsonyan fekvo nivédkra
(ng,mp ~ 1,2,..) K is pozitiv, és valamivel kisebb
C—nél. A legmélyebben fekvs alapéllapot para-
hélium (1d. 28.a &bra, ahol a 25F1L; jelolés
alkalmazzuk a kételektron allapot jellemzésére;
S, L,J a megfelel6 S = s; + s, L =
I, +1,, J = L + S operatorokhoz tartozé
kvantumszdmok). (Orto alapéllapot nem valésul
meg a természetben, ld. 5.1. pont.) Az els§
gerjesztett F7 + Es szint felhasad egy FE; +
Es +C + K para- és egy EF1 + Fy + C — K
orto-hélium &allapotra. Ez utébbi metastabil
10%s élettartammal, mivel alapédllapotba vald
szabdlyok atal (1d.
7. fejezet) elsé rendben tiltott. [Az elsd

dtmenete  kivalasztési

gerjesztett para-nivé is metastabil 7 = 19.7 ms

élettartammal.

(52a)
(52b)
493 ms
[0y Py e
o, et i
(’l , ’: Sg-= —
1s2p ’:” o
Wh o cRe
1
Cx\(‘ »? SD et
-7 (0~
ATt
(1s)2 v
V=0 V#O

28/a. 4bra. He-atom ni-
vésémaja. A szintfelha-
sadas a Coulomb-taszitds
(és a spin-palya koleson-
hatés) kovetkezménye.

Parahelium Orthohélium
ySe P02 | S WO F
‘l lis] 4P} 4DF 4F sl 4PT tOT 4

Pt o i
s+
S+
2—
\

Ppd = =mm 5

-
AM¢ =

L5t mS
uv.

¥
sk = ~metastabil
40“5

15 9446 ev-ndl

28/b. ibra. He-atom nivésémdja. Parahéli-
um—ortohélium itmenet a 2P éllapoton ke-
resztiil torténhet. (A triplett 3P, 3D és 3F
allapotok tovabbi hirom szintre hasadnak a
spin-pélya kolcsonhatds miatt.)

Megjegyezziik még, hogy para-héliumbdl orto-héliumot elektronbombaézassal lehet eldallitani. Az

adtmenet az (1s,2p) els6 gerjesztett &llapoton keresztill megy végbe (28.b dbra). Ez a folyamat az

atmoszféraban spontdn kovetkezik be. A gdzok orto-, ill.

lézereknél.

para-allapotainak fontos szerepiik van a



5.4. VARIACIOS ELV. RITZ ELJARAS. HARTREE-FOCK EGYENLETEK.
ONKONZISZTENS ELJARAS.

5.4.1. VARIACIOS ELV ES A SCHRODINGER EGYENLET . A RITZ-FELE
VARIA CIOS MODSZER.

Legyen v egy tetszbleges négyzetesen integralhato és korlatos fiiggvény, H pedig a rendszer Hamilton

operatora.

Allitds: Barmely olyan v allapotvektor, amelyre az

E[Y)] = Lﬁle) = stac

(¥l

funkciondl (H atlagértéke) staciondrius, kielégiti a
Hy=E¢)  (E=E[J))
Schrédinger egyenletet.

Bizonyitds: * szerint varidlva nyerjiik:

SYIHY) (Y1) — (WIHY) (6l¢)

0=oF = ! .
(¥ly)

(ol - (ovligiste) _
(¥l) -

_ (Yl{H - BRIy

(Y1)

Ebbél pedig, dy* tetszoleges volta miatt:
Hy = Ey, (E=E[]), QED.
Hasonl6 eredményre jutunk, ha a kévetkezd mellékfeltételes varidcids feladatot tekintjiik:

Fl¢] = ($|Hy) = stac., ha () = 1.

Lagrange-féle multiplikdtor médszerrel a feladat a

5(F+Awlw) —1]) =0

variacié eltiinéseként fogalmazhaté meg, ahol a A = —F jelolést fogjuk hasznalni a Lagrange

multiplikdtorra. A varidlas a

0= 5 (wlHV) ~ El(le) — 1]) = (60|(H — E)) = 0
egyenletre vezet, amelybol Hiy = Ev kovetkezik.

Ritz-féle minimumelv tétele: Az E[y] funkciondl minimummal rendelkezik a ¢ = vy alapéllapoti

fliggvénypontban, azaz
E[y] > Eb, ¢ e L
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Bizonyitds: Minthogy H sajatfiiggvény rendszere teljes, szerinte barmely 1 regularis hullamfiiggvény
kifejtheto:
Y= Z cii, (Wilh;) = 635
i=0,1,..

Frért WIHY) Y |alE BT el
E _ _ i 1Ci i > 0 i 1Ci — B,
W=~ Sar 2 sap

Egyenléséget csak ¢ = 1o, azaz |cg| = 1,¢; = 0,0 = 1,2,... esetén kapunk. QED. Azaz a Ritz-féle

funkciondl feliilrél kozeliti az alapéllapoti energiat. Megjegyzendd, hogy a tétel dltalanosithaté az E,

gerjesztett dllapotra vonatkozd minimum elv megaddséra is.

Varidciés mddszer hasznadlhaté minden olyan esetben, amikor a megoldandé egyenletek egy variacids

elvbdl szarmaztathatok le.

A Ritz-féle waridcids mddszer a Schrodinger egyenlet fenti varidciés elvekbdl vald leszarmaztatasat
haszndlja ki. Tartalmazzon a prébahulldmfiiggvény N szdmu (kifejtési) paramétert: 1 =
Y(ay,asg,...,an). Behelyettesitve az E[y)] = min. Ritz-féle funkciondlba, E—nek az ismeretlen (kifejtési)

paraméterektdl valé kozonséges fliggvényét nyerjik:
E[Y] = E(ay,az,...,ax) = min,

amelybol a differencidlassal kapott

=0, i=12...,N

a;
egyenletrendszerbol meghatdarozhatjuk az a; egylitthatokat. Ezeket visszahelyettesitve —be, ill.
E[]—be, megkapjuk az alapdllapot kozelité hulldmfiiggvényét, ill. energidjst. Megjegyzendd, hogy
matrixelméleti tételek felhasznalasaval Hylleraas és Undheim 1930-ban azt is bizonyitotta, hogy a
paraméterek szdmat novelve a szdmitott energiaértékek monoton csokkennek: E(aq,as,...,an) >
E(ay,a2,...,an,an+1) > -+ > Ep. Szemléletesen fogalmazva, ez azt jelenti, hogy egy varidcids
modszeren alapuld kotottallapoti alapenergia szamolast nem lehet ”elrontani”. Nagyobb bazist valasztva

a szdmitott alapéllapoti energia értéke csak javulhat (csokkenhet) vagy stagnédlhat.

Mint 14ttuk, a Ritz-féle minimum elv (és Hylleraas-Undheim tétel is részben) azon alapult, hogy a H
nemrelativisztikus energiaoperator alulrél korlatos, a H sajatérték spektrumjanak van egy legkisebb

értéke, nevezetesen a (kotott) alapéllapoti energia.

Nem létezik hasonlé tétel a (nemkotott) szérdsi dllapotok esetére. Ezzel fligg Ossze az, hogy
a szoraselméleti szdmoldsok mddszere, technikdja valtozatosabb. Megjegyzendé még, hogy a
relativisztikus energiaoperdtor sem korldtos alulrél (1d. 8. fejezet), ezért a Ritz mddszert ott csak

nagy koriiltekintéssel lehet hasznalni.
5.4.2. L-S és j-j CSATOLAS.

Miel6tt az egyik leggyakrabban hasznalt soktestprobléma moddszer ismertetésére térnénk &t,
sziikséges megtargyalnunk roviden a sokrészecske rendszert alkoté részecskék palya- és spin-

impulzusmomentumabél adédo teljes J impulzusmomentum elééllitasanak kétféle lehetoségét.

Mint lattuk, t6ltott részecskék pélyamomentumuk, valamint sajit impulzusmomentumuk (spinjik)

révén magneses momentummal rendelkeznek. Ez a kétféle méagneses momentum kolcsonhatasban
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all egymdssal, amit a V = —(M%Y M®) = —2u%(1,s) potencisllal jellemezhetiink. Ilyen értelemben
beszéliink spin- és palya-impulzusmomentum kozti kélcsonhatdsrél. Amennyiben az egyes részecskék
spinje és pélya-impulzusmomentuma koézott erds a kolesonhatds (mint pl. az atommagok nukleonjai,
illetve a magas rendszdmu atomok esetén), Ugy az un. j-j csatolds jon létre, azaz a sokrészecske
hulldmfiiggvény teljes impulzusmomentumat megadé J vektor (és z—irdnyu vetiilete, J,) a

kovetkezoképpen all elo:
J= Zjia Ji=L+si.
i

Masik lehet6ség az tn. L-S csatolds, amelynél a teljes impulzusmomentum a részecskék teljes

palyaimpulzusmomentumabdl, ill. teljes spinjébdl all Gssze:
J=L+S, L=)1, é S=> s,

5.4.3. Impulzusmomentum Osszeadasi szabalyok.

Legyen 1 és s két impulzusmomentum operator, amelyek egymdssal felcserélhetSk: [I;,s;] = 0 (ahol
a tovabbiakban a kozhaszni (i,j,k) = (1,2,3) = (z,y, 2) jelolést haszndljuk az indexelésre). Ilyen
operator egy atomi elektron palyaimpulzusmomentuma és spinje. Természetesen [l;,1;] = ihe;jrly és

[si, sj] = ih€ijnsk.

Ezért j=1+s esetén [j;, j;] = iheijrjr kovetkezik.

Bizonyitds:

[71,72] = (b1 4+ 81) (€2 + s2) — (b2 + 82) (€1 + 1) = €1lo — Laly + 5182 — s281 = ih(l3 + s3) = ihjs.
(Es hasonléan a tGbbi komponensre.)

fgy j spektrumat a kovetkez6 sajatérték egyenletek szolgdltatjak:

2 mJ

P =R+ O és gany = hmgn
Feladatunk az, hogy 1 és s sajatfiiggvényeibdl felépitsiik j=14s sajatfiiggvényeit.

Tekintsiik 1 és s sajatérték egyenletét:
Py = 200+ D)) és Ian)™ = himen)™,
s2nms = h2s(s + 1)n™s bs sz = hmen™.

A j operdtor harmadik komponensére, j, = j3—ra vonatkozo sajatértékegyenlet konnyen kielégithetd

olyan sajatfiiggvénnyel, amely az 1 és s sajatfiiggvényeinek egyszerii szorzata:

me,Ms e Ms

Jang* g = (s + s3)ny* ng" = h(me +mg)ng* ng' = hmgn,*n",
tehét a vetiilet kvantumszadm m; = my + ms—nek adédik.
j? sajatfiiggvényei dltaldban mér nem allithaték eld a fenti egyszerti szorzat sajatfiiggvény alakban,

2 My, Mg Mg Mg

PEngenre £ 5+ Dnfn™ (altaldban),

” s

viszont ezek linearkombindciéjaként probalkozhatunk eléallitasukkal.
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Legyen tehat
njmj = Z C(tmesmg|jm;)ng g (53)

me,Ms

mér sajitfiiggvénye j2—nek. (jz—nak biztosan sajatfiiggvénye m; = my + ms sajatérték mellett.)

Az (53) egyenletben szereplé egyiitthatékat Clebsch-Gordan egyiitthatéknak hivjuk (értékeit

tablazatokban megtaldlhatjuk, de az aldbbi gondolatmenet alapjan ki is szdmithatjuk).

Feladat a j kvantumszamok és a C' egylitthatok meghatarozasa. A felcserélési torvények alapjan tudjuk:
max j = maxm;. Azaz maxj = max(mg + ms) = £ + s. Az ehhez tartozé Clebsch-Gordan koefficienst
konnyen meghatdrozhatjuk. Ugyanis j = [ 4+ s esetén my = ¢, my = s, és igy az (53)-beli Osszegzés
elesik. Tehat

) = C(Lss|jj)nin;.

Bizonyitjuk, hogy ez j2 operédtor sajatfiiggvénye.
i) = C(0ess)jf) (1 + ) njns =
C(Less|jf)1° + 8 + (I-sy +lys_) + 2lzsalnins =
C(lss|j)E(f + 1) + s(s + 1) + (0 + 0) + 2€s]yins =
C(lss|if)[(L + s)(L+ s+ Dnkn® =
C(ebss|j3)j (3 + Dlnins = 3G+ Dlrj-
(A bizonyitéds sordn felhasznaltuk a 4.3.4 pont eredményeit.)

C(llss|jj) értékét a normalasbdl hatdrozhatjuk meg:
1= (nlln}) = C*(mnslngns) = C* (g ng) (niIng) = C2,
amibdl C'(¢lss|jj) = 1 kévetkezik (konvencié szerint a pozitiv el8jelet valasztjuk).

=% = ning allapotbdl a tobbi 1,y dllapot az

=l+s
l_+s_ 1éptetd operdtor ismételt alkalmazasdval nyerhet6. Pl. az nﬁjfl allapotot az amﬁng_l—i-agnf*lnj

A maximalis j és m; kvantumszammal rendelkezd 775

kifejezés fogja adni, ahol az egyiitthaték a normaldsi és az el6z6 allapotra vonatkozd ortogonalitasi
feltételbdl hatarozhaték meg.

Az nﬁij_l allapotra ortogonalis kombinacié adja ngijjfet, amibdl [_ + s_ ismételt alkalmazasaval az

Osszes 1y, sajatfiggvény eldallithato. Es igy tovabb.
Hatérozzuk most meg azt a minimélis j—t, amely még £ és s kombinacidjabdl kiadédhat! Tudjuk, hogy
Osszesen (20 4+ 1)(2s + 1) darab linedrisan fuggetlen 7,"n."s szorzatfiiggvény van és ezekbdl akarjuk
felépiteni a 25 + 1 darab 77;7” fliggvényt, ahol j = £+ s, +s—1,..., 50 = minj. Mivel a linearisan
fliggetlen fliggvények szdma meg kell egyezzen mindkét oldalon,

l+s

RL+1)2s+1) =Y (2j+1) = +s+1—jo)(l+ s+ 1+ jo),

Jj=jo

azaz,

do=0—=5)? = Jo=1|l—sl
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Tehdt végeredményben az Osszeg impulzusmomentum kvantumszamaira ¢ + s > j > |¢ — s| kivalasztési
szabdaly adddott, ami a vektorok Osszeaddsi szabalydra emlékeztet benniinket, s ezért azzal konnyen

memorizalhatd.

Megjegyzendd, hogy harom impulzusmomentum 6sszegzésénél fellép6 egyttthatékat 6 — j vagy Racah-,
a négy impulzusmomentum Osszeadasanal el6forduld egyiitthatokat 9 — j vagy Wigner-szimbdlumoknak

nevezzik.

5.4.4. A HARTREE-FOCK MODSZER.
A) HARTREE MODSZERE.

Tekintstink egy zdrt héji kvantummechnikai sokrészecske rendszert (pl. egy nemesgdz atomot),

amelynek energiaoperatora a

h
HZ(Qm "

%

)+Zk

1>]

—ZHO r; —|—ZV r;,r;) (54)

i>7

z_r]

alakban irhaté. (Az Osszegzések ebben az alfejezetben 1—t8l N —ig mennek.)

Hartree a kovetkez6képpen irta fel a rendszer kozelit§ (alapéllapoti) hullimfiiggvényét:

U(1,2,...,N) =91 (1)2(2) - - N (N), (55a)

ahol az egyrészecske hullamfiiggvények az tin spinpdlyak, amelyek tartalmazzak a spin-hullamfiiggvényt
is:

¥i(1) = @i(ri)x, (ms;), i=1,2,...N, (55b)

ahol az (i = 1,2,..., N) egyrészecske allapotok mind kiilénboz6k (és ortogonalisak egymésra) a Pauli-elv

legaldbb részbeni kielégitése miatt. Az (55a) felirds azonban nyilvdnvaléan nem antiszimmetrikus.

Az (55a) hullamfiggvényt a Ritz-féle varidciés mddszerrel hatdrozzuk meg a

(piles) =1 (i=1,2,...N) (55¢)

normaldsi mellékfeltétel figyelembevételével. A varidciés funkciondl tehdt a kdvetkezd:

F[U] = (U|HD) Zgz (pilgi) — 1) /drldrg---drN

P1(r1)@s(re) - oy (rn) ZHO )+ Y V(ri,r;) | e1(r)pa(ra) ... on(ry)

i>7

- Zsz </ drip; (r:) i (r:) — 1> : (56a)
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ahol £;,—k a Lagrange paraméterek és kihasznéltuk, hogy az (54) Hamilton operator nem fiigg a spintél,
a spinfiiggvények pedig ortonormaltak. Bevezetve az r = r;, r’ = r; jelolést, az F' funkciondl a

kovetkezdképpen irhaté tovabb:

PW4=EIH/ﬁrpﬂw(—§iA—wfi—a)w@ﬂ+a}+

%

3 Z/drdr (e )kﬁ%( ) (r )} (56b)

J#i

Mérmost kihasznalva az ismert

IGlpi(r)] _ . Gleilr') +ediyé(r — )] — Glpi(r')]
(5(‘0]‘ (I‘) e—0 €

funkciondlderivalasi Osszefliggést, amely szerint, ha
Gligi @) i=1.2.= 3 [ dr'ei e,

akkor
SGLE(N] (L L
et ngGM()+&ﬁ( )]eGM(H)

£%€§:/ﬁrv% )+ cdiyi(e — 1)) H(x' ), —g%GEZ/Er ()i (') =

H{(r)p;(r),
konnyen el tudjuk végezni az (56) F funkciondl varidldsat ¢ (r) szerint: 0 = 6F[¥]/dpf(r), amelybél
kapjuk a Hartree-egyenleteket:

< n Ay ka—eJrV( )) i(r) = gip:(1), i=1,...,N, (57a)

2me

vagy
(Ho(r)—i_‘/l(r)) @i(r) :Ei@i(r)7 i=1,...,N, (57&)

ahol bevezettik a

2 .
Z/drkz ,||<pj( )N, i=1,...,N (57b)
J#i

jelolést az elektronfelh6bdl adédéd Coulomb kélesonhatéasi tagra.

A Hartree egyenleteket iterativ eljarassal oldottak meg: kiindultak egy nulladik kozelitésbél, amelyben
az elektronok egymadsra gyakorolt kolcsonhatdsat elhanyagoltak: V;(r) = v (r) =0. A (57a) megoldésa

K2

révén igy nyert {gol(-o)} egyrészecske dllapotokbdl (57b) segitségével kiszdmoltdk a potencidl egy jobb

2

= E /dr'k €
‘, |r — ¢/
J#i

amellyel djra megoldva (57a)-t {gagl)}fket kaptdk, amelyb8l (57b) révén ‘/;(Q)fket, majd ebbél

{<p§2)}—ket, és igy tovabb, mindaddig, amig megfelel6 konvergenciat nem értek el az egymast kévetod

kozelitését:

")

)

megolddsokban, pl. ||<p(" D _ g-n)||2 <e (j=1,...,N), ahol € egy elére megadott kis szadm, n

pedig a végrehajtott iteraciék szama.

A Hartree-egyenletekben eléfordulé e; Lagrange-paraméterek Osszefliiggésbe hozhatdk az energia

operétor varhaté értékével, ugyanis (57a)-t balrdl ¢} (r)—rel beszorozva és dr szerint integralva, kapjuk:

26



e2

;= (pa(r) [ Ho(x) +Z<% Py (r

J#i

amelyet felhasznélva, az energia varhatd értékére az

B = (WHW) =3 (p,(x) | Ho(r) +Z<% r)g; (r ‘k|

i=1 1>7

-3 - ¥ {witop @)
i>j Zj;éi - Zi<j .

Az antiszimmetrizaciot figyelembevev® Fock-féle kiegészitéssel, valamint az igy nyert Hartree — Fock

e i)

)|k
| —r r,r’

=z

e2

) |

r,r’

2

o))

|I' r,r’

kifejezést nyerjiik, mivel >

egyenletek atomokra és molekuldkra torténd alkalmazdsaival a kovetkezd félévben, az 7 Atom- és

molekulafizika” c. targy keretében fogunk foglalkozni.

Az (57a) Hartree-
egyenletek oOnkonzisztens (iteracids) technikdval N
torténé megolddsai révén meglehetésen pontos .
informéciét kapunk az atomok és molekulak
belsejérél (elektronszerkezetérdl, geometridjardl).
A 28/c. édbra a Hg-atom (Z = N = 80)
r?p(r) = r? va|<pz(r)|2 radilis stirfiségelosz-

lasat mutatja be. Az abréan jol elkiiloniilnek a

kiilonb6z6 egyrészecske allapotoknak és igy az n o o ar a5 @ G 6 8 @ 20 L

fokvantumszamnak megfelelé héjaok jarulékai. 2% 3bra. A Hg -atom (Z =§0) elektronjamak
szamitott siiriiségeloszlasa.
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