4. A FIZIKAI MENNYISEGEKET REPREZENTALO OPE-
RATOROK SAJATERTEKEI ES SAJATFUGGVENYEI

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy a fizikai mennyiségek nem a klasszikus fizikdban megszokott folytonos,
differencidlhaté fliggvényekkel reprezentalhatok, hanem linedris hermitikus operdtorokkal. Az O fizikai
mennyiség (mérhetd) lehetséges értékei a neki megfelelé operdtorra vonatkozé O, = k,p, sajatérték
egyenletbdl hatarozhaték meg. Itt a k, sajatértékek jelentik az illeté fizikai mennyiség lehetséges

értékeit, a ¢, sajatfiiggvények pedig a fizikai mennyiség mérésekor jatszanak fontos szerepet.

A tovabbiakban megismerkediink néhany fizikai mennyiséget reprezentdlé operdtorral és megoldjuk
sajatérték egyenletiiket. Minthogy a legtobb fizikai mennyiség koordinatabdl és impulzusbdl tevodik
Ossze, elOszor ezekkel ismerkediink meg részletesebben. Ezek utan a beldlik leszarmaztathato

mennyiségek koziil az impulzusmomentummal, majd az energiaval foglalkoznunk.

Amint az kordbban szerepelt, az = koordindta operdtort az =z koordindtaval valé szorzéssal

reprezentaljuk, mig a p, impulzus operatora az x—szerinti derivalassal kapcsolatos:

h 0
T —x; - ——.
Pa i Ox
Ezt a reprezentdciét koordindta (vagy x-) reprezentdcionak hivjuk. A koordindta és impulzus

operatoranak természetesen elképzelheté masféle realizacidja is, csak a Heisenberg-féle alapvetd

h

felcserélési torvénynek kell teljesiilnie. fgy pl. hasznélatos az dn. impulzus (vagy p-) reprezentdcid,

amelyben
h 0

Pz = Pz; T — ——

i Opy

A tovabbiakban az x—reprezenticiéban dolgozunk.



4.1. A KOORDINATA OPERATOR SAJATERTEKEI ES SAJATFUGGVENYEI
(DISZTRIBUCIOK. FOLYTONOS SAJATERTEK SPEKTRUM ESETE)

Felirjuk a sajatérték egyenletet:

Tpa(T) = apq ().
Mivel a részecske az egydimenzids tér (ai,az) részében bérhol eléfordulhat, az a sajitérték az
a1 < a < ay tartomanyban tetszéleges értéket vehet fel. A fenti sajdtérték egyenlet tehat folytonos

spektrummal rendelkezik. Ugyanakkor az is kit{inik, hogy a ¢.(z) sajatfiggvénynek az & = a hely

kivételével zérusnak kell lennie, ugyanis

(2 — a)pa() = 0.

Latjuk ebbdl, hogy a koordindta operdtornak nincs regularis sajatfiiggvénye, mivel ¢, nem folytonos.
Ahhoz, hogy a folytonos sajatértékspektrummal rendelkezé fizikai mennyiségek sajatfliggvényeit
értelmezziik, a fiiggvényfogalom altaldnositdsaként Dirac nyomédn bevezetjik a disztribicidkat (amelyek
magukba foglaljdk a reguldris fiiggvényeket és ezek konvergens sorozatainak hatdrértékeit is). A

koordindta operator sajatfiiggvénye disztribuciékkal kapcsolatos.

Egy ilyen disztribtuciét Dirac nyomén a kévetkezéképpen definialunk:

/m&mw@mwmx
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ahol ¢ (x) egy tetsz6leges fliggvény, az integracids tartomény véges is lehet, csak az & = 0 kornyékét kell,

hogy tartalmazza. Specidlisan 1) = 1-et védlasztva, kapjuk a §—disztribicié (kéznapi nevén: §—fiiggvény)

/O;é(ac)da: =

d(z), jollehet nem reguldris fiiggvény, elédllithaté reguléris fiiggvények hatdrértékeként:

normalizaciés tulajdonsdgat:

d(x) = lim dy(w), vagy: () = lim 6;(x),

ahol

1 ‘ in? xt
2b\/7re_12/4b2’ vagy : 5t(fc)=—sm -

normélt reguldris fiiggvények (amelyeknek mésféle véilasztdsa is elképzelhetd).

(5},(I) =

Tx3t

A {—figgvény egy integralis eloallitasa:

1 e
(5(3@):%/ e dk.

A disztribicidk (definiciébdl kovetkezd) tovabbi néhdny tulajdonsiga:
/ §(z — a)p(x) dz = Y(a),

S(az) = |a|~8(z), a >0,

6(—z) = d(),
L



[ @@= -

A koordindta sajdtfiigguény ezek utdn a

Pa(r) = 0(z —a) (26)

alakban adhaté meg. Az, hogy a koordindta sajitéllapot maga nem reguldris fiiggvény (azok
hatérértékeként viszont el§ allithatd), pontosan megfelel annak a ténynek, hogy a természetben nem

létezhet abszolut élesen meghatdrozott koordinata érték (I1d. hatdrozatlansdgi reldcio).

Normaltsagi osszefiiggés:

/ " gt (@)pw (@) de = 5(a — ), (27)

amely a (@n|@m) = Onm ortonorméltsigi reldcié folytonos spektrum esetre vonatkozé megfeleléje.

Teljességi dsszefiliggés:

/“2 a(z)ps (2) da = 6(x — 2'), (28a)

1

amelyet (21) folytonos sajatértékspektrum esetére valé altaldanositdsaként kaptunk.

(28a)-bdl lathatjuk, hogy a folytonos sajitértékspektrumhoz tartozé sajétfiiggvények nem normalhaték.
Ez nem meglepetés, hiszen mar tudjuk réluk, hogy nem tartoznak a reguldris fiiggvények korébe. Ezért
a mérési statisztikdnak a diszkrét spektrum esetére vonatkozd (23) alatti Osszefiiggését is dltaldnositani

kell a kovetkez6 médon.

A teljesség azt jelenti, hogy egy normdlt i (z) dllapotfiiggvény kifejtheté a koordindta sajatfiggvények

teljes rendszere szerint a kovetkezdképpen:

ahol a
o0

e(a) = (palt)) = / S W) da! (= (a)]
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kifejtési egytitthatdkra fenndll a normaltsagi feltételbdl kovetkezd

1= () = / lo(a)[2 da (28D)

ai

egyenlet, amely (22) folytonos spektrumra val6 altaldnositdsa. Ez az analdgia lehet6vé teszi, hogy
posztuldljuk: annak valdszinisége, hogy a v dllapotban levd rendszeren az x—koordindtdra vonatkozo
mérési eredmény az (a1, az) sajatérték spektrum o’ < a < a” szakaszdba essék:

1" "

W(d,a") = / e(a)]? da = / [(Pali6)? da. (20)

/ ’

Behelyettesitve a koordinata sajatfiiggvény kifejezését, kapjuk:

1"

W(d,a") = / () d,

/

ami az dllapotfiiggvény jol ismert, térbeli (megtaldldsi) valdszintiségi értelmezésével teljes Gsszhangban

van.



Hermiticitds: Elegendd egy dimenzidra bizonyitani (f,g € D, = L2):

(Tlag) = | " frag = / " dx(ef)'g = (aflg)
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4.2. AZ IMPULZUS OPERATOR SAJATERTEKEI ES SAJATFUGGVENYEI

Az impulzus (lendiilet) operdtor sajatérték egyenletét részben mér targyaltuk az eléz6 fejezet 3.1.

pontjaban. Koordinata reprezentacidoban a sajatérték egyenlet:

h o
7 %@px () = PzPp, ()

alakd, ahol p, a keresett sajatérték, ¢, (x) a keresett sajatfiggvény. A megoldds
0. (x) = Act==/"

alakban irhaté, a p, impulzus sajatértékek pedig a —oo < p, < oo tartomédnyon bell tetszblegesen

(folytonosan) véltozhatnak. Az A hatdrozatlan normélasi dllandé az

| en @ @) e = 50—

teljességi dsszefiiggés megkovetelésével rogzithetd A = /1/h értékre. Az egydimenzids mozgds impulzus

1. .
ep, () = \Ge”’”/ ", (30a)

sajdtértéke pedig p, , amely folytonosan a —oo < p, < oo intervallumba eshet.

sajdatfiggvénye tehat

Az impulzus sajatfiiggvényekre (hasonléan a koordinédta sajatfiggvényekhez) a —normdlds érvényes:

/ " o @)y, (@) dz = 5(ps — 1), (30b)

azaz az impulzus sajitfiiggvény sem tartozik a reguldris fiiggvények korébe (mivel az abszolit pontos
impulzus [sajat]érték a klasszikus fizikdbdl dtvett olyan szemléletes fogalmi absztrakci, amely a

természetben a hatdrozatlansigi elv miatt nem létezik).

Mérési statisztika: az impulzuseloszlast jellemz6

(ps) = / T @) de’ = (o [0)

spektralis kifejtési egyiitthatdkra fenndll a
oo

[ letwa) P dpe =1 = (i)
—0o0

normaltsagi feltétel.

Annak valésziniisége, hogy a (p,—impulzusra vonatkozd) mérési eredmény a sajatérték spektrum egy

p' < p, < p”’ szakasziba essék:

2

W) = [ et dpe. (31)



Hermiticitds: Szintén elegend6 egy dimenziéra bizonyitani (f,g € D,, = L2):

o B)
(flp=z9) =[ darf*?%g =

@)™ 4 [ a (2L 4@) 9@ = 0+ (i)
i oo oo i Ox

Megjegyzendd, hogy altaldban p, # p;, mivel D,+ O Dp,, amint azt az el6z6 fejezetben részletesen

diszkutéltuk. Az impulzus operdtora tehdt nem onadjungélt, viszont hermitikus (az Lo fliggvények

terén).
4.3. AZ IMPULZUSMOMENTUM OPERATOR SAJATERTEKEI ES
SAJATFUGGVENYEI

Az impulzusmomentum (perdiilet, impulzusnyomaték) L operdtora kifejezhetd a koordindta (r) és az

impulzus (p) operédtorok vektoridlis szorzataként

Lx Ypz — Zpy
L=| L, |=rxp=| zp,—ap:

4.3.1. AZ IMPULZUSMOMENTUM OPERATOR KOMPONENSEIRE VONATKOZO
FELCSERELESI RELACIOK.

Konnyen beldthat6 a (24)—es felcserélési relaciok alkalmazédsdval, hogy az impulzusmomentum operator

komponensei kozott a kdvetkezo felcserélési relacidk érvényesek

(Lo, L,] = ihL., (32a)
L., Ly] = ihL,. (32¢)

A hatarozatlansagi Osszefiiggés értelmében ezen felcserélési relacidk azt jelentik, hogy az
impulzusmomentumnak csak az egyik komponense lehet teljesen meghatdrozott, mig a maésik két
komponens hatérozatlan, elmosédott (szérdssal rendelkezd) értékeket vesz fel mérések esetén. Az

elmosddottsdg mértéke éppen a harmadik komponens nagysagaval all osszefiiggésben.

A fenti felcserélési reldcidk vektoridlis alakban is Gsszefoglalhatdk:

L x L = ihL. (32d)

Az impulzusmomentum négyzete viszont mindegyik komponenssel felcserélheto:



amint az ellenérizhet6 egy kis algebrai munkaval. Ez utébbi felcserélési relacio tehat azt jelenti, hogy az
impulzusmomentum nagysiga és egyik komponense egyidejiileg mérhetd (=vehet fel hatdrozott értéket)

és kozos sajatfiiggvény rendszerrel rendelkeznek.

4.3.2. AZ IMPULZUSMOMENTUM :-KOMPONENSENEK OPERATORA ES
SAJATERTEKEIL.

Az impulzusmomentum z—komponensének operatora koordinata reprezentacidban az el6zéek szerint

tehat
L, =2xp, — = E :L'—a — _8
z = TPy — YDz = ; oy oz )

Attérve az (z,y, z) Descartes koordindta rendszerbél az (r, 4, ¢) gémbi poldr koordindta rendszerbe
x = rsind cos y,
y = rsindsiny,
z = rcos?,

és figyelembe véve a kovetkezd Osszefliggést

df(x) _9f(r)dz  0f(r)dy  f(r) 0=

dy dx Oyp Jy Oy 0z 0p

:af—(r)(*y)+af—(”x+0: <x3 a)f,

Oor oy dy y%
L,—re az alabbi egyszeri matematikai alakot nyerjiik:
hto
Az
Lop =k

sajétérték probléma tehdt a ¢/(¢) = £kt (p) differencidlegyenlet megolddsét igényli. A megoldds

P = Aewke alaku, ahol az A integraciés allandot a normdldsi feltételbdl hatarozzuk meg:

o 2 2 1
1= [wPdo= AP 1= =,
Az egyértékiség regularitasi kovetelménybdl megszoritdst kapunk a k sajdtértékre, ugyanis abbdl,
hogy a ¢ és ¢ + 27 helyen vett megoldds ugyanazt az értéket szolgdltassa, azaz ¥(p) = ¥(p + 27)
legyen, % =m=0,£1,%2,.... kovetkezik. Ebbdl megkaptuk az impulzusmomentum z—komponensének
lehetséges (sajat)értékeit:

kp = hm,  m=0,%+1,£2, ..., (34)

ahol a sajdtértékeket ellattuk a kvantumszdmra vonatkozé indexszel. Azt kaptuk tehdt, hogy az
impulzusmomentum z—irdnyu vetiilete kvantalt, nem vehet fel tetszélegesen folytonos értékeket, hanem

csak h, a 2m—vel osztott Planck allandé egész szamu tObbszordse lehet.



A lehetséges sajdtdllapotokat is az m kvantumszdmokkal (az in. mdgneses, vetilet, vagy azimutdlis

kvantumszdmokkal) indexelhetjiik:

1.
'l/}m = \/—2_7(6’”’“'0, m = 0,:‘:1,:‘:2, (35)
Hermiticitds: Konnyen belathato, hogy az L, = zp, —yp, = % (aca% — y%) operator a haromdimenzids,

négyzetesen integrdalhaté fliggvények terén hermitikus. Ugyancsak belathaté, hogy a 27 szerint
periédikus f(p) = f(¢ + 27) fiiggvények terén is hermitikus az L, = 78— operator. Mindkét esetben

ugyanis az un. ”feliileti tagok” eltlinnek.

Teljesség:

oo

> @) =5 D e = 5o )

m=—0oQ m=—0oQ

4.3.3. AZ IMPULZUSMOMENTUM NEGYZETENEK SAJATERTEK PROBLEMAJA .

A sajatérték egyenlet a kovetkezo
LY = AY

Az L2 =12+ L2 + L? operatort felirhatjuk derékszogii koordindta rendszerben

d 9\? d 9\> d o\
L2:_ 2 2 e
n l(yaz 28y> + (Zazc Iaz) +( Ay yaz) 1

vagy polar koordinata rendszerben:

o2 o 1
LR LY AR
(&92 TS T iz 042 )

Az impulzusmomentum ez utdbbi reprezentaciéjaban érdemes dolgozni, mivel ez csak két koordindta

véltozét tartalmaz (az r valtozd kiesett az dtalakitds sordn). A sajdtérték egyenlet ezek utdn

9? ) 1 0?
—h? <W +eotdos + 7007 > Y (9, 0) = AY (9, p).

A regularis megoldédsokat a valtozékban szeparalt alakban érdemes keresni:

Y (9, ¢) = F(9)G(p).
Behelyettesités utan és (— sin?9/h%Y )—nal végigszorozva a kovetkezd Osszefiiggést kapjuk:

sin® 9 d2F+ oo™ +A W29 = 1 d*G
—— | —= +co —sin“V=—-——=— =
F di? dy h2 G dy?
Minthogy a baloldal csak ¥—tdl fiigg, a kozéps6 rész pedig csak p—t6l, az egyenloség csak tgy allhat
fenn, ha mindkét oldal kiilon-kiilon &alland6. Ezt az &dllandot jeloltik a—val. A G—re vonatkozo
meghatarozé egyenlet tehat a kovetkezo:

d*G

s 2+aGfO



Ennek megoldésa
G = AetVer,

Az egyértékiiség és normdlds miatt /o = m =egész és A = 1/v/2m. (G tehdt megegyezik L,

sajatfiiggvényével.)

F meghatarozasara ezek utan a kovetkezd differencidlegyenlet szolgal:

d?F dF A m2
L ot (L™ Ve,
az Tyt <h2 sin219> 0

Mivel az egyenletnek a sin® = 0 helyen szingularitdsa van, a megoldast a kovetkez6 alakban keressiik:
F =sin™ 9. P(cosd),

ahol P egy polinom. Behelyettesités és sinl™l 9—val valé osztés utan, a & = cos? jelolés bevezetésével
kapjuk:
d*P dP A
2 _
(1= €)% — 2l + D65 + (5 — il +1)) P =0,
Beirva a polinom P = Z:io &7 hatvanysor alakjat, a kovetkezd kifejezést nyerjliik az ismeretlen
kifejtési egyiitthatdkras:

oo

> {<r+2><r+ Dersa - [<r+ ml)(r + ] + 1) — ,ﬂ }s 0.

r=0

Ez az egyenlet £ tetszbleges értékére csak akkor elégiil ki, ha a P(&) polinom egyiitthat6i kozott a

o ramD(r £ |m[+1) - A/R?
2 (r+1)(r+2) "

rekurzos Osszefliggés fenndll. Mivel £ = +1 (¥ = 0 vagy m) és |m| = 0 esetén a P(£) polinom egymadst
kovetd tagjainak hanyadosa megegyezik a divergens (1/14+1/2+...+1/r+...) harmonikus sor megfelel$
tagjainak hdnyadosdval (jm| > 0 esetén a végtelen sok tagot tartalmazé P(1) sora még divergensebb),
a regularitds miatt sziikséges az, hogy a P polinom véges fokszamu legyen. Tegyiik fel, hogy ¢t az a

maximalis fokszam, ahol P sora megszakad. Ez akkor valésul meg, ha ¢; # 0, de ¢;42 = 0, azaz
A =Rt +|m|)(t+ |m|+1).

Jelolés: ¢ =t + |m|. Ezzel az impulzusmomentum négyzetének sajdtértékeire a kovetkezd Gsszefiiggést
kapjuk:
A=r+1), £=0,1,2,.... (36)

A megfelel6 sajdtfigguények
Y™ (9, ) = Asinl™ ﬁPlJm‘ (cos)e™? (Im] <¥) (37)

az un. gombfiggvények. A P neve: asszocidlt Legendre polinom. Ezek a fliggvények gyakorta
hasznélatosak, ezért a legtobb kézikonyvben megtaldlhatdk. Itt felirjuk beldlitk az elsé néhanyat (1d. a
megfelels 15/a alatti illusztracidkat, ahol az r(J) = [Y;(9, ¢)|> = |F(9)|? fiiggvényeket abrazoltuk):

1 3 3 )
YO = —; YO = —_— 197 Yl = — — s ’19 Zip;
0 Nz 1 “47r cos f “87r sin ¥e



5 15 - 15 -
0o_ /2 _ 1 /=2 gindcosd e 2 _ [ 22 gin2 g e2i®
Y, T6m (3cos? ¥ —1), Y, 8 sind cosve*?, Y; 35, 5in ¥ e’

Tulajdonsagaik koziil legfontosabb az ortonormalitds:
™ 27 ,
/ sin ¥dvd de YY" = deer Oy,
0 0

a teljesség:

o) l
SO VW, )Y (W, @) = (sind) (0 — 9)d(e — ),

=0 —t
az un. addicios tétel:
20
Z ym 19 L }/Zm(ﬂv /)* 4+ Pg(COb@)
m=—/{
ahol © a két = (0, ¢) és 1/ = (¥, ¢') irdny &dltal bezdrt szog, valamint a kovetkezd Osszefiiggés:

Y (0, 0) = (Z1)MY (9, 0)"

7 I Iz : 1 :
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rﬁ 1]

rhy ol WML gy A
l""'r.l ~T= I::j =T --""E III\T\I nh— mjt

(RN ] Tat Lul lad [ |m2

mal mielt el mrkd il mal

2 1 % Iy

16/n fhep- Az el=i ofndmy E:n:-m'-'lf'-ﬁ.!."-'w‘:ri:-' lozabil uh’acmrk wheyzete: wld)
¥y Lo gl

15/a dbra: Az elsé néhdny gombfiiggvény abszolit értékének négyzete: r(9) = |V, (9, ¢)[2.



4.3.4. L, ES L2 SAJATERTEKEI A CSERERELACIOK FELHASZNALASAVAL.

Definialjuk a nemhermitikus
Ly =L,+iL,

un. Iléptetd operdtorokat.

Konnyen ellendrizhetd tulajdonsigaik a kévetkezdk:

(Le)t = L, (a)
[L.,Ly] = h(iL,+L,) = +hL, (b)
[Ly,L_] = —2i[L,, L,] = 2hL., (c)
[L?, L] =0, (d)
LiL_ =L2+L}—ilLy L, = L2+ L} +hL., (e)
és ezért

I*=LyL_ —hL,+L?>=L_Ly+hL,+ L2 (f)

Irjuk L. sajétérték probléméjat az

L b = mhpy,

alakba (m—r6l még semmit nem tudunk). Ekkor, (b) miatt

L.Litpm = LaLobmEhL st
amibdl kovetkezik:

Lz(Lﬂ:wm) = (mil)h(Lﬂ:wm)a
tehdt Ly eggyel felfelé, ill. lefelé 1épteti L, sajatértékeit !
frjuk fel tovabba L? sajatérték probléméjat az

L2V = B AV

préba alakba. (A—rdl sem tudunk még semmit, legfeljebb annyit, hogy valds és nemnegativ, Y3 pedig
L, és L? kozos sajatfiiggvénye.)

(d) miatt:
L*(LyYR) = Le L2Y) = R2A(LL YY),

azaz L4 az L? operdtor A sajatértékét valtozatlanul hagyija.
Tovabbi felvilagositassal a A és m sajatértékekrdl az L))" normaja szolgal:
(L YR [LeY]) = VR |LxL+X) =
(VR(L* — L2FhL,)YVR) = KA — mP*Fm] = B2[A — m(m+1)] = (Q%,,)* > 0,

ahol az els6 egyenléség (a) miatt, a masodik (f) miatt igaz. Méarmost a norma pozitivitdsa miatt m > 0
esetén
A>m(m+1),

10



m < 0 esetén pedig
A= m(m—1) = (=m)(=m + 1),

azaz

A > [ml(im] +1),
tetszbleges m esetén.
Legyen most maxm = £ > 0. Ekkor (f) kihaszndldsdval kapjuk:
RPAYS = L*Y{ = (L_Ly + hL. + L2)Y§ = (0+ B2 + R*(?) Y5 = B2((¢ + 1)V}

Ezért a tovdbbiakban A = ¢(¢ + 1), ahol £ = maxm és az egyértelmiiség miatt indexelhetjiil /—lel is a

koz6s sajatfliggvényt (és a normét).

Az eddigieket Osszefoglalva:
Lo = Qi V™, azaz V' = (Qp,) T LY,

ahol

E+1) > |m|(jm|+1), azaz |m| <l é QL =hV/l(l+1)—m(m*l).

Tekintsiik most a max(m) = ¢ esetet. Ekkor

LyYi=0
kell legyen, mert nincs yf“ allapot. Hasonléan, legyen min(m) = —¢. Ekkor
LY/ =0

kell legyen, mivel nem létezik ), =1 4llapot. Ezért, kiindulva az yf sajatfiiggvénybdl, az L_ operator

segitségével 1épésrdl 1épésre eloallithatjuk az yf—l, 5_2, stb. sajatfiiggvényeket:
LY~V (L)Y~ Y2

Mivel m = £, — 1,...,—£, a léptetd operatort valamilyen k egész szamszor alkalmazva jutunk el a —/

legkisebb vetiiletkvantumszamu allapothoz, azaz
{—k=—{, k=egész.

Ebb6l kovetkezik: 2¢ = k, azaz ¢ = k/2. Tehét ¢ csak egész (pl. pdlyaimpulzusmomentum), vagy félegész
(pl. spin) lehet! Azaz a sajatértékek:

3
{=0,1,2,..., vagy (= 3

l\DlCﬂ

1
2’
és

m=400—1,0—2 ..,—0+1,—/.
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4.3.5. AZ IMPULZUSMOMENTUM SAJATERTEKEINEK ERDEKESSEGEIL.

a) Az eléz6 alfejezetben korlatot kaptunk |m|—re,
amely az impulzusmomentum z—komponensé-
nek sajatértékével, hm—mel kapcsolatos: |m| <
£. Masrészt, szintén az eléz6 alfejezetben, az
impulzusmomentum nagysdgdra a h\/m
értéket kaptuk. Az a kiilonlegesség &llt tehat
el6, hogy az impulzusmomentum vetiiletének
maximalis értéke, A, mindig kisebb az impulzus-
momentum nagysaganak h\/m értékénél
£ #£ 0 esetén.

Ezt a meglepé eredményt szemléletesen tugy

is megfogalmazhatjuk, hogy a koordinata
rendszer z—tengelyét nem vehetjiikk fel az 15.Abra. Az impulzusmomentum
impulzusmomentum vektor irdnyaban, vagyis az precesszildsa a z— tengely koril.
impulzusmomentum vektora nem forgathaté be

egyik tengely irdnydba sem (Id. 15. 4bra).

Magyardzat: a (32a) cserereldcié miatt élesen

meghatérozott L, dllapot (azaz sajétéllapot) esetén L, L, csupdn elmosédott, hibaszérdssal rendelkezd,

nem élesen meghatarozott értéket vehet fel, igy zérus sem lehet.

b) Az ¢ impulzusmomentummal kapcsolatos kvantumszam zérus értéket is felvehet, mig a bevezetében
targyalt Bohr-modellben (¢ = n =)1 volt a legkisebb érték az impulzusmomentumra (1d. 1.5. fejezet).
[A kovetkez6 fejezetben fogjuk latni, hogy a H-atom alapallapotdban ¢ = 0, azaz keringésr6l nem
beszélhetiink: az alapallapoti elektron minden keringés nékiil tartézkodik a mag koriil; a magba vald

be nem esését a Heisenberg-féle bizonytalansigi reldcié segitségével érthetjitk meg.]

¢) A Bohr elmélet szerint az impulzusmomentum nagysdga altaldnossdgban az impulzusmomentum
dimenzéval rendelkez6 A dlland6 egész szdmi tObbszorose lehetett, mig a kvantummechanika alapjan
az el6z6 fejezetben azt kaptuk, hogy az impulzusmomentum h—nak nem egész szami (v/2, V6, ... stb.)
tobbszordse. Azt, hogy az impulzusmomentum |L| nagysdgdra nézve a Bohr-féle il képlet, vagy a
kvantummechanika altal megadott h\/m kifejezés a helyes, a tapasztalat kell eldontse.
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4.3.6. A KETATOMOS MOLEKULAK
FORGASI (ROTACIOS) ENERGIASPEKTRUMA. [Kisérleti bizonyiték az |L| = hn/0(¢ + 1)

képlet helyességére vonatkozdan.]

Kétatomos molekuldk (pl. a HCI sésav molekula) szinképét j6 kozelitéssel a
H= Htiirzs + Hrot

szerkezet{l energiaoperdtor hatarozza meg, ahol [Hisrzs, Hrot] = 0. Ttt Hisrzs a molekula elektronjainak

E = FE4, Ep, .. energiasllapotait hatarozza meg

Htérzsw = El/)

révén, H,, pedig az erre szuperponaléds (1ényegesen kisebb) rotdcids energidért felelds. A két atom
ko6z0s tomegkozéppont koriil vald forgasat leiré H,.,; rotacidés energiaoperatort kifejezhetjiik a forgas

impulzusmomentumaval is:
L2
20’

ahol © a molekula tehetetlenségi nyomatékaval azonosithaté. A molekula forgasi energidjat a

H'r'ot =

hQ
Hrotw = %6(6 + 1)1/}

Schrodinger egyenlet, mig a molekula teljes energiajat a
2

Hy = |:E+ ;—@E(éJrl)} Y

teljes Schrédinger egyenlet hatdrozza meg. A molekula rotacids spektruma akkor keletkezik, amikor az
elektron-szerkezet £, — Ep valtozasaval egyidejiileg a forgési allapotban is egy ¢/ — ¢ kvantumszdm
valtozas torténik. Az atmenet sordn kisugarzott fénykvantum energidjat meghatdrozé Osszefiiggés a
kovetkezo: 2

hvap = Es — Ep + 20 [0 +1)—e¢+1).
Késébb (Id. 7. fejezet) megindoklandé okok miatt az ¢/ = £ £+ 1 kivélasztési szabdly kell érvényesiiljon

az ¢! — [ rotdcids dtmenetre. A szogletes zardjelben 4ll6 kifejezés ekkor a kovetkez6 értékeket veheti fel:
ha ¢ >0 azaz £ =0+1, [('(0'+1)—Ll+1)]= 20+1), £=0,1,2,..
ha ¢ </t azaz ('=0—-1, [('(0'+1)—(L+1)]=-2({'+1), ¢=0,1,2,..

A spektrum frekvencidjara tehdt a

((+1) (£=0,1,2,..)

=Cyup + 2B x
VAB AB { —('+1) (¢=0,1,2,..)

képlet a jellemzd, ahol Cap = (Ea — Eg)/h,B = h/87?0. A szinkép ezek szerint egymdstél 2B

tavolsdgra esd vonalakbdl &ll, kivéve a legalacsonyabb (¢, vagy ¢’ zérus) rotécids gerjesztéseknek

megfeleld részt, amelyre az igynevezett “nullvonal hidny” a jellemz§ (1d. 16. dbra).
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Tanulsdgos az iménti levezetést Osszevetni a Bohr-elmélet altal jésolt eredménnyel. A Bohr-elmélet
szerint a kisugarzott fény energidja
2

h
hvap=FE4 — Ep + % [(’2 — 62]

lenne, s ez a
(t+3) (¢=0,1,2,..)

=Cuap +2B x
VAB AB { _(€/+%) (0'=0,1,2,..)

képletet szolgaltatna a spektrumvonalak szerkezetére, amelyben ezek szerint nem lenne nullvonal hidny,

a spektrumvonalak egyontetiien, egymastdl egyforma tavolsdgra helyezkednének el.

A kétatomos molekuldk rotacios

spektrumaban megfigyelt ”nullvonal hidny” 2<e  Wullvonal e\ >0
tehat direkt kisérleti bizonyitékot szolgdaltat P- dg ‘ R-dg
a kvantummechanika |L| = /4 + 1)h —

képletének helyességére a Bohr-elméletbol

kovetkezd £h képlettel szemben. . i

-~
~ --N
N -
W - I
-
. .

a

16.Abra. A kétatomos molekulik rezgési-
vagy elektronatmenettel kombinilt roti-
cios szinképe
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4.4. AZ ENERGIA OPERATORANAK SAJATERTEKEI ES SAJATFUGGVENYEL

A kvantummechanikdnak leggyakoribb alkalmazasi teriiletét éppen a kvantummechanikai
részecskerendszerek (atomok, molekuldk, atommagok, szildrd testek, klaszterek, vegyiiletek, stb.)
lehetséges energiaértékeinek és az ezekhez tartozé hullamfiiggvényeknek a meghatarozasa képezi. Mindez
a Schrodinger egyenlet megoldasat jelenti, amely csupan a legegyszeriibb valésdgos kvantumfizikai
rendszerre, az egyetlen elektront Coulomb koélcsonhatdassal magahoz lancolé atommag esetére ismert

analitikus forméaban.

A tovébbiakban ezen legegyszeriibb kvantummechanikai rendszerek, a hidrogénatom és a hidrogénszerii
ionok példajan keresztiil mutatjuk be, hogy a kotott allapotban levd fizikai rendszerek energidja
kvantdlt, és az (dltaldban végtelen szdmu) energia sajatértékek a megoldds soran fellépd kvantumszdmok

segitségével egyértelmiien klasszifikdlhatdk.

4.4.1. A HIDROGENATOM ES A HIDROGENSZERU IONOK KVANTUMELMELETE.

Tekintsiink egy ponthoz rogzitett, Z protont tartalmazé atommagot és egyetlen ”koriilotte kering6” me

tomegi elektront.

A Bohr-elmélet az ilyen fizikai rendszer energiaértékeire az

Ime(kZe?)? 1

En = )
2 h2 n?2

n=12..

képletet szolgédltatta, ahol az n kvantumszam, a Bohr-féle kvantumfeltétel révén, az

impulzusmomentummal volt kapcsolatos (1d. 1.5. fejezet).

A kvantummechanikaban az energiaértékeket a

=C

Hy = Ev

- Elektron

¢I
Schrodinger egyenlet megoldasa révén kapjuk,
ahol az adott fizikai rendszer Mag

Ze
H=T+V
17.Abra. A  hidrogénszerli ion

energiaoperatora a T kinetikus energia és V szerkezetének vazlata.

potencialis energia részbdl tevddik Ossze. Az
elektron potencialis energidjanak operatora a Coulomb kolcsonhatas miatt a kovetkezdképpen irhatéd:
Ze? 1

V= kZ2C k=
r’ drey’

ahol ¢y a dielektromos allandé, r az elektron—atommag tavolsag, e az elemi toltés, Z pedig a rendszam
(1d. 17. &bra).

Az elektron kinetikus energiajanak operatora

R R it R A L A h2

T == = — _— —_— [ =
2Me 2Me 2Me (8392 + Oy? + 8,22) 2me
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felirhaté gombi polarkoordinatakban is:

G e R CXD

2me T Or? 2mer?

ahol felhasznaltuk az el6z6 fejezet eredményét az L2 impulzusmomentum négyzetének operator

kifejezésére vonatkozoan.
A fenti eredményhez mésképpen is eljuthatunk, a p? operator vizsgélataval.

A klasszikus mechanika szerint
L2 = (I‘ X p)2 = 7"2[)2 - (rap)2a

amibdl L2
r
p’=p’= = +p2, ahol p,= (p, ;) -

A kvantummechanika szerint figyelembe kell venni az r és p kozti felcserélési torvényt, amely miatt egy

tovabbi, pusztan kvantummechanikai eredetii tag jarul a fenti klasszikus Osszefliggéshez:
L? = (r x p)® = r’p’ - (r,p)* + ih(r,p),

amibdl . P 5 5 5
(r,p)z;(r,vr)zzra, |:le61 V= <E,%,a—w):|

felhasznélasaval kapjuk:
plL a1 00 10 12,
r? r2 Or Or ror  r2 "
Centralis tér esetén tehdt a kinetikus energia operdtorban szerepld p? operdtornak tobbféle alakjdval
talalkozhatunk az irodalomban. Alljon itt ezekbdl néhény emlékeztetéiil:
2 2 °
P =py+ 7"_2’

2 _p2 l£r2+l£ +L_2
p= ror Or ror r2’

02 20 L2
p2=—7i2( + )-i-—

or2  ror r2’

192 L?

2 2
:—h _— —_
P (r@rQr) -

19 \?> L2

2 2
- (2 .
b <r8rr) + r2

Az utolsé kifejezést az elsével 6sszehasonlitva megallapithatjuk, hogy a radidlis impulzus operatoréat a

mia h(9 1
priir@r i \or r

kifejezés definidlja. Az érdekességet itt az %fes tag megjelenése jelenti a differencidl operator mellett,
mert nafvan altaldnositva, a radidlis impulzus operdtordra csak az els6 tagot (a nabla operdtor radidlis
komponensét) gondolhatndnk eredményiil. Kénnyen beldthaté azonban, hogy p, csak ezen masodik tag

fellépése esetén hermitikus (p, = p;"), valamint ezzel egylitt teljesiil a kovetkezd feleserélési reldcio is:

[Prﬂ"] = 7_7;

7
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A teljes energia operdtora (amit ataldban Hamilton operdtornak szoktak nevezni) a H-atom esetében
tehat jol elkiiloniilo radialis és szogfiiggd részekbdl all, a szogfliggd rész pedig az impulzusmomentum
operator négyzetével kapcsolatos, amelynek problémajat az el6z6 fejezetben megoldottuk. fgy,

kereshetjiik a megoldast a kovetkezd szeparalt alakban:
Y00, 0) = SRV, 0).
A Schrodinger egyenletbe vald helyettesités és az impulzusmomentum négyzetre vonatkozo
L2Y™ (9, ) = R*({ + 1)Y,™ (0, )

sajatérték egyenletet kihaszndldsa utédn az in. radidlis Schrodinger egyenletet nyerjik az R(r) radidlis

hulldmfiiggvény meghatarozasara vonatkozdan:

( G (VR
r

: kZ—) R(r) = ER(r). (38)

72me dr? 2me T

4.4.1.a) E = —|E|, KOTOTT ALLAPOT ESETE. DISZKRET SPEKTRUM.

A (38) egyenletben szerepl$ E sajétérték, a teljes energia mindig negativ, E = —|E|, amennyiben kotott
részecske rendszerr6l van szé. (E = 0—4t éppen az egymdstdl végtelen tavolsdgra levé és igy egymadssal
kolesonhatasban sem allo, nyugalomban levé részecskékbol allé rendszer energiajaval definidljuk; ehhez
képest a kolcsonhaté rendszer energidja kisebb [negativ], mivel energiit kell befektetniink ahhoz,
hogy ezt az idealizdlt nem-kolcsonhaté allapotot 1étrehozzuk. Harmonikus oszcillator és végtelen mély

potencialvolgy esetén az E = 0 pontot természetesen masként kell definidlni.)

A megoldédst a mér jol ismert Sommerfeld-féle polinom mddszerrel fogjuk megkapni (Id. harmonikus

h Zmee? ro meet Z2k2
ro=———, e=k—s—r0=2— =/ Y5
V2me|E| h ao 212|E|

jelolések bevezetése és a

oszcillator, 2.3. pont).

Az

2r 1 12 d? 4 d?
= — — - = —— - =
0 r &rg’  dr?  r2dg?

skédlatranszformaécié elvégzése utan a radidlis Schrodinger egyenlet a kovetkezo egyszertibb formét olti:

§

de?

4" ¢ £2

4R {1 € £(£+1)}R0'

Ennek aszimptotikus alakja

1
n o+
R, = 4Ra,
amelynek megoldasa
R,=¢€ 3¢
A teljes megoldést az
R=u(e 2¢



alakban keressiik, ahol u egy polinom. Sziikségiink lesz R els6 és méasodik derivéltjara:

1 1 1 1 1
R = (u' — iu)e*EE, R'=@w"-2- 51/ + Zu)e*EE.

Behelyettesités utan u—ra a kovetkezd differencidlegyenletet nyerjiik:

u”—u'—i—(i—ew—i_l))uzo.

3 &
Latjuk, hogy & = 0 esetén az egyenletnek szingularitdsa van. Ezen szingularitdst kikiisz6bolendd, az u
polinom nem kezdédhet konstanssal, legkisebb fokszdma £° (s > 0) kell legyen. Ezt rogton kiemelve,

az u polinomunk (a sziikséges els6 és masodik derivaltakkal egyiitt) a kovetkez6képpen irhato:

u=¢* Zcz'fi = Zcif”s, 5> 0,
1=0 i=0
U = ZQ(Z Fe)gitsl 55,
i=0
> .
W= (i s) (i s —1)EHT s> 0.
i=0
Behelyettesités utan az egyenlet a
(oo} - o -
Zc;[(z +s)(i+s—1)—L(+ 1)}€z+s—2 n Zci {5 i+ s)}«f”s’l —0
=0 i=0

alaku. Ezt az Osszefiiggést atalakithatjuk gy, hogy az elsé Osszegzésben szereplé legalacsonyabb
fokszdmu tagot kiilon kifrjuk (i = 0 esete), a mésodik Gsszegzést pedig az @ — i — 1 helyettesitéssel

beolvasztjuk az els¢ Gsszegzés maradék részébe:

Co [s(s — 1) =+ 1)

> {Ci[(i +s)(i+s—1) -+ 1)} +eio {e —(i-1+ s)} }gi+s—2 =0.

i=1
Az egyenlet £ tetszbleges értékeire csak akkor allhat fenn, ha £ minden hatvanyanak egyiitthatoja

kiilon-kiilon zérus. Az elsé tagbdl kapjuk:
s(s—=1)=L(L+1), — s=L0+1,

amely rogziti az s Un. indicidlis index értéket. (Megjegyezziik, hogy ennek az indicidlis egyenletnek a
masik megoldédsa, s = —/, az origéban szinguldris, tehat irregularis hullamfiiggvény megoldédsra vezetne,
amelyet ki kell zérnunk a regularitdsi kovetelmény miatt. A szérdselméleti részben [Id. 6. fejezet] az
irreguldris megolddsnak azonban fontos szerepe lesz.) A mésodik taghdl egy rekurzids formuldt kapunk
a polinom egyiitthatdira nézve:
i+{l—¢
Ci = - ; Ci—1,
G+l+1D)GE+L) —(l+1)

i=1,2,....
Ez a rekurzids kifejezés a polinom magas hatvanyai esetén a
1

Ci~ =Ci—1, T — 00
)

Osszefiiggést szolgaltatja, amelyben az ef = > £%/i! sordnak rekurziés képletét ismerhetjiik fel. Mivel az

¢ fiiggvény majorélja az R, = e~¢/? aszimptotikus megoldast & nagy értékeire, sziikséges az, hogy az
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u polinom véges fokszamu legyen, azaz valahol megszakadjon. Ez tgy lehetséges, ha létezik egy imaz
legmagasabb Osszegzé index, amelyre ¢;,, .. -1 # 0, de ¢;,,,, = 0 mar. Ez akkor kovekezik be, ha a

rekurzids képlet szamlaléja ezen legmagasabb fokszam esetére zérussa valik:
imaz“”g*E:Oa imaa::]-a27""

Bevezetve az n = imq, + ¢ jelolést (n = 1,2,--+), megallapithatjuk a fenti levezetésbél, hogy ahhoz,
hogy a hidrogén atom (és a hidrogénszerii ion) problémajira reguldris megolddst kapjunk, sziikséges az,

hogy az (energidt is tartalmazo) e dllandé valamelyik zérustdl kiillonboz6 pozitiv egésszamui n értéket

Zmee? ro meetZ2k2
c 20T ey T\ e T T o

amelybdl az energiasajdtértékekre az

vegye fel:

212
En:—%me(k;i#)%, n=1,2,.. (39)
képletet nyerjik. Ez formalisan megegyezik a Bohr-elmélet energiaképletével, viszont tartalmilag
kiillonbozik téle. A levezetés soran lattuk ugyanis, hogy az n kvantumszamnak nem direkt, hanem
csak attételes kapcsolata van az impulzusmomentummal. A Bohr elméletben n kozvetleniil az
impulzusmomentumot szamlalta le. A kvantummechanikai levezetés sordn az impulzusmomentumot

az ¢ kvantumszdm jellemzi, amely lehet zérus is (n = 1 esetén).

[A kvantumszdmok egymédssal valé Gsszefliggésére a kovetkezd meggondoldsbdl lehet kovetkeztetni:
n=1tmazr + ¥, tmaz=12,... — n=~L+1L+2,... — Lpez=n—1.

Ily médon fels6 korlatot kaptunk az impulzusmomentumra az energiaértékeket meghatarozé n = 1,2, ...
kvantumszdm fliggvényében. Természetesen n az R(r) radidlis hulldmfiiggvény zérushelyeinek szdméval

is kapcsolatos, amit n — £ — 1 = iy, — 1 ad meg.]

A targyaland6 probléma teljes megoldasahoz hatra van még a hullamfliggvény felirasa. Ez a kovetkezo

alakban all elo:

1
TﬁnEm (T, 19) SD) = ;Rne(r)}/@m (197 ()0)) (403')
ahol a radidlis Schrodinger egyenletet kielégité radidlis hullamfliggvény
2r —r/r
Re(r) = Lng(r—)e °  ro=aon/Z, (40Db)
0

ag = h%/mcke? ~ 0,53 x 10~ % a Bohr sugér, L, pedig (a kordbban u—val jelolt) az (¢+1) hatvdnnyal

kezd6dé (n+1)—ed foku un. Laguerre-polinom. (Ne tévessziik Gssze az itteni ro dllandét a Bohr elmélet

targyaldsandl hasznalt r, = 9n?

= nro—lal 1) A radidlis hulldmfiiggvények ortonormaéltak:

/ dr R:an/z = 5nn’~
0

Az aldbbiakban megadunk néhdnyat koziiliik:

7\ 3/2
Rio(r) =2r <—> eiZT/ao,
ag

7z \%? Zr
R — 2 _ 1 . — —ZT‘/QaQ
) =2 () (1 ) et
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o (2N zr _,
— —Zr/2ag,
Ran (r) V3 <2a0> 2aoe

Z \3? 27Zr  2(Zr)? ,
R: =2r|-— 1— 22 22 | e 2r/3a0,
s0(r) = 2r <3a0> [ 3ag + 27a3 } ¢
A radidlis hulldimfiiggvények R,; — r‘T'—ként tartanak az origéban (r — 0) a nulldhoz. A
teljes hulldmfiiggvény viszont i, — rf—ként, mikozben r — 0. Ezért véges valészintiségsiiriisége

van annak, hogy az elektron a mag helyén tartézkodik alapdllapot esetén. S6t, igo(r,d, ) =

3
ﬁ (%) exp(—Zr/ap) miatt az elektronnak éppen a magban valé tartézkodési valdszintiségsiiriisége

a legnagyobb. Ugyanis, az elektron tartézkoddsi valdsziniiségsiirliségét az (r,9,¢) pontban éppen
[Vnim (1,9, ¢)|? adja meg. Ha viszont az irdnt érdeklédiink, hogy milyen valdsziniiséggel talaljuk meg az

elektront egy r = (r,9, @) koriili d®r térfogatelemben, akkor ennek meghatérozdséara a
. 1
[WPd*r = —5 Ry (n)[Y{" (0, @)[*r? dr d(cos V) dip = Wae(r) dr [Y;" (9, )| d(cos ) dep

képlet szolgdl, amelyben a W,¢(r) = R?, mennyiséget radidlis valészinfiségnek nevezziik. A radidlis
valosziniliség tehat azt fejezi ki, hogy milyen valdsziniiséggel tartézkodik az elektron egy r, r + dr
gémbhéjban. A W,,, valdsziniliség mar azt a fizikai képet adja az atombeli elektron elhelyezkedésérél,

amit klasszikus szemléletiink alapjan varunk: az origd koriil zérus valdszintiséggel taldlhatd az elektron
(Wne(0) = 0), a

awy,
0 = Wi

d?‘ Tnl
egyenlettel definialt r,, sugard goémbhéjban

viszont maximalis valészinliséggel talalhaté meg

ALt

az elektron. Konkrét szamoldssal néhany 7,

mennyiségre a kovetkezd érték addodik:

0 = % ro] = 4@ T = n2@
10 A ’ 21 7 ) ) n,n—1 7 .
Ezek tehat a Bohr elmélet szolgaltatta =l

palyasugarak. A 18/a dbrdan bemutatott néhdny

We(r) valdészintiség fiiggvény a féhéjak térbeli

elhelyezkedését szemlélteti. . ' it
Feltehetjiik azt a kérdést is, hogy mi az

rH
dtlagértéke a radidlis koordinatara vonatkozd
mérésnek? A vélaszt az (r) kifejezés adja meg: ﬁ
ey L]

>0 la L - e —
(rYne :A drr R2,(r) = /drran(r) = 5%(3n276(£+1)). Pl (r)io = 3 Zu' il

IR T1L

—~

e dbm & WidrapEnsbamhei | dlekkeon
Hermiticitas: Konnyen beladthatd, hogy a H- ik dpedial rMemindeige Sshiny (L

. . . (. illapod o
atom energiaoperatora hermitikus a regularis .

fliggvények terén.

Ortonormdltsdg: A H-atom kotott allapoti energiasajatfiiggvényei ortonormadlt fiiggvényrendszert

alkotnak. Figyelemmel a radidlis hullamfiiggvények, és a gombfiiggvények ortogonalitasara,

<wnlm |wn’l’m’> = 5nn’5ﬂ’5mm/ .
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4.4.1.b) E > 0, SZORASI ALLAPOT ESETE. FOLYTONOS SPEKTRUM.

Ahhoz, hogy a H-atom sajatfliggvények teljes rendszert képezzenek, sziikség van a pozitiv energiaju
allapotokhoz tartozé megoldasok figyelembevételére is, mert a kotott allapoti sajatfiiggvények

onmagukban nem alkotnak teljes rendszert.

A folytonos spektrumhoz tartozé energiasajitfiggvényeket v g(r)—vel jelolve, bizonyithat6 a teljességi

0sszefligges:

S i (F1 () + / T AE Y = b — 1)

nlm

A 9y folytonos spektrumhoz tartozé un. Coulomb-hullamfiiggvényekkel késébb, a 6-ik fejezetben

ismerkediink meg.

4.4.2 A HIDROGENATOM VONALAS SZiNKEPE.

A hidrogénatom vonalas szinképének (1d. 18. dbra) megértését a kvantummechanika tette lehetévé. Az

el6fordulé kvantumszamok és elnevezéseik a kovetkezok:
fokvantumszam: n=1,2,3, ...

mellékkvantumszdm: £ =0,1,2,...n—1

mdgneses kvantumszdm: m = —0,—¢+1,..,0,..,0 —1,¢

Minthogy a (39)-es energiasajdtérték csak a f6kvantumszdmtol fiigg, az egyes energiaszintek elfajultak.
A degeneraci6 foka: 2;01 (20 +1) = n? Az n—nel jellemzett szinteket féhénak nevezziik. Adott n
esetén a hozzdtartozé kiillonbozé ¢—1i dllapotok alhéjat alkotnak; jelik: (nf)*, ahol x jelenti az alhéjba
tartozé elektronok szamat. Az ¢ mellékkvantumszamoknak az abc kiillonb6z6 betiiit feleltetjiik meg: az
{=0,1,2,3,4,5,6,.. stb. kvantumszamokat rendre az s,p,d, f, g, h,i,.. stb. betlikkel jeloljiik. fgy pl.
beszéliink (1s), (2p)3, (3d)?, .. stb. alhéjakrol.

Az alapallapoti szintet n = 1 jellemzi:
E; =-13,6¢eV, £=0.
Az els6 gerjesztett allapotot n = 2 esetén kapjuk:
E,=FE /4, ¢=0,1.
A harmadik (n = 3) szinthez tartozé energia és mellékkvantumszamok értékei:
Es=FE /9, (¢=0,1,2.

A hidrogénatom gerjesztett allapotainak szdma végtelen.
A hidrogénatom szinképe egymadstol elkiilontil6 részekbél all.

Az ultraibolya frekvenciatartoményba esé in. Lyman-sorozat akkor keletkezik, amikor a gerjesztett

" palydkrdl” az alapallapotba (n = 1) torténik a legerjesztédés.
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Balmer-sorozatnak hivjuk a szinkép (ldthaté tartoményba es) azon részét, amely az n = 2 szintre vald

legerjesztodés révén keletkezik.

Infravorés tartomanyba esé kis energiak

tartoznak azon A Z;w
kisugarzasokhoz, amelyekben az n = 3-as l p,',?},',e,, 3
szint a legerjeszt&dés elsé allomasa; ez a Boirer 2
Paschen-sorozat.
Pfund
Brackett
4.5. A SPIN OPERATORANAK
SAJATERTEKEI ES SAJATFUGG- ,
VENYEL st
(€)
LW 1w,

4.5.1. KISERLETI BIZONYITEKOK it i - i
AZ ELEKTRONSPIN LETERE. 18.Abra. A hidrogénatom

szinképének keletkezése.

A XX. szazad 20-as éveiben egyre inkabb uralkodéva valt az a felfogds, hogy az elektronnak
sajat impulzusmomentummal, spinnel kell rendelkeznie. Ezt az allaspontot sokféle kisérleti evidencia

tamasztotta alé.

a) A kozonséges Zeeman-effektus: A XIX. szdzad végén Zeeman holland fizikus a hidrogénszinkép
tanulméanyozéasa kézben észrevette, hogy homogén magneses tér hatdsara a szinképvonalak kiszélesednek

és felhasadnak.

A jelenség az atomi energianivék felhasadasdval

magyarazhaté. A klasszikus elektrodinamikabdl m Spin
ismeretes, hogy a koéraram magneses teret —_— 1
kelt. Az atomban az L impulzusmomentummal / 0
rendelkez6 elektron elemi koraramot képvisel, 2p _1/ 1
amelynek magneses tere a kor feliilletére \ (_)_1
merdleges iranyban

B=1If= (ﬂ)TQ’/T ermev. 0

2mr 2me L il oo o e vt Elal i
0

Ennek alapjan az L impulzusmomemtumhoz

tartozé elemi magneses momentum : =
19.Abra. A Zeeman-effektus

L _ _th %L = —MB%L (41a) értelmezése.
Me
eh 1 1
MZL = __2m ﬁLz = _/J/Bi_iL,u (41b)

eh
2Mme

9.27x1072! erg/G.

ahol a up = aranyossagi tényez6 neve: Bohr magneton. Ertéke: SI-ben 9.27 x 1024 J/T, cgs-ben
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A B = (0,0,B) homogén mégneses tér er6hatdst gyakorol a mdgneses dip6lusra. Az ennek megfeleld
potencialis energia a
1
Vrgdgn = 7(MLa B) = ,U'B}__LLZB = NBme
alakba frhat6, amely — a teljes Hamilton operatort médositva — az atomi elektronnivék [(2¢ + 1)—szeres|
felhasadasahoz vezet. Tehat pl. a p— nivd felhasaddsa haromszoros. Ezzel szemben a szinképek

tanulmédnyozdsa arra a kovetkeztetésre vezetett, hogy a p— nivé felhasaddsa dtszords (1d. 19. dbra).

10fh Ahen. A migntu potcacie mengs
e readey

b) Anomdlis Zeeman-effektus: Bizonyos esetekben (pl. paratlan rendszémiu atomok esetén) kiilsé
magneses tér hianydban is észleltek nivéfelhasadast a szinképek gondos tanulményozasa révén.

Ugy tiint tehdt, hogy az elektron egy
tovabbi szabadsagi fokkal rendelkezik, és

ez sajat impulzusmomentumban (spinben) 2p —-——<

nyilvdnul meg, amelyhez (toltott részecskérél

lévén sz6) sajat magneses momentum tarsul. Ez
utébbinak az atom bels6 méagneses terével vald
kolecsonhatdsa eredményezi aztan a megfigyelt
dublett szerkezeteket (20. &bra). A dublett

szerkezet egyuttal azt is sugallta, hogy ezen 1j

1s

szabadsagi fokhoz feles kvantumszam tarsul. 20.Abra. Kettds felhasadas.

c¢) Stern-Gerlach kisérlet (1922): Stern és Gerlach keskeny, eziist atomokbdl 4ll6 nyaldbot bocsatott at

inhomogén mégneses téren. A tér az Ag-atom nyaldbot két részre osztotta (21. dbra).

Mivel az Ag-atom zart héjjal s azon kiviil lev6 egyetlen elektronnal rendelkezik, amely az n =5 és £ =0
kvantumszdmmal jellemzett &llapotban van, az eziist atom teljes palya impulzusmomentuma (L) zérus,
az ebbdl eredd magneses nyomaték (ML) tehat zérus. Ha létezik spin (sajat impulzusmomentum),
egyediil ez hordozhat magneses nyomatékot (M?), amit meg lehet mérni inhomogén mégneses tér

alkalmazéasaval. A magneses kolcsonhatas potencidlis energidja ugyanis

S
degn

= 7(Msa B)a
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és a nyaldbra (az Ag-atomokra) haté erd

7vvn€dgn = VMSB(Z) = (Oa 0, Fz)
* ? dz

F, az eltériilés mértékébsl meghatarozhatsd, dB(z)/dz kisérleti adat, igy M mérhetd. A mérések
M? = Fpup értéket szolgdltattak az eziist atom kiilsé elektronjanak mégneses momentumara. Ez az
eredmény az elektron sajat impulzusmomentuméanak z— komponenséhez feles kvantumszdmot rendel,
ugyanis

1

MZS =FuB = _(Q:UB)ms - Mg = i§

(ms = egész a nyaldb legaldbb hdrom részre valé szakaddsét jelentené). Egyuttal kifejezi azt az
érdekes korillményt is, hogy az elektron sajit impulzusmomentumdhoz kétszer annyi (2pup) mégneses
momentum tartozik, mint a palyamozgashoz. Az elektron sajiat impulzusmomentumat S-sel jelolve, a

spinbol ered6 magneses momentum tehdat a kdvetkezéképpen irhaté:

1
M = —2@37—18 (41c)

Ezt az eredményt er6siti meg a kévetkezd kisérlet
mérési

is. )
eredmény ;

d) Finstein-de Haas kisérlet (1915): Einstein
és de Haas eredetileg azt vizsgédlta, vajon
igaz-e az a feltételezés, hogy az anyagok Klasszikus
mégnesezhetdségéért (a ferromdgnességért) az . .
¢ # 0 impulzusmomentummal jellemezheto vérakozis
és ezért elemi kordramot képvisel§ (s igy
mégneses momentumot hordozd) elektronok
palyaimpulzusmomentumanak egyirdanyu beallasa &msugeir

a felelGs. S
21.Abra.A  Stern-Gerlach kisérlet
A 22. abran lathaté elrendezésben vékony szalon fiiggé vashengert drammal %tlfp]tség tekercsbe helyeztek.
szemleltetése.

A tekercsben kialakulé méagneses tér egyirdnyba dllitja be az (i—vel jelolt) elemi kéraramok mégneses
momentumat, amelynek ereddje egyenesen ardnyos az elemi impulzusnyomatékok eredgjével:
S M
>l L

az ardnyossagi tényez6 1up Bohr-magneton (per h).

:MB/ha

A tekercsen atfolyé dram irdnydnak megvaltoztatdsa az elemi koraramoknak megfelel6 paranyi
7irdnytik” (mdgneses momentumok) atforduldsat eredményezi, amely az elemi impulzusmomentumok
ellentettre vatozdsdval jar egyiitt. Az impulzusmomentum megmaraddsanak torvénye szerint ezt
az impulzusmomentum valtozast a henger mérheté elforduldsa kompenzdlja, amit a torzidés szalra
erésitett tiikor segitségével meg lehet figyelni és mérni (ALy,¢r). Ugyancsak mérni lehet a vashenger
magnesezettségét és az atmdgnesezésbdl eredé méagneses tér valtozést (AMper). A két mérhetd
mennyiség aranyara Einstein és de Haas a

AMyert

=2 h
ALmért ILLB/
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értéket kaptdk, amely a 2-es faktor megjelenése miatt csak 1gy értelmezhet6, hogy a
ferromédgnesség mem az elektronok palyaimpulzusmomentumaval kapcsolatos, hanem az elektronok
sajat impulzusmomentumaéaval, azaz spinjével. (Ezt az értelmezést csak késébb, Compton, Uhlenbeck,

Goudschmidt, Pauli és Heisenberg munkdssiga révén sikeriilt megadni.)
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4.5.2. A SPINOPERATOR SAJATERTEKEI ES SAJATFUGGVENYEL

A fenti eredmények alapjan megérthetjiik a 19.
abran bemutatott nivéséma multiplicitdsat. A

B = (0,0,8) z—irdnyi homogén mégneses térrel

valo kolesonhatas révén keletkezd

1
Vinggn = —(ME4M® B) = ppBo (L:+252) = upB(me tiikor

potencidlis  energiaoperdtor 2(2¢ + 1)—szeres

nivéfelhasaddst eredményez, amelybdl ¢ = 1

esetén az egyik nivo kétszeresen degenerdlt
(ms = £1/2 és my = F1).

G

O

A fenti eredmény implicite tartalmazza a spin

z—komponensének sajatérték egyenletét: 22.Abra. Einstein-de Haas kisérlet.

1
SxTe = hmsxye, ms = :l:§, (42a)

ahol x7"s a spinoperator négyzetének is sajatfliggvénye:

1
SExTs = hs(s+ )X, s= 3 (42b)

A spinoperator a palyaimpulzusmomentummal rokon felcserélési szabalyoknak tesz eleget:
[Se, Sy] =ihS,, [S.,8% =0, stb., illetve [S,r]=0, [S,p]=0, [S,L]=0.

Ez elegendd a spinoperator és spinsajatfiiggvény megalkotdsahoz, amelyeknek a leginkdbb haszndalatos

reprezentdciéban felirt alakjit levezetés nélkiil kozoljikk (S = hd/2, & komponensei az tUn. Pauli-

matrizok):
0 1 0 —i 1 0
U@‘_(1 o)’ "y_(z‘ 0)’ UZ_(O 1)' (432)
[02,0y] = 2i0,, [0.,0%] =0, stb.
_ 12 (1 _ -172_( O
e (1), pmvi=(0). o
Ortonormalitds: ) .
e ’n?;:(sss/(sm m/. =3 s:i_-
Xs Xs sMg S 27 m 9

[A spin konzisztens bevezetése a 8. fejezetben torténik meg, ahol a Dirac egyenlet adja meg a
relativisztikus, feles spinii elektron elméletét a 2—es faktorral egyiitt. A spin figyelembevétele a
nemrelativisztikus szdamoldsokban azonban mégis elengedhetetlen szimmetriat befolyasold jelenléte és

mégneses kolesonhatdsokban valé részvétele miatt.]
4.5.3. A PAULI-SCHRODINGER EGYENLET.

Homogén magneses térben mozgd elektron leirdsara a Pauli-energiaoperator szolgal:

1
Hy = Hy — (M, B), M=MI+M° = —uBﬁ(L—i—QS),
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ahol Hy = p?/2m. + V(r) az elektron kinetikus energia operatorat és mas, nem a homogén magneses

térrel valé kolesonhatasbol eredd potencidlis energidjat jeloli.

A fenti energiaoperator fligg a spintdl is, ezért az elektron allapotfiiggvénye kifejthet6 a két linearisan

fliggetlen « és 3 spinfliggvény szerint:
W(r, tspin) = W (x, )+ W_(r, )5,

ahol a kifejtési ”egyiitthaték” éppen az elektron tér(és ids-)szerii allapotfiiggvényei. Ezt a kifejtést az

0
ih— VU = Hp U
Zﬁat M

allapotegyenletbe helyettesitve és a koordinata rendszer z— tengelyét a kiils6 mégneses tér iranyaba

véve, azaz B = (0,0, B)—t véve, kapjuk az
0 .0
Zha\p+ = (H() - [,LBB(Z% - 1)> \I/+

0 .0
ZHE\II_ = (HQ — /LBB(Z% + 1)) v_

Pauli-egyenleteket, amelyek mar figyelemmel vannak az elektron spinjére is.
4.5.4. A SPINOPERATOR IDOBELI VALTOZASA.

Miégneses tér jelenléte esetén a spin nem mozgasallandd, mert

s

as_i _ 2 2
dt — h -

h 4

[H11,8] = 1 18, (M, B)] = 25205 ((S, B), § (3,B),5],

h
azaz, pl. a spin x—edik komponensének idobeli véltozasa:

dSa iﬂB -
= — B x| =
—r = 2 |(3,B), 0,

)
% ((Ume +0yBy +0.B.)0y — 04(03By + 0yBy + O'ZBZ)) =

B . . .
MT (=2i0. By + 2i0,B.) = pup (0.B, — 0y,B.) = up(B x &), = (M® x B),.
A mégneses tér tehdt forgatéonyomatékot gyakorol a spinhez tarsulé m&agneses momentumra, s igy a

spint precesszalasra kényszeriti a magneses tér iranya kortl.
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