2. HULLAMMECHANIKA

Az el6z8 fejezetbdl kideriilt, hogy i) bizonyos fizikai rendszerek energidja, vagy impulzusmomentuma
csak meghatdrozott (diszkrét) értékeket vehet fel [kvantdltsdg elve]|; i) a részecske és hulldm leirds
kozott nincs elvi kiilonbség: egyazon fizikai rendszer egyszer hullaimként, madsszor részecskeként

mutatkozik meg a koriilményektdl fiiggéen [részecske-hulldm — dualizmus elve].

Ezen 1jonnan feltart jelenségek a klasszikus fizika egyik agdba sem voltak beilleszthetéek, igy
sziikségszeriien kikényszeritédott a fizika egy 1j fejezete, amelyet kvantummechanikdnak neveziink.
Schrodinger és Heisenberg volt az a két fizikus, aki — egymdstol fiiggetleniil és formailag eltéré moédon
— 1926-ban matematikai alakban fogalmazta meg a fenti két elvet egyesité torvényt. A Schrodinger-
féle formalizmust hulldmmechanikdnak, a Heisenberg alkotta kvantummechanikat mdtrizmechanikdinak

szoktuk nevezni. (Fizikai szempontbdl a két formalizmus ekvivalens egymadssal.)

Els6ként a differencidlegyenleten alapulé és hulldmfiiggvény fogalmat (és matematikai konstrukciét)
hasznalé Schrodinger-féle hullimmechanikdval ismerkediink meg. A matrixokkal, sajatértékekkel és

sajatvektorokkal operalé Heisenberg-féle matrixmechanikat a kés6bbiekben fogjuk érinteni.



2.1 SCHRODINGER HULLAMEGYENLETE

2.1.1. AZ IDOTOL FUGGO SCHRODINGER EGYENLET

Schrodinger 1926-ban  a  fényre vonatkozd hullaimegyenlet analdgidjara alapozva felallitotta a
nemrelativisztikus részecskék tér- és idObeli mozgasat leiré hullamegyenletet. Egy idében és térben

tovaterjedd, k hulldimszdmal és w kérfrekvencidval rendelkezd sikhullam a kévetkezoképp irhato fel:
\I/(I',t) _ Aei(krfwt) _ Ae%(prfEt)’

ahol kihaszndltuk a k = p/h és w = E/h Osszefiiggéseket (A egy éllandét jelol).

Mérmost a fényre, amely relativisztikus ”részecskékbdl” all (azaz E = hw = pc = hkc), a korfrekvencia

és a hulldmszdm kozti w(k) Osszefiiggés, az in. diszperzids reldcid a kovetkez6képpen frhato:

w(k) = ck.
Ezért a )
92V )
oz =Y
ATV = — k20,

Osszefiiggéseket behelyettesitve a diszperzids reldacéba a kovetkezo egyenletet kapjuk:

1 920

zoz A

)

amely a jol ismert hullaimegyenlet.

Nemrelativisztikus részecskék alkotta anyagra az F = hw = 2%2” + V Osszefliggés miatt a diszperzids

reldcié (V =éllandd)

h 1
k)= —k+-V
w(k) 2m + h
és ezért a
ov
E = —zw‘ll,
AV = — k20,

Osszefiiggések miatt a keresett hulldmegyenlet a kovetkezoképpen irhato:

ov K2
h— = —— AU v, 1
1 5 o +V (13)

Ez az id6t6l fiigg6 Schrodinger egyenlet, vagy mds néven: az allapotegyenlet, amelynek

fennalldsat Schrodinger tetszdleges V (r, t) potenciél esetére posztulélta.

A U(r,t) hullamfiiggvény (dllapotfiiggvény) a szébanforgé mikrorészecske(rendszer) térbeli
jellemzésére szolgdl, és valdsziniségi amplituddként interpretaljuk. Eszerint annak valdszintisége, hogy

a rendszer az r koriili dv intervallumban talalhaté: |¥(r,t)|?dv. Mivel a rendszer a térben valahol



biztosan megtalalhatd, a hullamfiiggvény abszolit érték négyzetének a teljes térre vett integralja

egységnyi értéket kell felvegyen,
/|\Il(r,t)|2 dv = 1.
Azt mondjuk, hogy a hullamfliggvény normdlhato.

Joéllehet a Schrodinger egyenlet formalis analdgidra épiilt posztuldtum, mégis, a felfedezése éta eltelt
tobb mint fél évszdzad tudoményos tapasztalata bebizonyitotta, hogy az id6tél fiiggé Schrodinger
egyenlet az anyagi vilag alapvetd axioméja. Pontosan irja le a nemrelativisztikus, sok részecskébdl allé
mikrorendszerek (atomok, molekuldk, atommagok, szildrd testek) dllapotdt, és egyben magéba foglalja
a makroszkopikus vildgban érvényes Newton-i egyenleteket is. Az id6tél fliggd Schrodinger egyenlet a
mikroszkopikus anyagi vildg olyan alapvetd mozgédsegyenlete, amelyb6l — elvben — a mikroobjektum
minden lényeges fizikai tulajdonsdga kiszamolhaté, meghatdrozhaté. 1926-ban tortént felfedezése 6ta

szamitjuk a kvantummechanika sziiletését.
2.1.2. AZ IDOTOL FUGGETLEN (STACIONARIUS) SCHRODINGER EGYENLET

Konzervativ erétér [V # V(t)] esetén megkisérelhetjiik a ¥ hulldmfliggvényt véltozéiban szeparalt

alakban felirni:

Ezt (13)-ba helyettesitve, Adtrendezéssel olyan egyenletet kapunk, amely egyik oldaldn csupdn t-t6l,

masik oldalan csupan r-tél fliggé mennyiségek allnak:

. 1de h? 1

Ez természetesen csak 1ugy lehetséges, ha a bal- és a jobboldal egy id6- és térvaltozotdl fliggetlen

allandog, amelyet E-vel jeloltiink.
fgy tehat két egyenletet kaptunk az allapotfiiggvény ido- és térbeli viselkedésének meghatarozasara:
d
—0 =i 'E0,
dt
amely megoldasat azonnal felirhatjuk:
O = exp[—iEt/h] = exp[—iwt];
a masik egyenlet a hullamfliggvény térszer(i részét hatarozza meg,
h2
——A 1% =F 14
A+ V() = B, (14
a megfeleld hatdrfeltételekkel kiegészitve.

Ez utébbi egyenlet az id6tol fiiggetlen Schrodinger egyenlet, mas néven: stacionarius

Schrodinger egyenlet, vagy roviden: Schrodinger egyenlet.



A teljes megoldés a

U(r,t) = p(r)e” 77
alakban irhatd.

A valészinliségi interpretacié kovetkezményeként a hulldmfiiggvény a normélhatésdgon kiviil tovabbi,

an. reqularitdsi feltételeket kell kielégitsen:

i) ¢ folytonos fliggvény kell legyen;

1) ¥ egyértékii kell legyen;

iii) ¢ véges értékil kell legyen (ez a normélhatdésdggal kapcsolatos feltétel).

A felsorolt feltételeknek eleget tevo figgvényeket requldris fliiggvényeknek nevezziik.

A fent megfogalmazott regularitdsi feltételek dltaldban a (14) Schrodinger egyenletben szerepl§ FE
konstansnak csak bizonyos értékei mellett teljesiilnek. Maga az FE konstans energia dimenzidju
mennyiség s igy kézenfekvé a rendszer energidjival azonositani. (Konkrét szamitdsi eredményeknek
a kisérletileg mért Osszenergia értékekkel valé sszehasonlitdsa bebizonyitotta, hogy ez igy is van.)
A regularitasi feltételek altal megszabott kiillonb6z6 FEq, Es,... értékek a mikrorendszer lehetséges
(kvantalt) energia értékeit jelentik, a hozzdjuk tartozé i, 1, ... megolddsok pedig a mikrorendszer
allapotdt jelolik. A (14) egyenlet a matematikdban jél ismert sajatérték egyenletnek felel meg; az FE,

mennyiségeket a sajatértékeknek, a i, megoldasokat pedig sajdtfiiggvényeknek nevezziik.

A Schrédinger egyenlet jelentdsége felbecsiilhetetlen. Egész iparagak alapultak olyan mikroszkopikus
objektumokra, mikrorendszerekre, amelyek fizikai tulajdonsdgait a (14) egyenlet segitsége révén lehet
feltarni. fgy pl. a szilard testek belsé szerkezete, a vékonyrétegek, a félvezetOk tulajdonsagai, stb. a
Schrodinger egyenlet megoldasa révén tanulmanyozhaték. Ezen objektumok képezik az alapjat tobbek
kozt a modern hiradastechnika-iparnak, vagy a szamitégép-iparnak. A vegyipar, a gyogyszergyartas,
az atomenergiatermelés inherens alapjat olyan mikrorendszerek (atomok, molekuldk, vegyiiletek és
atommagok) képezik, amelyek tulajdonsdgait kizdrdlag a Schrodinger egyenlet segitségével ismerhetjiik

meg egzaktul.

2.2 AZ ALLAPOTEGYENLETBOL FAKADO NEHANY TULAJDONSAG.

2.2.1. KULONBOZO SAJATERTEKEKHEZ TARTOZO SAJATFUGGVENYEK ORTO-
GONALISAK EGYMASRA.

Bizonyitds: tegyik fel, hogy Ey # E; és V =V* . frjuk fel a k-adik és l-edik sajatértékre vonatkozo
Schrédinger egyenletet, s az utébbinak rogton vegyiik a komplex konjugaltjat:

2
*:—mAl/fk + V()¢ = Exdr,



h2 * * *
— g AU+ V()Y = E
Szorozzuk be balrél az elsé egyenletet 1 —gal, a mésodikat vr—val, integrdljuk az igy kapott

egyenleteket a teljes térre, majd vonjuk ki az alsébdl a fols6t. A kovetkezd Osszefiiggést kapjuk:

h2
I (s — g Age) do = (B - By / i dv.

2m

A Dbaloldali szogletes zdrdjelben &llé kifejezést az ismert aAb — bAa = div[agradb — bgradal
differencidlgeometriai tétel segitségével teljes divergenciava alakitjuk at, majd a térfogati integralt

a [divAdv = [ Adf Gauss-Ostogradskij tétel segitségével feliileti integralla:

h2
“om /f(wkgradt/f? —Pregrad i) df = (Ei fEk)/q/)l*q/;k dv.

A baloldal zérus, mivel ¥ — 71 legaldbb, amint  — co. (Ez a normélhatésdg miatt van; fogjuk azonban
latni, hogy v &ltaldban exponencidlisan tiinik el a végtelenben, ahol az £ feliiletet fel kell venni). I/gy7
mivel a jobboldali zaréjel kiindulé feltevésiink értelmében nem zérus, maga az integral kell zérus legyen.

Q.E.D.

A normalt sajatfiiggvények tehat kielégitik az ortonormdltsdagi feltételt:

/l/fl*wk dv = dy.



2.2.2. ¢(r) DERIVALTJA FOLYTONOS A POTENCIAL LEGFELJEBB VEGES
SZAKADASSAL RENDELKEZO HELYEN

Ahol a potencidlnak nincs szakaddsa, ott a Schrodinger egyenlet alakjabol kovetkezGen sejteni lehet,
hogy igaz a cimben megfogalmazott allitas. Nagyobb figyelmet azon térrészek érdemelnek, ahol a
potencidlnak szakadésa van. Ezek vizsgdlata sordn kapott megallapitasok egyben érvényesek lesznek a

potencial folytonos tartoményéra is. A vizsgalatot elegendd egy dimenziéban elvégezni.

Tekintsiink tehét egy V(z) potencidlt,

amelynek véges szakaddsa van az 4 (X) ‘
x = 1z pontban. (Lisd 9. : __y_(ilf,’,///
abra.) A hulldmfliggvényre vonatkozé ey . = Qfg\:
folytonossagi kovetelménybdl irhatjuk: 2?—;::-'—_7 :
| l !
W(wo = 0) = (0 +0). mEL Bt

Allitds: . s

9. abra. Szakaddsos potencil (V, folytonos vonal) fés
' (wo — 0) = ¢'(wo +0), anak kozelitése (V, szaggatott vonal). d — 0 esetén
V-oV.

azaz v’ is folytonos a potenciél (véges) szakaddsi helyén.
Bizonyitds: felirjuk a Schrodinger egyenletet egy, az dbrdn szaggatott vonallal jeldlt, olyan kozelits V
potencidlra, amely folytonosan interpoldl 4t a V' eredeti potencidl zo—nél levd (véges) szakaddsi helyén:

~ 2m -

P(@)+ B - V@)@ =o.

Konnyen beldthaté, hogy 1 — 1, mikdzben d — 0, ugyanis ekkor V — V (Id. az abrdt). Ugyanakkor

zo+d -, -, -, 2, zo+d - -

[ i @) =Pt d) - - d) = gy [ de (V@) - B,
;Co—d ;Co—d

Az utolsé integral zérushoz tart mikdzben d — 0, mivel az integrandus korldtos, viszont az integralds

intervalluma kozeliti a nulla mértékii halmazt. Ebbdl kovetkezik, hogy

W (w0 + 0) = 9 (w0 + 0) = ¢ (wo — 0) = ¢/ (wo — 0), Q.E.D.



2.2.3. KONTINUITASI EGYENLET.

Tekintsiik az

ovr k2
h— 4+ — AV - VU =0
‘ ot + 2m

allapotegyenletet, és vegylik a komplex konjugaltjat:

ov* K2
—th—— + —AU* —VU* = 0.
‘ ot + 2m

(Feltétételeztiik, mint kordbban, hogy a potencidl valds.) Szorozzuk be balrdl a fels§ egyenletet

- ;;L\I/*fgal, az alsét %\I/fvel, majd adjuk Gssze a két egyenletet. A kovetkez6 eredményt kapjuk:

ov*w ik
— (VAT — U*AT) = 0.
ot + 2m( ) =0

A Dbaloldal maésodik tagja teljes divergenciavd alakithaté a mar idézett differencidlgeometriai tétel

segitségével, s ezért az egyenlet a hidrodinamika kontinuitdsi egyenletének formajara hozhato:

% + div] =0, (15a)
ahol bevezettiik a
p=v"w
stirtiséget, valamint a 'h
i
J= %(‘I/V\Il* —U*VY) (15b)

dramsiriséget.

Egy kontinuitési egyenlet mindig valamilyen megmaraddsi tételt fejez ki. Integralva (15a)-t a V (teljes)

térfogatra, és az elsé tagban az ido szerinti derivalast az integraldson atemelve, kapjuk:

i/dvar/dvdivJ:O.

Az elsd tagbeli integral idében &llandé (mivel az dllapotfiiggvény normélhatd, azaz fV U*Wdy = 1) igy
tehdt az els6 tag zérust ad. Azaz zérus kell legyen a masodik tag is, amelyet a V térfogatot hatarold

feliillet menti integralla alakitva a Gauss-tétel segitségével, kapjuk:

/dvdivJ:/de:O.
% F

Ebb6l leolvashat6, hogy (15a) végeredményben a (megtaldldsi) valészinliség megmaraddsat fejezi
ki, mivel az integraldsi térfogatot hatdrolé felilleten &t id8egység alatt ugyanannyi (valésziniiségi)

aramstiriiség halad befelé, mint kifelé.

Itt jegyezziik meg, hogy az éllapotfiiggvény a (13) dllapotegyenlet linearitdsa és homogenitdsa, valamint
a normaltsagi kovetelmény miatt egy egységnyi abszolut értékii fazisfaktor erejéig hatarozatlan: W és
C'V ugyanazt az dllapotot jelenti, amennyiben |C| = 1. Ez is azt mutatja, hogy az éllapotfiiggvény nem

kozvetlentil mérheté mennyiség. Ennek ellenére, pl. elektromdgneses térben az dllapotfiiggvény (relativ)



fazisdnak kiilonleges jelentésége lesz, amellyel a késObbiekben az Aharonov-Bohm effektus kapcsan majd

talalkozunk.
2.2.4. EHRENFEST TETELE.

Ehrenfest tétele kapcsolatot teremt a klasszikus mechanikai témegpont fogalom és a kvantummechanikai

valoszintiség-hullam kép kozott.

Egy W(r,t) hulldmfiiggvénnyel leirt elektron nem lokalizdlhaté egy pontra, viszont bevezetheté a

tomegkdzéppont fogalma a kovetkezd definicidval:

(r) = /\I/*r\I/ dv

A tomegkozéppont x—irdnyu Osszetevoje tetszbleges erotér esetén a kovetkezoképpen szamolhatd:

o0 o0 o0
<:c>:/\11*:c\11dv:/ d:c/ dy/ dz 9" (z,y,z,t) x ¥ (x,y, 2, t).

Hatéarozzuk meg a tomegkozéppont sebességének varhatd értékét! Id6 szerint parcalisan derivalva

d - ov* . 0V
%@c)(m)/( 5 V¥ + U xE> dv.

Felhasznélva a (13) allapotegyenletet,

kapjuk:

%_lf - +%A\If - %V‘I’;
és komplex konjugélt parjat, o+ " ;
= f;—mA\I/* + %V\If*,
irhatjuk tovabb
()= i [l (aw)e w4 v s AU

Marmost kihasznéalva az

ov
AU =A(xz¥) —2—
T (x0) 5

azonossagot, kapjuk:
: in ov
=—— AV (2 0) — U A(z W) + 20" — | dv.
() =5 [ |80 @w) - v A 420 a0

A szogletes zaréjelben all6 elsé két tag zérust ad, mivel
AV (z0) — U* A(z ¥) = divigrad¥™* - (2¥) — U*grad(z¥)],

és e teljes divergenciara vonatkozo térfogati integral a Gauss-tétel segitségével atalakithaté felileti
integralld, amely WU eltiinése miatt zérust ad. Ezért

(50>=—£‘ \y*ﬁqfdvzi<ha>.

m ox m \ i Oz



Szamitsuk most ki a tdmegkozéppont x—komponensének gyorsulasdt! Felhasznalva az dllapotegyenletet,

_ih [ (OVT OV g, 0 OV,
ot Or oz ot ) ¢

h? LoV L0 1 LO0v 1,0
:71 /\I/*\Ila—v dv.
m Ox

m<&é>=/\lf* (—(%V)\Ifdv:(Fx).

Vektorialis alakba irva kapjuk Ehrenfest tételének matematikai alakjat:

(z) =

m

Azaz

m<£>:/\y*(—gradvm dv = (F) (16)

Kimondhatjuk tehdt, hogy az elektron (vagy mds wvizsgdlt részecske) tomegkdzéppontja gy mozog,
hogy gyorsuldsdnak a részecske tomegével wvald szorzata a részecskére hato erd kozépértékével

(stirtségszerinti dtlagdval) egyenld.

Egy katédsugarcsében gradV majdnem &allandé
abban a térrészben (Id. a 10/a &brat), V.V
ahol az elektron tartézkodik (azaz a ¥

,
7 av
zérustdl kilonbozik). Ezért itt érvényes Newton ‘ é =

ax
mozgdsegyenlete: m (&) = F|y—s,. (Figyelembe / .

7
vettiik ¥ normélhatésdgat. ) //
Z

/‘ 5 aden x
Egy atom esetén viszont V erésen vdltozik 10/a. dbra. * Az er$ kozelitoen illandé az
o ., . elektroneloszlas altal elfoglalt térrészen. Ilyen-
abban a térrészben (az atom belsejében, 1d. kor hasznilhaté a klasszikus mechanika.
a 10/b &brat), ahol a U # 0, igy az elébbi V.V
egyszerlisités [a kiemelés] (16)-ban nem hajthatd }
végre, a Newton egyenlet nem alkalmazhaté. Az = ﬂ
elektronok mozgdsat az atomban (az atomok, ax
szilardtestek stb. szerkezetét) a Schrdodinger z % /// 2
10/b. &bra. 7% 47, "

egyenlet irja le helyesen. ; g
gy J y " Az er0 er0sen véltozik az elektroneloszlds

altal elfoglalt térrészen. Ilyenkor feltétleniil a.
kvantummechanika alkalmazandé

2.3 A SCHRODINGER EGYENLET MEGOLDASA NEHANY EGYSZERU
PROBLEMARA

2.3.1. RESZECSKE EGYDIMENZIOS POTENCIALDOBOZBAN.



Tekintstink egy mindkét oldaldn lezart vizszintes csbvet, amelyben egy m tomegii részecske (pl.
golyd, vagy elektron) strléddsmentesen mozoghat. A részecske potencidlis energidja a cs6ben nulla, az
athatolhatatlan oldalfalak pedig végtelen potencidlis energiafalat jelentenek szdmara. Az ilyen idealizdlt
rendszer szamara a potencidlfiiggvény az dbran lathaté dobozhoz hasonlé alakkal rendelkezik és ezért

ezt a modellt egydimenzds potencidldoboz modellnek nevezziik. A potencidlt tehat a kovetkezd alakban

frhatjuk fel (11/a dbra):

végtelen

o, ha 0 <z <L, 7, magas 7
V(r) = {oo méskiilénben. % .I.)Bjtencigélfalak //////

tiltott // \ Z tiltott

Irjuk fel a (14) alatti Schrodinger egyenletet teriilet ARG,
a problémédra (azaz, az m tomegi % /
részecskének / - - x
a fenti egydimenziés potencidlban valé 11/a. bra. Egydimenzids potencisldoboz.
mozgasanak, ill. lehetséges allapotainak P
n. 4 n
lefrésdra): /
2 72 E) K
h* d 7
—5 (@) + V(@)(a) = By() T

a megfelelo két hatarfeltétellel, amelyek

most a folytonossag kovetelménye szerint a

2N

kovetkezoképpen irhatok:

AAANANNNNNNNN

<
e
I
=
=
I
o
m

N\

X

(=]

Bevezetve a k = y/2mE/h? > 0 hulldmszdm

mennyiséget, a Schrodinger egyenlet a 11/b. 4bra. Az egydimenziés potenciildobozban

kialakuldé E,, energiaszintek és 1, allapotok. =
kovetkezo egyszert formaban irhaté: EXE. 3 . St

Y (x) = —k*p(x), 0<z<L

amelynek megoldésa
Y(x) = Acoskx 4+ Bsinkx

két (integrécids) dllanddt tartalmaz. Kihasznalva az origébeli folytonossigot, kapjuk:
P0)=0 — A=0, — (x) = Bsinkzx.
Az x = L—Dbeli folytonossag ezért csak ugy biztosithatd, ha
BsinkL=0 — kL =nm, n=12 ..
azaz az energiaval kapcsolatos k hullimszam nem vehet fel tetsz6leges értéket, hanem csak k,, lehet:
r R L

kn = n— En = =
nL - 2m " 2mlL?

10



Azt kaptuk, hogy az energia csak FE; egész-szamu tobbszorose lehet. Az n + 1 kvantumszammal

jellemzett nivordl az n—dik nivéra torténd atmenet esetén a felszabaduld energia
AFE = En+1 - En = (2’[7, + 1)E1

M4érmost, amennyiben a szébanforgé test makroszképikus témeggel rendelkezik, pl. m = 1073 [kg], és a
potencidldoboznak (csének) is makroszképikus mérete van, pl. L = 1072 [m], akkor F; ~ 4.4 x 10~ [J].
Az energianak ilyen kis adagokban torténé valtozasa természetesen mérhetetlen és a megfigyel6 szamara
folytonosnak tiinik. Atomi méretek esetén azonban a kvantdltsig mér felting, és figyelembe veendo.
Tekintsiink ui. egy elektront (m = 9 x 1073! [kg]) egy atomi méretii potencidldobozban (L = 10~°
[m]). Ekkor By =2 x 1071 [J]= 1,3 [eV]. Elektronvoltnyi energia megvéltozasokat viszont (elektronok

esetén) mar konnyen lehet mérni, s ezdltal észlelni a bezért elektron energiadllapotainak kvantélt voltét.

A kapott eredményt mas szempontbdl is megvizsgalhatjuk. Kérdezhetjilk ui. azt, hogy milyen magas
E,, energianivora kell gerjeszteni egy potenciddobozba zért tomeget ahhoz, hogy észlelhetd (mérhetd)
energiavaltozas torténjen. A AE = E, — E; = (n? — 1)E; képletbdl kideriil, hogy makroszképikus
méretek esetén (1 [erg]= 10~7 [J] energia j6 pontossdggal mérhets) n ~ 10?7, mig mikroszképikus
objektumok esetén (elektronvolt mérhet§) a kordbbi Osszefliggés alapjan latjuk, hogy mar kis

kvantumszdmok (n = 2,3, ...) is szerephez jutnak. (A kvantumossdg "kézzelfoghat3”).
Els6 kvantummechanikai eredménytink kapcsan tovabbi megéllapitdsokat is tehetiink.

1) A vizsgélt rendszernek nincs zérus energigju dllapota. Mivel a potencidlis energia zérus, a teljes
energia tisztdn kinetikus (mozgdsi) energidbdl tevédik Gssze. A rendszer természetes dllapota a mozgés.
(n = 0 kvantumszam kizdrand4, mivel ez 1) = 0 megolddst jelentené, ami viszont azt jelentené, hogy

nincs részecske a megengedett térintervallumban.)

2) A k,L = nr képletbdl kovetkezik, hogy L = == n%” A\ = i—” a de Broglie hullamhossz), azaz a
részecske szdmara rendelkezésre allé intervallum a részecske de Broglie félhullaimhosszanak egész szamu

tobbszorose. (Ld. a 11.b dbrét, és vo. a Bohr posztuldtummal kapcsolatos megallapitdsokkal.)

Joéllehet a Schrodinger egyenlet altal szolgédltatott energiaallapotokat eléggé részletesen elemeztiik, a
probléma teljes megoldasat még nem végeztiik el. Hatra van még a hullamfiiggvény meghatarozésa,
ill. a benne szereplé6 B konstans rogzitése. Ezt a normaltsigi tulajdonsig felhasznaldsaval tudjuk

meghatarozni:

L
2
1:/|¢n|2d?}=/ B?sin?kpxde — B= /=
0 L
Tehdt a potencidldobozba zart részecske hulldmfiiggvénye és lehetséges energiakészlete (azaz az

egydimenzids potencidldoboz probléma teljes megolddsa) a kovetkezd (11/b dbra):

2
U =1/ I sink,r, ahol k,= %n, (17a)
22
_ 2 _ _
E, = Eyn?, (E1 - 2mL2)’ n=1,2,3,..,00 (17b)
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2.3.2. RESZECSKE TERBELI POTENCIALDOBOZBAN.

A fenti egydimenziés problémat konnyen kiterjeszthetjiik harom dimenziéra. Legyen a potencidl ui. a

kovetkezo:
z
0 ~ s a, Yy
V(.ﬁ,y,Z)ZO, ha Oﬁygb, c i
0<z<g, : .
e detntat g 4]
V(z,y,2) = o0 méskiilénben. - , —

A (14)-es Schrodinger egyenlet a fenti problémdara nézve a kovetkezéképpen irhaté:

2mE

— At = s

.
A hullamfiliggvényre vonatkozé hatarfeltétel természetesen most

¢(0,070) = w(oﬁ%z) = w(xaoaz) = ¢($aya0) = w(aaywz) = ¢($ab,2) = ¢($aya0) =0.

A megoldéast kiséreljik meg valtozok szerinti szeparaldssal megkapni, azaz tegyik fel, hogy a

hullamfiiggvény eldallithaté a
Y(x,y,2) = f(x)g(y)h(2)
szorzat alakban. Ezt beirva a fenti Schrodinger egyenletbe, 1—vel val6 osztas utan kapjuk:

10%f 10% 10°h  2mE

S fox2 gdy? ho2 ko
A baloldal els6 tagja csak az x valtozétdl fiigg, a mésodik csak az y—tdl, a harmadik pedig csak
z—t0l, a jobboldal pedig allandé. Mindez csak ugy lehetséges, ha a baloldal minden tagja kiilon-kiilén
is dllandé. Jeloljiik ezeket az dllanddkat rendre k2, k;, k2—tel. Ekkor egyenletiink egyrészt a kovetkezd

definiciéra redukalddik,
2mE

h2

azaz a teljes energia a hdrom szabadsdgi foknak megfeleld (hulldm)mozgdsbdl tevédik Gssze. Masrészt

k2 4k, + k2 =

hérom, az el6z6 fejezetben részletesen targyalt egydimenziés Schrodinger egyenletet kapunk, amelyekbol
most csak az z—irdnyut irjuk ki:

/()

922 = k2 f(x), 0<z<a.

Ennek megoldasat azonnal felirhatjuk az el6z6 fejezet alapjan tigy, mint

™

2
flz) = \/jsmkmgc, ahol ky = —ng, ny=12,..
a a

A teljes probléma megoldasa tehat:

Yngnyn, = \/%sin (nngW:c) sin (wTﬂy) sin (nzTﬂz) (18a)



R, s R2n? [n? n12; n?
Enonyn. :%(karkerkZ) =5 a—§+b—2+c—§ : (18b)

ahol Ng, Ny, N, = 1,2, 3, ..., 00. Legalacsonyabb energiadllapot n; = n, = n, = 1 esetén valésul meg.

Amennyiben a doboz minden oldala egyenld (a = b= c = L), a legalacsonyabb energiadllapot értéke

K22

B =FEi11 =3—.
1 111 L2

A kovetkezd energiadllapot méar haromféleképpen valésulhat meg:

K22

Ey = Eo11 = Ei91 = B2 = 60—
2 211 121 112 L2

amelyhez tartozé hullamfiiggvények viszont természetesen kiilonbozéek:

Po11 # Y121 # Vi12-

Kiilonb6z6 sajatfiiggvényekhez tartozé azonos energia sajatértékeket elfajult, vagy degenerdlt

sajatértékeknek nevezziik. Az Fy energiadllapot degenerdcids foka harom.
2.3.3. LINEARIS HARMONIKUS OSZCILLATOR.

A Klasszikus fizikabo6l tudjuk, hogy linedris

harmonikus rezgémozgast azok a  testek :
I
, L 22 ’ |
végeznek, amelyekre az x kitéréssel ardnyos, de I
|
7 ez ;. 7 4 H——X—
azzal ellentétes iranyu er6 hat. ik )
nyugalmi
helyzet
12, :bra. Harmonikus (rugés) erotorvény.

F=—-Dz=—gradV — V(z) = %chg

Itt D jeloli az un. direkcids erdt, V(z) pedig a Er6 = —Dz
részecske potencidlis energidja. (Lésd az dbrét.)
Newton II. torvényét hasznalva felirjuk a \\ X
részecske mozgasegyenletét és megoldasat
Io) Potencial
F = —Dx =mi — x(t) = Asiny/ —(t — to), V(X)—‘-'%-uzxz
m

amely két integréciés &dllandét tartalmaz (a
mozgds A maximadlis amplitudéjat és to kezdo

id6pillanatdt, amelyet nulldnak vesziink). A

tovabbiakban hasznalni fogjuk a

Osszefiiggésekkel bevezetett 7 = periédus id6, v = % frekvencia, és w = korfrekvencia (v. szogsebesség)

mennyiségeket. A direkciés erd a korfrekvencia és a tomeg fiiggvénye: D = mw?.
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Mérmost — viszonyitasi alapként — érdemes attekinteni a klasszikus fizikdban tanult energiaviszonyokat

(Id. az abrat is):

1

potencidl : V = §Dx2(t) = §mw2A2 sin? wt.
: : L .2 Lo o2 2
kin.energia : T = gmd (t) = 51w A® cos® wt.

1
tot.energia : E=T+V = —mw?A? = konstans.

A harmonikus rezgémozgast végzé test teljes energidja dllandé (energiamegmaradds), és csakis a
maximadlis kitéréstél fiigg (w—t az er6torvény és a tomeg rogziti). A maximélis kitérés viszont tetszdleges

lehet, igy a teljes energia is tetszéleges értéket vehet fel, folytonosan valtozhat.

A kvantummechanikai targyalds szerint ezzel szemben latni fogjuk, hogy a részecske energidja
most sem lehet tetszoleges, hanem csak bizonyos értékeket vehet fel, csak adagokban, kvantumokban
valtozhat. Tekintsiik a linedris harmonikus oszcilldtor problémara vonatkozé Schrodinger egyenletet:

R ) |1
2m  dx? 2

€= mw _2E
Ve T

jeloléseket, a Schrodinger egyenlet a kdvetkezd alakban irhaté:

mw?z?p(z) = Ey(z).

Bevezetve a

'+ (n— &) =0.

A megoldést az un. Sommerfeld-féle polinom mddszerrel fogjuk elballitani, amely két 1épésbél all.

El6szor megoldjuk az egyenletet £ — +oo hataresetben:

U = o = e = 2,

”

(Visszahelyettesitéssel meggyézédhetiink réla, hogy & — +oo hatdresetben a 1), megoldds kielégiti a
differencidlegyenletet.)

Maésodik 1épésként az altalanos megoldast ezen aszimptotikus megoldas és egy polinom szorzataként

keressiik:

Y= u(5)6—52/2, u(g) = ZCTET
r=0

E feltételezett megolddsnak a Schrodinger egyenletbe vald helyettesitése és e~ /2_vel térténd

egyszerusités utan az

u' =2 +(n—1u=0

egyenletet kapjuk az u(£) polinom meghatdrozasira. gy szitkségiink lesz az u(§) polinom els6 és

masodik derivaltjara:

o0 o0
u = E re £t = E re £
r=1 r=0
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o0

Zr r—1)c&" 2 Z(r +2)(r 4+ 1)ep428".
r=2

r=0

Behelyettesités utan kapjuk:

oo

Z {(r+2)(r+1)cr42 —2re, + (n— 1)} €M = 0.

r=0
Ez az egyenlet csak akkor teljesiilhet, ha a kapcsos zardjelben &ll6 kifejezés r minden értékére zérus,
amelybdl egy rekurzids 6sszefiiggést kapunk az ismeretlen polinom egytitthatéinak kiszamitasara:

2r+1—n¢
D +2)

Cr42 = Cr.

Vizsgdljuk meg, hogy e rekurzis Osszefiiggés r nagy értékeire (azaz ¢ magas hatvdnyaira) milyen
fliggvény hatvanysorat allitja eld!

2
r— 0o Cr42 ™~ —Cp,
r

ez viszont az €S fiiggvény hatvénysordra jellemz6 rekurzi6. Amennyiben tehdt az w(§) polinom
hatvénysora végtelen szdmu tagot tartalmazna, a teljes megoldds nem lenne regularis. (v — e£7/2
lenne £ — oo esetén.) fgy a polinom sziikségképpen véges fokszamu kell legyen. Azaz, kell létezzen
egy maximalis n fokszam, amelyre ¢, # 0, viszont az Gsszes tobbi ¢,42 = ¢pyqa = ... = 0. Ez csak ugy

lehetséges, ha a rekurziés formula szamlaldja r = n esetén zérussd valik, azaz

2F 1
2n+l=n=-——>FE=FE, =(n+ -)hw, n=0,1,2,.. (19a)
hw 2
Azt az ismerés eredményt kaptuk, hogy
a harmonikus oszcillator potencidlban mozgd AV,E,,
sszecske telj i4ja a kvant hanik ¥ n
részecske teljes energidja a kvantummechanika \ A = m ;
szerint nem lehet tetszOleges, hanem csak ’\\/F/\ 1 S /
bizonyos, az n kvantumszamokkal jellemzett \/[\\4 /\\./ 6
értékeket vehet fel. Ezért az energia valtozasa \ /\ /\L 5

sem lehet folytonos, hanem csak hw adagok [\L
(kvantumok) t6bbszoroseként torténhet. Ezen N4 \/ /L
kiviil azt a (szintén ismerds) jelenséget vehetjitk 3
észre a fenti képletben, hogy a legmélyebb % /HL

energiaszint nem zérus, azaz a harmonikus \ \/ 2
oszcillator potencidlban nem alakul ki abszolut — 1
nyugalom, a részecske még alapallapotban is NL hid 0
rendelkezik (Un. zérusponti) energidval. P

13. abra. Az egydimenziés harmonikus oszcillator
potencidlban kialakuld E,, energiaszintek és 1,, alla-

teljes hullamfiiggvénye az eddigiek alapjan a potok. (n=0,1,2,,,.).

A linedris harmonikus oszcillitor probléma

kovetkezbképpen irhaté:

() zegg;fz?un ( %x) , n=0,1,2,3,..., (19b)
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ahol u,(¢) a fenti rekurziés formuldbdl el6éllithaté tn. Hermite-féle (az ¢ silyfiggvényre
nézve ortogondlis és normélt) polinomokkal ardnyos, melynek elsé néhdny tagja a kovetkezd
(N2 = \/%/2"71!) :

uo(§) = No,

Ul(f) = Nl 2§a
uz(€) = N 2(262 — 1).

A kétatomos molekuldk rezgési (vibracids) szinképét harmonikus erdk jelenlétével magyarazhatjuk meg.
A fenti energiaképlet alapjan ugyanis az n—dik energiaszintrél az n — 1 —edikre valé legerjesztddés
esetén a molekula

hVZEn—En_lzhw

energidju és v = %w frekvencidju fotont sugaroz ki. A szinkép egymastél ugyancsak Av =

%w = %\/g tavolsagra levé vonalakbdl &all, s ez teljes mértékben megegyezik a tapasztalattal.
A fenti meggondolasbdl kovetkeztetést vonhatunk le a molekuldk atomjai kozott haté harmonikus
eré (a D direkcids erd) nagysdgdra is, amennyiben ismerjik tomegiiket. Sésav (HCI) esetén pl.
a kisérleti tapasztalatok szerint v = 8.65 x 1013 [s7!] (ami ~ 0.3 eV energidji és A ~ 35000 A
hulldmhosszal rendelkez§ fotonnak felel meg) s ebbdl, valamint a més mérésekbél ismert (redukélt)

tomeg felhaszndldsaval D = 0.48 [N/cm] nagysdgunak adddik.

Izotép effektus. (A zérusponti energia kisérleti bizonyitéka.)

Tekintsiink egy kétatomos molekuldt, pl. a !B —1% O molekuldt. A molekula teljes energidja (mint
késébb fogjuk ldtni) lényegében az elektronok molekuldkon belilli E,4 elrendezédési (konfiguracios)

energigjabol, valamint a vibracids energidbdl tevédik ossze (m =redukalt tomeg):

E(A,n) EAJrh\/%(nJr%).

Ha mindkettd valtozik az atmenet soran, akkor a kisugarzott fény vqo frekvencidjat az

EFs—F D 1 D 1
iz = 2 = == JS8 (4 5) =y TR (e 4 5)

képlet szolgéltatja. Itt Ea, Ep, Da és Dp kizarolag a molekuldk elektronallapotai dltal meghatarozott
konstansok. Ezért tehat, ha a molekuldban lev6 egyik elemet helyettesitjik az egyik izotdpjdval, akkor
e konstansok véltozatlanok maradnak, csak a molekula (redukdlt) m tomege véltozik meg m*—ra.

Helyettesitsiik pl. "'B—t a '9B—ral. Ekkor az dtmenethez tartozé frekvencia is megvatozik v*—ra:

Epa—FE D 1 D 1
o 55 B ) 22 ),

m*

azaz az atmenethez tartozé frekvencidban kismérték(i eltérést észlelink (ezt nevezzik izotdp
effektusnak):

Vg — Uiy = % (% - J%) (\/D_A(m + %) —V/Dp(ns + %)) :
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Abban az esetben, amikor az n; és no vibrdcidés szintek az alapédllapotnak felelnek meg (az un.

"null-null” dtmenet esetén), az izotép effektus:

-t (G- ) (75 )

Ez a képlet teljes Osszhangban van a tapasztalattal. Amennyiben a zérusponti energiat a vibracids

energiaképletbdl elhagynank, nem kapnank izotép effektust 0 — 0 atmenet esetén.
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