3. Gyakorlat

Polar koordinata rendszer
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Hatarozzuk meg a jobb és baloldal x és y szerinti parcidlis derivéltjait:
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0 = cos (gp)gg — rsin (go)gzj
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0 = sin (go)% + 7 cos (go)%

1 = sin (go)gg + 7 cos (go)?;;

Foglaljuk Gssze a fenti egyenleteket egy matrix egyenletbe:
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Az r, p polar koordinatdk derivéltjait a fenti matrix invertaldsaval allithatjuk el6:
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Példaként hatarozzuk meg a f(r, ) skaldr mezé gradiensét:
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vagy kifejtve a fenti egyenletet:
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A kétdimenziés Laplace operator meghatarozdsa polar koorddindta rendszerben valamivel

hosszadalmasabb szamolast igényel:
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A 1. egyenlet felhasznalasaval a fenti egyenlet egyes tagjait a kovetkezéképpen irhatjuk fel.
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cos (¢)? +sin (¢)? =1

5 (sin(9)? + cos (9)?)

tehat a masodik sor a kovetkezo alaku lesz:
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vagyis a 3. sor nem ad jarulékot.
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4. sor
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Tehat csak a 2. és a 4. sor ad jarulékot a Laplace operator 2D polar koordindta rendszerbeli
kifejezésébe:
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3D henger koordinata rendszerben nyilvanvaléan hasonlé alakot fogunk kapni:
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Differencialoperatorok gombi koordinata rendszerben

Gombi koordinédték: (r,d, @)

x = rsin(¥)cos(p)
= rsin(9)sin(p)
= rcos(9)

A polar koordinatarendszer esetéhez hasonléan irjuk fel a derivdltakat matrix alakban:

1 0 0 % %ﬁ g% sin () cos (¢) sin (¥) sin (¢) cos (1)
010 )|= g—; g—g 75 rcos () cos (p) rcos(P)sin(p) —rsin(9)
0 01 % %13 %ZP —rsin (9)sin (p) 7sin (9) cos (¢) 0

Miel6tt matrix inverzio segitségével meghataroznank a Descartes koordinatak gombi koordinatak
szerinti derivaltjat bontsuk szét az el6z6 egyenlet jobb oldalan all6 matrixot két matrix szor-
zatéara:

10 0 sin () cos () sin (9)sin (@) cos ()
0 r 0 cos () cos () cos(¥)sin(p) —sin (V)
0 0 rsin () — sin (@) cos () 0

Egyszertien meggy6zodhetiink réla, hogy a masodik matrix oszlopai és sorai merdlegesek egymasra,
tehat az inverzét a méatrix transzpondlasaval -a f6atlora vald tiikkrozéssel - kaphatjuk meg. Egy
diagondlis matrix inverze diagonalis matrix marad f6atlojaban a diagonalis elemek reciprokéval:

% %ﬁ %%’j sin () cos (¢) cos () cos (p) —sin (p) 10 0
g—; % 8—‘5 = | sin(J)sin(p) cos(I)sin(p) cos(p) (- 0 (7)
g 9 ‘%‘5 cos (V) — sin (¥) 0 0 0 m

Idézziik fel a helyvektorok derivaltjaindl bevezetett egységvektorokat:
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e = sin (¢) sin (@) , €9 = | cos(V)sin (p)
| cos (1) — sin ()
7 —sin (p)
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Gombi koordinata rendszer.
r:erve:el%(b:e@

Vegyiik észre, hogy a 7. szamu egyenletben szerepld métrix az e;, ey, e, oszlopvektorokbdl épiil
fel. A gradiens miiveletét (operdtorat) métrixos jeloléssel a kovetkezéképpen irhatjuk fel:
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Behelyettesitve a 7. egyenletet a gradiens operatort a kovetkezd alakban irhjatjuk fel a harom
egységvektor segitségével:
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v=e + 619619 rsin(ﬁ)ew%

- (5)

Természetesen az e,, ey, e, vektorok nem 4allandé vektorok. Hatdrozzuk meg a gombi
koordinatak szerinti parcidlis derivaltjaikat:
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Hatarozzuk meg egy V vektortér divergenciajat gombi koordinata rendszerben!
Alkalmazzuk a 10. képletet:
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Gyakran célszeri a vektorteret is az e,,ey, e, vektorok segitségével megadni:
V=eV,+eyVy+e,V,,

ahol V, = e, 'V, Vy = eyV és V,, = e, B. Helyettesitsiik be a divergencia képletébe:

divV = e, 0 () +e~— 0 (619V19)+er§ (exVy)
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Helyettesitsiik be a e, ey, e, egységvektorok derivaltjait és haszndljuk ki azt a tényt, hogy



merélegesek (ortogondlisak) egymaésra:
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Laplace operdtor gombi koordindta rendszerben:

Legyen ®(r, 9, ) egy skalar tér. A Laplace operator hatdsét a skalar téren ugy kaphatjuk meg,
ha meghatarozzuk a gradiensének a divergenciajat:
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Az divergencia kifejezésében szerepld vektorterek komponensei ebben az esetben rendre:
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V=S, V=l Vo= ——o
or ) Y rsin () dp

amelyeket a divergencia 9. szamu képletébe helyettesitettiink be.

1. Vezessiik le a rotécié differencidl operdtordt gombi koordindta rendszerben! Hasznaljuk fel
a gradiensre kapott formulat:

o 1 0 1 0

v=e * eﬁ(‘)ﬁ rsin(ﬁ)ew%

o (10



. irjuk fel a mozgds egyenletét polar koordinata rendszerben egy sikban mozgd, Iy nyugal-
mi hosszisagu, D direkciés dllanddju rugd végére kotott tomegpontnak. A potencidlis
energiajat a kovetkezoképpen adhatjuk meg:

D

V:E(r—zo)?

. Hatarozzuk meg egyenletes kbrmozgés esetén a sebesség rotdcidjat!
. Az 1. el6adas hdrom legye esetében hatdrozzuk meg a sebesség rotacidjat!

. Szamitsuk ki a gradiensét gombi koordinata rendszerben a kévetkezd potencidlnak:
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r3 7

ahol P 4llandé vektor!

. Szamitsuk ki a rotaciéjat henger vagy gombi koordindta rendszerben a koévetkezd vek-

tortérnek: X T
A =

r3

ahol m egy dlland6 vektor! Henger koordindta rendszerben célszerli a z tengely irdnyat
m-mel parhuzamosan valasztani.

. Hatarozzuk meg a divergenciajat gombi koordinata rendszerben a kévetkezd aramstirtiségnek:

j= 7"% sin (kr)



