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1. Feladat

Egy egyszert kébos racson a I'’X vonalon az energia 4-szeresen degeneralt lesz

ED,E,F,G’(k) = € (FEQ + 4) (1)
energidval, ahol k = = (0,0, k) (0 < k < 1). Az ezekhez tartoz6 hullaimfiiggvények a kovetkezdk:

¢p(r)=e (2)
©E (I‘) _ ei%(nz+2y) (3)
o (r) = i (520 (4)
o (r) = e'a (=2 (5)

Degeneralt perturbacioszamitas (a rész)

A négyszeresen degeneralt sav felhasad, ha megjelenik eg kis V' (r) potencial. A felhasadas megha-
tarozasadhoz meg kell adni a V(r) potencialbol adodo méatrixelemeket, amiket a kovetkezé modon
kaphatunk meg:

1 o . 1 . /
Vac ver — —iK'ry/ iKr _ /V i(K—K')r
KK = /6 (r)e Ve | V(e (6)

Itt K illetve K’ a kvetkez6k lehetnek: 2Z (+1,0,0) vagy 2= (0,+1,0). A potenciélt leosztottuk
€o-val, hogy dimenziétlan mennyiséget kapjunk.
A fentiek alapjén a Hamilton-operator a kovetkezs 4 x 4 méatrix alakban irhaté fel:

e(k) V(1,-1,0)  V(2,0,0) V(1,1,0)
~|va, =10 e(k) V(1,1,0) V(0,2,0)
H(k) = e V(2,0,0)  V(1,1,0) e(k) V(-1,-1,0) (7)
V(1,1,0)  V(0,2,0) V(=1,—1,0) e(k)

Az offdiagonalis matrixelemek argumentumai a K — K’ lehetséges értékeit mutatjak 27 /a fak-
tortol eltekintve, (k) az (I)-ben 16v6 energiaértékek dimenziotlanitva.

Mivel a kristalyban kobos szimmetria van ezért a matrix nagy mértékben leegyszertisodik. A
nem diagonélis elemek valdsak lesznek, és konnyt beldtni, hogy a Cy forgatasi szimmetria miatt
i = V({1,-1,0) = V(1,1,0) = V(-1,-1,0) és Vo = V(2,0,0) = V(0,2,0), tehat csak két
fiiggetlen matrixelem marad. Igy a Hamilon-operator matrixa tovabb egyszertisodik:

ek) Vi Va W
V1 E(k) V1 ‘/2 (8)
V2 V1 e(k) V1
Vl ‘/2 V1 G(k)

A kifejezést atirhatjuk masik alakra:

H(k) = €

0 i V2
Vi 0 Vi VW

H(k) = eoe(k)laxa + €0 V; v 01 Vi = eo€(k)laxs + 0V (9)
Vi Voo Vi 0



E 204 02 20’U 20’d
A |1 1 1 1 1
A, 11 1 1 1
B |1 -1 1 1 -1
By | 1 -1 1 -1 1
E |2 0 2 0 0

1. tablazat. Cy, karaktertdblaja

A felhasadds meghatarozdsahoz a V. maétrix sajatértékeit kell meghatarozni, ami a kovetkezs
karakterisztikus egyenletre vezet:

det(V — Myxa) = At — ANV — 202V — 8AV2V, — AVPVE + V3! (10)
— (N = V2)? — AV (A + 1h)? (11)
= (A1) (02 =13)” - 412) (12)
= A+ 1) (A= Ve —21) (A2 = Vo +2V4) =0 (13)
A kapott polinom szorzatalakjabol leolvashatok a sajatértékek, amelyek rendere: Ay o = —V5a,
Az = Vo +2V; és Ay = Vo — 2V, Ezekbdl a felhasadt allapotok energiai:
6172(1{) = €0 (H2 + 4— V2) (].4:)
e3(k) =€ (K* + 4+ Vo +2V7) (15)
63(1() = €p (Hz —+ 4 -+ V2 — 2V1) (16)

Tehat tényleg egy 2-szeresen degeneralt és két nem degenerélt palyara hasad fel a rendszer.

A hullamfiiggvényeket meghatarozhatjuk az eredeti degenerélt allapotok linearis kombinacio-
jaként. Ehhez elég meghatéarozni a (§8))-ben kapott matrix sajatvektorait: v, = (d;,e;, fi,9:). Ha
visszahelyettesitjiik a sajatértékeket (8)-ba a kovetkezé megoldasokat kapjuk a sajatvektorokra:

=(1,1,-1,-1) (17)
(1,*1 1) (18)
(1,1,1,1) (19)
va=(1,-11,-1) (20)

Ezekbdl a normélas és egyszeriisités utan megkapjuk a keresett hullamfiiggvényeket.

st () e (2)
(52 ()
s o2 (50
s o () ()

Szimmetria visgalat (b rész)

Ha a T'X vonalon vizsgaljuk a kristalyt, akkor nem kell az Gsszes lehetséges szimmetriat figyelembe
venni, elég a kobds szimmetria egy tgynevezett kis csoportjaval szdmolni. Ebben az esetben ez a
Cy,. Ha a Hamilton-operatort sikeriil felbontani az irreducibilis reprezentéciok segitségével, akkor
megkapjuk, hogyan hasadnak fel a palyadk. Ehez sziikség van a Cly, karaktertablajara tablazat).



‘E 204 C2 20’1} 20.(1
R|4 0 0 2 0

2. tablazat. Az adott reprezentéacié karakterei

Hogy megtudjuk milyen irreducibilis reprezentaciokbdl &ll az adott reprezentacid, ahhoz sziikség
van az egyes transzformaciok matrixdnak meghatéarozasahoz az adott bazisban (a mostani esetben

a bazis).

Az abrazolas matrixai a kovetkezok lesznek:

1 0 0 0 010 0 0010
0100 001 0 00 0 1
D(E)_0010 D(C4)_0001D(02)_1000
00 0 1 1 0 0 0f 0100
00 1 0 0 0 0 1]
0100 001 0
Dlova) =11 o o o Dlear)=1y5 1 ¢ o
00 0 1 1 0 0 0]

A karakterek meghatarozasahoz csak a konjugélt elemosztilyok egy-egy elemének matrixai-
ra van sziikségiink, mert egy osztalyban 1évé transzforaciok karaktere megegezik. Ezek alapjan
felirhat6 a reprezentaci6 karaktere (2 téblazat)):

A csoportelméleti tételek alapjan kiszamolhato, hogy Cy, egyes reprezentacioi hanyszor szere-
pelnek a jelenlegi dbrazolasban, hiszen igaz, hogy:

X(R) = Z aix(R) (25)

Ebbdl kovetkezik, hogy az egyiitthatokat meg tudjuk hatarozni.
1 - *(v)
ay = @ Zgixi Xi (26)
i=1

Az egyiitthatokra a kovetkez6t kapjuk:

aA1:%(4'1~1+0'1~2+0'1~1+2~1~2+0~1~2):1 (27)
aA2:é(4.1~1+0~1~2+0~1-1+2~71~2+0.(71).2):o (28)
agl=%(4~1~1+0-(—1)-2+0.1~1+2.1~2+0-(—1)~2):1 (29)
a32:%(4-1-1+0-(—1)~2+0-1~1+2-(—1)-2+0-1-2):0 (30)
aE=é(4~2-1+0-0-2+0-2~0+2-1~2+0-0-2):1 (31)

Tehat a reprezentéacionk a kovetkezé moédon bonthaté fel irreducibilis reprezentaciok osszegére:
R = A, + By + F, ahol Ay, és By 1D reprezentaciok, mig F két dimenzios. Tehat a felhasadas is
hasonlé lesz, két nem degeneralt és egy kétszeresen degeneralt palya lesz.

A sajatallapotok meghatarozasdhoz kellenek a csoportelemek métrixai az adott reprezentacio-
ban. Mivel a Cy, csoportnak 8 eleme van, ezért sziikkség van a kimaradt 3 elem maétrixara.

000 1 1000 010 0
S _ |1 00 0 o001 [t oo o0
Dl =10 1 0 0 Dleva) =1 o 1 o|/Pla2)=]g 0 0 1
0010 1100 0010

A matrixok segitségével elGallithatok a projektorok:



Py = ST DI(R)D(R) (52)
S=r

Ha elvégezziik a projekciokat, a kovetkezdket kapjuk:

A (1) = lar> (cos (Tm) + cos (2;3/)) (33)
PP (r) = iEn <cos <2;Tx> ~ cos (iﬁ)) (34)

;T 2
<ng)(r) = e'+"*sin (Zm) (35)
(E) 1T Kkz 27
vy ' (r) =e€'="*sin ;y (36)
(37)

Mivel ng)(r) és goéE) (r) egy degeneralt altér bazisvektorai, ezért a linearis kombinaciojuk is az

lesz, igy kikeverhets bel6liik az el6z6 esetben kapott megoldas. Az irreducibilis reprezentaciokra
val6 felbontas segitségével is megkaptuk ugyanazt a eredményt, amit a degeneralt perturbaciosza-
mitasnél.

3. Feladat

Adott egy dimenzids racsot a kivetkezd Hamilton-operatorral irhatunk le:

Hiajﬁ = €alapdij + 71 (1 = 6ap) 0ij + Y2 (604080 j+1 + 6aBdasdit1 ;) (38)

Mivel csak els6 szomszéd kolcsonhatast engedtiink meg, ezért a sajatérték egyenlet a kovetkezs
egyenletrendszerre vezethets vissza:

€0A — MNPB,i — Y2¥B,i-1 =0 (39)
EPBi — V1PA; — V2PA,i+1 =0 (40)

Kihasznélva a Bloch-tételt, az egyenletrendszer atirhaté matrixos alakba.

—€ Y1+ v2e ] [u
) =0 41
" + ,.yQszra —c :| |:§0B:| ( )
Megoldva az egyenletet a kovetkezét kapjuk:
e = (71 + 126 *) (y1 + y2e™) (42)
=2 4 42 + 2717y cos (ka) (43)

Ahol a a racsalland6. A diszperzids relacié két savot hataroz meg:

e = £/77 + 3 + 27172 cos (ka) (44)
A gap nagysagit meg tudjuk hatarozni a fentiekbdl. Ha a cos argumentuma 7, akkor a gyokjel
alatti kifejezés minimalis: €,,;, = |71 — 72| Ebbdl kovetkezik, hogy a gap minimalis szélessége

A = 2|1 — 72|, ami akkor tinik el, ha a kér hopping amplitud6é megegyezik.



4. Feladat

Egy fél végtelen egy dimenzids lancra hasonléan az el6z6 feladathoz a kévetkezs egyenletek irhatok
fel:

EPA — MYB,i — V2¥B,i—1 =0 (45)
EPBi — V1PA; — V2PA,i+1 =0 (46)
EPB1 — MPa1—Yepaz =0 (47)

epal —mnes1 =0 (48)

A a lanc belsejében, mig a széleken irja le a rendszert. A minta vége miatt kiala-
kulhatnak lokalizalt allapotok, miket a kévetkez6 alakban irhatunk: ¢,,; = eik“*““wmi,l, ahol
w> 0. A feliileti allapotoknak a tiltott savon beliil kell elhelyezkedniiik. Az egyenletek megoldasa
altalanos esetben csak numerikusan lehetséges, viszont az ¢ = 0 eset megoldhaté analitikusan is.
Ekkor a fenti egyenletek leegyszertisodnek.

mNnes,i +Y2¢Bi-1=0 (49)
MPAai T V204,41 =0 (50)
Y1pa,1 + 72042 =0 (51)
T¥B1 =0 (52)

A modellt ugy alakitottuk ki, hogy az A alracs legels6 eleme legyen a lanc legszélén, emiatt
bél a kivetkezs kifejezést kapjuk:

VA i+1 = —ﬂwA,i (53)
72

Osszevetve ezt a lokalizalt feliileti allapotokra felirt Gsszefiiggéssel megkapjuk p lehetséges ér-
tékét.

|Pail = €| pai-1]| (54)
N —pa
nl_, 55
Y2 ( )
1 Y2
p=—log|—= (56)
a a!

A rekurziv kifejezésbdl latszik, hogy csak akkor lesznek az allapotok lokalizaltak, ha
|7v1/72] < 1. Ekkor automatikusan teljesiil az a feltétel is, hogy u > 0. Tehat 0 energidju fe-
lilleti allapotok kialakulhatnak, ennek feltétele, hogy a cellan beliili és a cellak k6zotti hoppingok
ardnyanak kiebbnek kell lennie 1-nél.

6.feladat

Egy nem mégneses fém feliileti allapainak effektiv Hamilton-operédtora a koévetke§ modon irhatod
fel:

H(k) = eo + ™"k} k) + ;" k" ko (57)
Ezt az alakot egyszertibb alakra is hozhatjuk:

H(k) = ¢g + B(k)I2x2 + C(k)o (58)



ahol

B(k)=> > bk k] (59)
i=0 j=0

Calk) = k] (60)
i=0 j=0

Mivel nem méagneses A Hamilton-operatorunk, ezért az idétiikrozésre invaridnsnak kell lennie,
ez azt jelenti, hogy B(k) = B(—k) és C(k) = —C(—k). Ezek alapjan a kovetkezsket (59)-ben és
—ban n csaka paros lehet és m csak paratlan, a tobbi esetben el kell tinnie az egyiitthatoknak.
B(k) és C(k) a kovetkezs modon transzformalédnak egy g € G csoportelem hatasara:

B(k) = B(gk) (61)
C(gk) = det(g)gC(k) (62)

Az effektiv Hamilton-operatort harmad rendig vesziik figyelembe, azaz (57)-ben n+m < 3, igy
az eléz6ek alapjan leegyszertsithetd és ([60).

B(k) = b*k2 + bk ky, + b7k (63)
ek, + Ok, 3Ok3 + 2 K2k, + cl? kxké + cg?’ké

C(k) = |k + Ghy | + | k2 + 2 K2ky + clPkok? + Pk (64)
oWk, + Lk, Ok3 + 2V k2ky + cLPhok + Ok

Csy, és Cy, szimmetria esetén tovabb egyszertisodik a két kifejezés. Ehhez meg kell hatarozni az
egyes csoportelemek hatasat a B(k)-re és C(k)-re. Ehhez nem sziikséges az Gssze csoportelemmel
végigesinalni a szamolast, elég csak a csoport generatorait megnézni. A Cy,, generatorai Csy és oy,
mig Cy, esetében Cy és o0,. Ezek matrix alakban a kévetkezdk lesznek:

-1 0 0 -1 0 0 0 -1 0
D(Cs) = -1 0 D(e,)=10 1 0|D(Cy)=1|1 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

A B(k) esetében a kovetkezs egyenletek lesznek érvényesek Cs,, Cy forgatés és tiikrozés esetén.

Co : bOkZ + b koky + 07k, = b0k + b ko ky + 07K (65)
oy 1 VK2 + 0 hgky + 0O%K2 = b2Ok2 — by + 007K (66)

Ebbdl latszik, hogy b'!'-nek el kell ttinnie. Cy, esetén a kdvetkezst kapjuk:

Cy : bk + b koky + 07K, = b0k — b koky + 00K (67)
oy bOkD 4 b koky + 00k = 070k7 — b ko ky 4 D20k (68)

Ebben az esetben annyi plusz feltételt kell kiszabni, hogy b°? = 52°.
Az elsérendii tagok Cy, esetén:

—cl%k, + Ak, —cl%, — Ak,
ou | = ke + Gl hy | = — | ka4 Ry (69)
—c2k, + 'k, Mk, + Sk,



Ebbél azonnal latszik, hogy ¢l0 = c%lky = cglky = 0. A megmaradt komponensekre alkalmazzuk
a Cz—t.

-k, —clOk,
Co: | =cpke| = | —cks (71)
— c}YO ks c#o ks

(72)

Tehét ¢! is 0 lesz.

Cj, esetén a o, ugyanigy hat a vektorokra, mint az el6z6 esetben. Igy csak a C, hatasat kell
kiszamolni.

Ak, céokx
Ca: | eghy | = | —ci'ky (73)
2Ok, MOk,
(74)
Ezekbdl kovetkezik, hogy 2! = —0}30 és clyokz = 0.
A harmadrendd tagok a kovetkezdképpen néznek ki:
—c30k3 + A2V k2k, — c}szké + 633"@ — (K2 + 2 k2ky + ek kD + O ED)
oo |~k 4+ B2k, — Ak, h? 4 RS | = — | R4 2Tk + Pk, k2 + ORS | (75)
— e + 22l — A2k, k2 + 0K k3 + 2k + 12,k + O3k

Leolvashato, hogy ¢’ = c3? = 3! = ¢’ = &' = J> = 0. A megmaradt elemeken végrehajt-

y
hatjuk a Cs-t.

A k2k, + c33k§ —c2 K2k, — cS?ké
Cy i — | kS + cPkaky | = | —cPk) — cikak; (76)
AOk3 + Pk, ke A3 + L2k k

30 12

Az eltiing elemeke ebben az esetben a ¢2” és a Cy Mivel Cy, szimmetridja Cy,-nek is, ezért a
kapott eredményt felhasznalhatjuk C4 forgatasnal is.

S22k, — K] [el2h2h, + 0K
Cy: | Bk + Pkl | = Pk + 2y k2 (77)
0 0
A fentiekbdl kovetkezik, hogy c}f =—c2tés eV = —c%o.
Osszefoglalva, a Hamilton-operatorokat az egyszertsitések utan a kovekezé modon irhatjuk fel:
C5, esetén:
@@+@@@+@@T o
H(k) = ¢o + b2 + b02k‘312><2 + | ks + kS + kK, o3 (78)
0 Oy
Cy, esetén:
Ak, + A2k, + c?fkg T Oa
H(k) = €0 + b0 (k2 + k) Iawa + | —Ot ke — ¢O2K3 — 2 hykl | |op (79)
0 On
9.feladat

A feladat soran egy egysav tight binding Hamilton-operatort vizsgaltunk kétféle iteracios mod-
szerrel. Mindkét esetben a virtuélis kristaly kozelitést alkalmaztuk. A program futasdhoz két



1. abra. Allapotsiiriiség w fiiggvényében ¢ = 0.5 és zo = 1 kezdeti értékekkel.

12 T
s i
asr Aix modszer 1
_ ——2. modszer
3 |- |
206
04 B
D A A
-+ 3 2 -1 0 1 2 3 4

2. abra. Allapotsiiriiség w fiiggvényében ¢ = 0.5 és ¢ = 2 kezdeti értékekkel.

3 T
— 1. mbdszer
25 )
—2. modszer
P
Zast J
1
. i
05 d
0 I . L ! m
3 3 2 -1 0 1 2 3 4

3. abra. Allapotstrtség w fiiggvényében ¢ = 0.1 és xo = 2 kezdeti értékekkel.



paramétert kell megadni: c-t és x(-t, mivel ezetkbél sudmolja ki a program az els§ iteraciohoz
sziikséges tagot: ! = (2¢ — 1)xp. A kapott grafikonok a kovetkezdk kiilonbozé kezdeti értékek
esetén:

A masodik iteraciés modszer lathatoan jobb eredményeket adott az egyes esetekben. Ennek
oka, hogy az iteracié soran az elsé moédszer sokkal lassabban konvergal, mint a masodik, emiatt a
pontossiga sokkal rosszabb. A kapott grafikonok egy-egy Matlab scripttel késziiltek.

Az els6 iteracios modszerhez tartozé Matlab fiiggvény:

function [omega, dos]=vcal(x0,c)

omega—linspace(—4,4,100)+11%0.02;
alpha=0.3;

xin=(2xc—1)xx0+ones (1,length (omega));
dos=zeros (1,length (omega));

for i=1:2000000
tmp—sqrt ((omega—xin). 2 —1);
for i=1:length (tmp)
if (imag(tmp(i))<0)
tmp (i)=—(tmp(i));
end
end
xin=alpha=*((2%c—1)*x0+(x0%x0—xin .+ xin)./tmp)+(1—alpha)xxin;
end
dos=—imag (1. /tmp);

A maésodik iteracios modszerhez tartozo Matlab fiiggvény:

function [omega, dos]=vca2(x0,c)

omega—linspace(—4,4,100)+11i%0.01;
xn=(2«xc—1)*x0xones (1,length (omega));
dos=zeros (1,length (omega));
for i=1:100000
gz=1./sqrt ((omega—xn). 2 —1);
for i=1:length(gz)
if (imag(1/gz(1))<0)
gz (i)=— (g7 (i));
end
end
tn=c*(x0—xn)./(1—(x0—xn).*gz)—(1—c)*(x04+xn)./(1+(x0+xn).*gz);
xn=xn+tn./(1+tn.xgz);
end
dos=—imag(gz);

end



