A harmonikus linearis oszcillator

Amikor egy részecskét fogva tarto erd linearis erétdrvénnyel adhato
meg a kovetkezd modon:

F = —-Dx

ahol D az er6konstans, akkor beszélink harmonikus linedris oszcillatorrol,
koznapi nyelven ragordl. Ehhez az er6torvényhez az

U(x) = (D/2) x*

potencialfiiggvény tartozik. Tudjuk, hogy ilyenkor a klasszikus fizika

szerint egy m tomegi részecske w = /D /m korfrekvenciaja harmonikus
rezgémozgast végez az X = 0 hely koriil. Ha a rezgd részecske egy
mikrorészecske, akkor leirdsa az 1D Schrodinger-egyenlettel torténik, de
most az U(x) potencialis energia helyébe U(x) = maw®x*2  konkrét
kifejezést kell behelyettesiteni:
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Sajnos az x*-es potencialis energia-tag miatt ez az egyenlet mar nem
oldhaté meg egyszerien. A megoldashoz a Sommerfeld féle polinom
modszer lehet alkalmazni. Ez a megoldasi triikk 3 alapvetd 1&pésbdl all:
elészor megkeressiik az aszimptotikus megoldasat az egyenletnek. Mas
szavakkal elmondva megoldjuk az egyenletet az x tart plusz/minusz
végtelen esetre. Uj valtozok bevezetésével lehet egyszeriisiteni az
egyenletet. Legyen
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Ekkor az egyenlet atmegy a

PET; )+ (k= D)= 0

egyenletbe. x— o esetén E—oo is igaz, igy a zardjelben Kk elhanyagolhato
a négyzetes tag mellett. Az egyenletiink tovabb egyszerlisodik:



d_zf Qoasz(f) - €2¢asz(€) =0

ahol a ¢,, az aszimptotikus megoldast jelenti. Ezt a differencial
egyenletet konnyen meg lehet oldani az E— esetre . A megoldas:

Pasz(§) = exp (— 52_2)

Masodik Iépésben a kapott megoldast Osszeszorozzuk egy
polinommal, amelynek fokat és egyiitthat6it még nem ismerjik.
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A teljes megoldas igy

0 (&) = Yasz(OP(E)

Ezt beirva az eredeti egyenletbe ¢és az exponencidlis tényezdvel
egyszerlsitve kapjuk a polinomra a
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77 p() + (k= Dp(§) =0

Harmadik Iépésként ezt a csak a polinomot tartalmazé differenciél
egyenletet oldjuk meg. Kiszamitva a polinom elsé és masodik derivaltjat,
majd ezeket beirva az egyenletben kapjuk a kovetkezd 0sszefliggést:

Z{(i +2)( + 1Dy — i+ 1—K)c e = 0
i=0

Ez az egyenlet akkor teljesiil minden & értékre, ha a & valamennyi
hatvanyanak egyttthatdja zérussal egyenld, ami egyenértékii azzal,
hogy a kapcsos zarojeleken beliili kifejezések egyenl6k 0-val. Ebbol
egy rekurzids osszefiiggés irhato fel a ci+2-k és a ci-k kozott:
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Be lehet latni, hogy a teljes megoldas csak akkor lesz reguléris, ha vagy
csak paros, vagy csak paratlan i-k szerepelnek benne és egy adott i = n-



tdl kezdve mindegyik ettél nagyobb egyiitthaté nulla értéket vesz fel.
Ebbdl kovetkezik, hogy

2E
2n+l=k = —
hw

Kifejezve a kiilonbozé n értékhez tartozo E, értékeket kapjuk:

1
E, = hw <n+§>

aholn=0,1,2,3, ... egész szam lehet.

Az o korfrekvencidji harmonikus oszcillator energidja tehat csak
diszkrét hw 1épésekben valtozhat. Emlékeztetiink arra, hogy ez volt az a
"matematikai kényszerlisegbdl" bevezetett felteves, amellyel Planck a
fekete test sugarzasat ertelmezni tudta. Ez az eredmény a
kvantummechanika alapegyenletének megoldasabol minden kiilon
feltevés nélkiil kovetkezik.

Az energia kifejezeésébdl kitlinik, hogy az oszcillator energidja nem
lehet nulla, hanem van egy legkisebb energiaérték:

EO = hw/z

Ezt hivjuk zéruspont energidnak. Ennek létezése ellentmond a
klasszikus fizikai szemlé¢letiinknek, mert nem engedi meg, hogy egy
,rugd” az abszolit nulla energiaju allapotba keriiljon, ami ebben az
esetben a nyugalmi helyzetet jelenti. Ez jellegzetesen kvantummechanikai
eredmény, amely a Heisenberg féle hatdrozatlansagi Osszefliggés egy
megnyilvanuldsa: ha ugyanis a részecske energidja nulla lenne, akkor ez
azt jelentené, hogy pontosan tudjuk, hogy a részecske az origoban van és
az impulzusa nulla, marpedig a hatarozatlansagi 6sszefiiggés szerint ezt a
két adatot egyidejlileg nem ismerhetjiik tetszéleges pontosan.

A kapott eredmény még egy fontos kiilonbséget mutat a klasszikus
fizikai képlinkhoz képest. A klasszikus fizika meghatarozza azt a térbeli
két hatarpontot, amely kozott mozog a részecske. A kvantummechanikai
megoldas ilyen hatarpontokat nem jelol ki. A sajatfliggvények
exponencidlisan lecsengd fliggvények. Az ebbdl szdmolhaté megtalalasi
valosziniiségek is hasonloan viselkednek €s sehol nem valnak nullava. Ezt
azt jelenti, hogy barhol megtaldlhatdak a részecskék a térben.

Végezetiil megjegyezziik, hogy pl. a mikrovilagban a kétatomos
molekuldk  j6 megvaldsulasi formai a  harmonikus lineéris
oszcillatoroknak.



