Az entropia statisztikus értelmezése

A tapasztalat azt mutatja, hogy annak ellenére, hogy egy gdz molekulai
egyedi mozgast végeznek, viselkedésiikben mégis szabalyszerliségek vannak.
Statisztikai  jellegii  viselkedési szabdlyok lézeznek, amelyek a gaz
makroszkopikus viselkedését meghatarozzak. Ilyen példaul, hogy a térfogatot
egyenletesen toltik ki, vagy hogy az edény falara adott koriilmények kozott
meghatarozott nyomast fejtenek ki. A statisztikus mechanika a sok részecskébdl
allo rendszerek viselkedésének ilyen dltaldnos statisztikai elemzése alapjan ad
magyarazatot a rendszer viselkedésére, ¢és lehetdvé teszi a rendszer
makroszkopikus jellemzdinek meghatarozasat.

A legvaldszintibb allapot modszere

A rendszer viselkedésének statisztikus leirdsara az egyik lehetséges
modszer az, hogy megvizsgaljuk a rendszer kiilonboz6 allapotainak eléfordulési
valoszinliségét, és feltételezziik, hogy a valdsagban a legvaldsziniibb allapot
kovetkezik be. A modszert a legvalosziniibb dllapot modszerének nevezik.
Vegylink egy egyszerii példat a molekuladk térbeli eloszlasat kiilsé erdtér nélkiil.
Ekkor azt az eljarast kovetjiikk, hogy a gaztérfogatot felosztjuk kis egyenld
nagysagu terfogatelemekre Un. celldkra, és a molekuldknak a celldk kozotti
eloszlasat vizsgaljuk. Tegyiik fel, hogy a térfogatot M szamu cellara osztottuk
fel, és a molekuldk 0sszes szama N. Legyen M a cellak szama elég nagy ahhoz,
hogy statisztikus megkozelitést alkalmazhassuk. Makroszkopikus szempontbol
csak az érdekes, hogy a molekuldk szam szerint hogyan oszlanak el a cellakban,
vagyis milyenek az egyes cellakban talalhatdo molekulak szdmat megadod Ni, N,
N3, ... Ny szdmok. Az ezekkel a szamokkal jellemzett eloszlast a rendszer egy
makrodallapotanak nevezziikk. Ha minden egyes molekuldt megneveziink, és azt
is megadjuk, hogy melyik molekula melyik celldban van, akkor egy részletesebb
allapotleirast adunk, az ilyen modon jellemzett molekula-eloszlas a rendszer egy
mikrodllapotat adja meg. A makroszkopikusan mérhetd egyensulyi eloszlast az
a makrodllapot adja meg, amelyet a legtobb mikrodllapot valosit meg.

N részecskét kell elhelyezniink. Kérdés, hogy hanyféleképpen lehet? Az
els6 részecskét N helyre helyezhetjiik, tehat N féleképpen lehet elhelyezni. A
masodik (N-1)-féleképpen helyezheté el, az elsé két molekula N(N-1)
elhelyezési lehetéségének mindegyikéhez a harmadik (N-3)-féleképpen
helyezhetd el, stb. Igy az 6sszes elhelyezési lehet6ségek szama N! lesz. Ezutan
tekintsiink egy adott cellat. A mi szempontunkbdl teljesen minden, hogy hogyan
toltottiik fel a cellat, azaz az N; részecske helyet milyen sorrendben toltjlik fel,
csak az sz&émit, hogy az i-k cellaba N; részecske keriilt. Masképpen fogalmazva
egy cellan beliil a molekulak felcserélése nem jelent j mikroallapotot. Ebben az
esetben is N;! szamu lehetdség van hasonldan az elobbihez.



Az adott Ni, Nj, N3, ... Ny eloszlassal jellemzett makroallapotot megvaldsitd
mikroallapotok W szdma tehat:
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Ezt a mennyiséget (W) az adott allapot termodinamikai valosziniiségének
nevezik. Nem Osszetévesztendd a matematikai valdsziniiséggel, ami 0 €s 1 kozés
esé szam, ez tetszoleges pozitiv egész szam lehet. A legvaloszinlibb eloszlast
ezek utan ugy lehet megallapitani, hogy megkeressiik a

W = W(Nl, Nz, NM)

fliggvény szélsOerteket. Viszont van egy kényszerfeltétel, hogy a részecskek
szama allando, azaz N. Ez egy mell¢kfeltételt jelent a a szelsOertékszamitasnal.
Matematikai formaba oltve: N; + N, + Nj, ... + Ny = N. A szamitasnal
problémat okoz a faktoridlis, mivel ez nem kozonséges fliggvény. A
faktorialissal valo szamolés elkeriilését az teszi lehetévé, hogy a faktorialis
logaritmusara ismeriink egy analitikus kozelitést, az un. Stirling-féle formulat,
amely szerint nagy N értékeknél

INNI=NInN-N

A kozelité formula bizonyitasa nagyon egyszerii, mert ha az ( In1 + In2 +
In3 + ...InN ) mennyiséget tekintjiik, akkor ez kozelitdleg egyenlé az Inx 0 és
N kozotti hatarozatlan integraljaval.
Ha tehat W helyett az InW fiiggvényt vizsgaljuk, akkor konnyen kezelhetd
analitikusan a a fenti kifejezés. Ez megtehetd, hiszen a logaritmus monoton
fliggvény, ezért sz¢élsOértéke ugyanott van, mint a W fiiggvényé. A Stirling-
formula alkalmazasaval az InW fiiggvényre azt kapjuk, hogy

M
InW =NinN—N— Z(NilnNi ~N)
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A szélséérték-szamitas a Lagrange-féle multiplikdtoros moddszerrel torténik,
amelynek Iényege a kovetkezd. A szélséérték helyén érvényes, hogy az InW
barmilyen megvaltozasa nulla, azaz
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masrészt a feltételi egyenletre fennall, hogy
d N]_ + dN2 + dN3, .t dNM =0

Ez utébbi egyenletet a feltételes szélsOértékszamitas szabalyai szerint egy A
szorzoval megszorozva, és hozzaadva az els6 egyenlethez azt kapjuk, hogy

dInW = é,an+ﬂ dN, + aan+/1 dNy + ...+ mnW+/I dN, =0.
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Mivel itt a dN; megvaltozasok mar fliggetlenck egymastol, a kifejezés csak gy

lehet mindig nulla, ha minden i-re fennall, hogy a zarojelen beliil nulla, azaz
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a kettdt 0sszevetve végiil azt kapjuk, hogy
N; =exp{i}.

Itt A a Lagrange féle allando, igy

Ez azt jelenti, hogy a legvalosziniibb az egyenletes eloszlas, amikor minden
cellaban azonos szamu molekula van.

A Maxwell-Boltzmann-eloszlas

Az elobb leirt moddszerrel meghatirozhatd a részecskék energia szerinti
eloszlasa is. Tegyiik fel, hogy a részecskék energidval rendelkeznek, és osszuk
fel az eléforduld energia-intervallumot ¢ szama részintervallumra. Célunk
annak meghatarozasa, hogyan oszlanak el a molekuldk az energiacellak kozott.
Jeloljiik az i-edik cella energidjat Ej-vel, és az egyszeriibb szohasznalat kedvéért
mondjuk azt, hogy az ilyen energiaju részecske az i-edik allapotban van. A
legvaloszinlibb  allapot modszerének segitségével a molekulaknak az
allapotokon valé N;,N,,N;,.N, ecloszlasat ismét a W termodinamikai

valdszinlis€ég maximumanak megkeresésével kaphatjuk meg. A termodinamikai



valdszinlis€g most is ugyanaz, mint az el6z6 esetben, a részecskeszam Osszegére
vonatkozd

¢
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mellékfeltétel mellett azonban még egy az energia-megmaradas tételét kifejezo

¢
> N,E; =E = dllandé
i=1
feltétel 1s megjelenik, igy a 2 feltétel miatt 2 Lagrange féle multiplikator jelenik
meg a megoldas soran. Ismét INW maximumat keresve, a Stirling-formulat és a
Lagrange-féle multiplikatoros modszert alkalmazva, az eloszlasra az

N; = Aexp{— PE }

¢
kifejezést kapjuk (A és g allandok). Az A konstans a ) N, =N normalasi
i=1
feltételbdl hatarozhaté meg:
N

Sl 5|

i=1

A=

Bevezetve a

¢
Z =7 expi- BE;}
i=1
allapotOsszeget, az energia szerinti eloszlasra azt kapjuk, hogy

N; =;3Xp{—ﬂEi}-

Kimutathat6, hogy a p 4allando reciproka aranyos a rendszer abszollt
hémérsékletével, az aranyossagi tényezé pedig éppen a kg Boltzmann-allando,

(ks = 1,38-10 % JIK) vagyis f = —.
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Ezzel az eloszlas az
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alakot olti. Ez a Boltzmann-eloszlds, amely az energia diszkrét értékei szerinti
eloszlast egyarant megadja.



A Boltzmann-féle entropia

Az egyensulyi allapotban az entropia értéke maximalis. A termodinamikai
valoszinliségre szintén az jellemzd, hogy izolalt rendszerben a folyamatok soran
értéke nd. Ennek alapjan vdarhatd, hogy az entropia €s a termodinamikai
valoszinliség 0sszefligg, az entropia a termodinamikai valoszinliségnek monoton
fliggvénye. A fliggvény alakja a két mennyis€g tulajdonsagai alapjan allapithatéd
meg. Egy kettéosztott rendszerben az Osszentropia a két részrendszer
entropidjanak osszege:

S=51+9S;

a teljes rendszer egyensulyi allapotdhoz tartozd termodinamikai valosziniiség
viszont a részrendszerek termodinamikai valoszintiségeinek szorzata:

W = W1W2

A két mennyiség kozotti osszefiiggesnek teljesiteni kell a fenti kovetelményeket.
Konnyen belathatd, hogy ilyen tulajdonsagu a logaritmusfiiggvény:

S= kBInW

ahol a kg konstans elméleti Giton hatarozhaté meg. Az entropianak ez a kifejezése
Boltzmanntdl szarmazik, aki az allandot 1s megadta: ez éppen a rola elnevezett
Boltzmann-alland6. Ezt az entropia-kifejezést Boltzmann-féle entropianak
nevezik.



