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Abstract
Jegyzetek.

1 Szoras

A szorasi kisérletek a fizika alapvets eszkozei az anyag szerkezetének, akdr végsd épitékoveinek
vizsgdlatara. Ezen az ordn az egydimenzids kvantummechanikaban a szérdssal ismerkediink meg.

1.1 Ismétlés: Negativ Dirac-delta egyetlen energia-sajatallapota negativ
energian — kotott allapot
A mult 6ran megkerestiitk a negativ forraser6sségli Dirac-delta potencidl kotott allapotat. Egy

dimenziéban mindig van kotott allapot, és mindig csak egy van. Gyorsan ismételjiik at a szamolast.
Az energia-sajatallapot keresése = az idéfiiggetlen Schrodinger-egyenlet megoldéasa,

K2 d2y(z) B
S + ad(@)(a) = Bu(e). 1)

Mivel kotott dllapotot keresiink, a peremfeltétel, hogy a hullamfiiggvény ”elég gyorsan” tartson
0-hoz az x — +oco esetben. Ez tgy teljesiil, ha a két tartoményban:

P(x) = Ae™™ Ce "%, (2)
I:x<0 II:2>0

A két tartomanyon vett megoldasok illesztése ugy torténik, hogy két egyenletet frunk fel.
A hulldmfiiggvény x=0-ban folytonos, és az els§ derivéalt ugrik. Az ugrdshoz a Schrédinger-
egyenletbdl kifejezziik d?¢/dz?-et, majd azt integraljuk &t a 0-dn, azaz —e-tdl e-ig, majd vegyiik
az € — 0 hatart.
dy(04) _ de(0-)
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Ha a < 0, ”"vonzd” potencial: Kotott allapot —Ej energidn,

ma2

2h%

Eo = (4)

1.2 Dirac-delta energia-sajatallapotai pozitiv energian

Most keressiink energia-sajatéllapotokat E > 0 energidval. Itt nem tudjuk el6irni azt, hogy
az allapot hullamfiiggvénye lecsengjen az r — +oo hatdron - a legtébb, amit tehetiink, hogy
stkhulldm-szerti viselkedést irunk els. (megj: a Hamilton-operédtor spektruma itt folytonos). Tehdt,
hasonléan a szabad részecskéhez (V(z) = 0), itt is az energia-sajatallapotok, azaz az id6fliggetlen
Schrodinger-egyenlet megoldasai, nem normalhatéak. Nem preparalhaté a részecske ilyen sajatallapotban.
Attél még ezek a sajatallapotok kozelitdleg eléallithaték: olyan hulldémcsomagokbdl, amik en-
ergidban nagyon élesek, ezért valds térben nagyon hossziak.

Az idofliggetlen Schrodinger-egyenlet megolddsanak menete: I és IT tartomanyban felirjuk a
hullamfliggvényt, illesztjik a hatdron, ami z = 0-ban van.

w(x) _ Aeikm +Be—ikr Ceikm +D€—ikm, (5)

I:2<0 II:2>0

ahol minden E > 0 energidhoz tudunk keresni megoldést, a hozza tartoz6 k hullAmszamra:
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1.2.1 Amplitaddék és valésziniliségi daram
Amint az elsé eléadéason lattuk, egy o (x) = |1 (x)| **® hulldimfiiggvényben a valészintiségi dram:
h d ho o, da
J(z) = “Im(y*—) = — ] S 7
@) = Lyt Ly = L pyp & ™
Ebbe befrva 1)(z) = Ae'*® + Be~#_et:
hk 5 5
J(@) = (A" = |B["). (8)

Tehat az energia-sajatallapotunk ugyan stacionarius éllapot, de folyik benne részecskearam.

1.2.2 Illesztési egyenletek

Az illesztési egyenletek: a hullamfiiggvény folytonos, elsé derivéltja ugrik:

(a): A+B=C+D (9a)
(b): ik(A— B)+ 2;?—2“(A+B) = ik(C' + D) (9b)
(') : A(l—2iB) — B(1+2i8)=C — D, (9¢)

ahol a (b')-6t (b)-bdl kaptuk, ik-val osztéssal, és bevezetve egy dimenzidtlan 3 komplex szémot,
ami a Dirac-delta szérasi er6sségét jellemzi:

mao
8= =T (10)
Fontos, hogy ez a szérési erdsség fiigg attdl, milyen energidn szérunk (azaz milyen k hullimszdmmal).
Ahogy an energia 0-hoz tart felilrél, 5 — oo.
Az illesztési egyenletek megoldasat tobbféleképpen is felirhatjuk, mi szeretnénk az A és D
amplitiddkat paraméternek kezelni - mivel ezek irnak le bejové hullam amplitidéja, lesznek az
ismeretlenek. A fenti (a) és (V') egyenleteket tehdt kombindljuk, kiejtve elébb B-t, majd C-t:

(14+2iB)(al) + (b1) : 24 = (24 2iB)C + 2iBD; (11a)

(al) — (b1): —2iBA+ (2+2i8)B =2D. (11b)

Osszefoglalva: minden E > 0 energidra van energiasajatallapota a Dirac-delta potencidlnak,
méghozzd sajatallapotoknak egy két paraméteres altere. Ezek a sajatallapotok nem normalhatok,

és pl. az aldbbi alakban {rhatdk fel (a tetszéleges A, D € C paraméterekkel, a (11) egyenletek
rendezésével):

. _ pikz —if 1 —ike,

r<0: Yx)=Ae +(1—HﬂA+1+iﬁD)e ; (12)
. . —ikx Zﬂ 1 1kx

z>0: ¢(x)=De +<1+iﬁD+1+iﬁA>e . (13)

1.2.3 Transzmisszios és reflexios amplitiidok

Mivel, mint fentebb lattuk, az A, B, C, D amplitidok kozvetlen kapcsolatban vannak a részecskedrammal,
ezért szemléletes bevezetni a szordshoz tartozé v és v/ reflexios és t és t' transzmissziés amplitiddkat.

Ezek azt mondjak meg, hogy milyen mértékben verédik vissza a bees6é hullam a potencialrdl, ill.
milyen mértékben halad at rajta. Matematikailag:

C =tA+1D; B=tA+1{D; (14)
Beazonosithatjuk a fenti egyenletekbol, hogy a [ paraméterii Dirac-delta potencidlra,
1 ; —1 1
f=— v=—P_ — = (15)
1+1ip 1448 1448 144

A transzmisszid, ill. reflexié valésziniisége a megfelel6 amplitidok abszolutérték-négyzete.
Esetiinkben,

1 1
T=1t=|{|= = : 16
4=K= 175 = T 575 (16)
2
1
R=1-T=}f=|"]"= o (17)

1+82 14+ E/Ey



1.2.4 Alaguteffektus

Azaz hiaba végtelen magas a Dirac-delta potencidl, minden pozitiv energian athalad rajta valamen-
nyi egy bees6 sikhullambél. Ha az energia lényegesen nagyobb Ey-nél, ami a negativ forraserosségii
Dirac-delta potencial kotott allapotanak energidjanak a nagysaga, akkor a transzmisszié kozel
egységnyi,

E> Ey: T~1-%. (18)

Ezt tekinthetjik a kvantumos alaguteffektus egy esetének. Ugyanakkor kicsit zavard, hogy a
Dirac-delta potencidl furcsa eset, mivel bar végtelen magas, végtelen vékony is.

1.3 Szoéras derékszogi potencialgaton: az alapegyenletek, ha az energia
nagyobb a potencialgatnal

A kvantumos alagutazast és a szorast is jobban megérthetjiik, ha megvizsgalunk egy derékszogii

potencidlgaton valé szérést. Egy V, magassidgu derékszogi potencidlgatat tekintiink, mely = = 0

és x = d kozott van. Ezért a szérési allapot most harom részbdl tevodik ossze. Ha E > Vj, akkor

ezek:

— Aethr o ge—ike igt De— 'z pgiks 1
() e’ + Be Ce'k'z + De e (19)
I 1 111

Az 1 és I rész hatdran, azaz az 1-es hatdron valé illesztésnél a hullamfiiggvény és derivaltja is
folytonos:

(al) A+B=C+D (20a)
(b1) k(A — B) = ik'(C — D). (20Db)

Ezeket linedarkombindlva kapunk egyenleteket, melyekbol az 1-es illesztéshez tartozo reflexiés és
transzmissziés amplitidokat leolvashatjuk.

k(al) —i(b1): 2kA= (k+k)C + (k—K)D; (21a)
K'(al) +i(b1): (K —k)A+ (k+k')B=2k'D. (21Db)
Ezekbél,
B=vA+4tD; C=1\D+{A, (22)
ahol
/ / /
t1:% tﬁz—%; tlzﬁ; t&z%. (23)

Vigydzat! Itt a t és t' értékek valdjadban nem transzmisszids amplitiddk, csupan az egyenletek-
ben elofordulé egytitthaték, amik ardanyosak a transzmissziés amplitiddkkal. Ennek oka, hogy az
1-es hatar két oldalan eltér6é nagysagui a potencidl - ezt a gyakorlaton még tovabb részletezik.

A 2-es illesztési ponton hasonléan jarhatunk el:

(a2) Cfeik/d + De—ik/d — Feikd; (24)
(b2) ik (Ce*'d — De=K'd) = jlFeikd, (25)
K(al) —i(bl) : 2K'Ce™? = (k4 k') Fei*d; (26)
k(al) +i(b1): (k—K)C+ (k+k)D=0. (27)
Ezekbol
2k’ K —k
_ . _ 2

t2 k—’-k/’ 2 k+k/7 (8)

marmint abban az értelemben, hogy
Fe*d = t,Ce'¥' 4, (29)
De=F'd = ¢yCeit'd, (30)

A fenti (28) amplituddkat megkaphattuk volna az 1-es hatdron levezetett képletekbél is, szamolds
nélkiil, kétféleképpen. Vagy egyszeriien k <> k' cserével, vagy titkrozéssel, to = t], to = 1.



1.4 Oldjuk meg a szoérasi egyenleteket!

F =t A; tiot =7 (31)
Egyrészt,
Fe'* = ,e™*'dC, (32)
Misrészt, C-t kifejezziik az (22) és (30) egyenletekkel:
C=4HA+1D =t A+ e (33)

We can solve this for C,

51 A
1 — tfrpe?ihd ™

c (34)

A fun remark: we can obtain the formula for C' also by iteratively inserting Eq. (33) into itself.
This results in an infinite series, which has a direct physical interpretation, as a multiple scattering
expansion.

0o
C = Z(tllt2€2ik/d)nt1A. (35)
n=0
Anyway, we have
e—ikdeikldtQtl

ttot = T 51
1 — t)rpe?ik’d

(36)

Before we go on with the calculation, let’s note that we can already see scattering resonances
from this formula.

—ikd _4kk’ —ikd —ikd
D =5 e _ - (37)
ot — R /)2 . - 72 . _./\2 . - . 1.2 2 . .
emik'd — 7%’,;’,:,;2 eik'd 7(’6;;]2/) e~ ik'd — 7(]@%’,1,) eik'd  —iE K gin k/d + cos k'd

We need the absolute value for the transmission probability. This is easy because we have
separated the real and imaginary parts in the denominator,

1 1
E>V: T = |tot|” = , o = ;o (38)
cos? k'd + % sink'd 1+ % sin? (k’d)
ahol k' = \/2m(E — V;)/h.
A E <V} energidkra ezzel teljesen analog szamitassal kapjuk, hogy
1 2m(Vp — E
E<Vy: T= . ahol n’z%. (39)

\Z .
1 + WS—E) smh2(/1’d)

Ezt megkaphattuk volna az E > V, transzmisszios valdszintiség analitikus kiterjesztésével is. .

1.5 Transzmisszios rezonanciak

Olyankor, amikor az energia magasabb, mint a potencidlgat, a bizonyos energidkon a transzmisszié
100% -os, nincs visszaverddés. Ezek a transzmisszids rezonancidk.
A rezondns energiaértékeket megkaphatjuk, ha a (38) egyenletre pillantunk. Rezonancia akkor
van, ha a szinusz értéke 1, azaz:
h2k/2 _ n2 h27T2 .
2m 2md?
Ha olyan a bejové hullimcsomag, hogy energidban nagyon éles egy ilyen rezondns energia
koril, akkor nem lesz visszaverédés. Ilyenkor a hullamcsomag valds térben nagyon kiterjedt, akar
nagyobb, mint a potencidlgdt maga. Ugyanakkor ez nem azt jelenti, hogy a hullaimcsomag dgy
megy tovabb, mintha ott sem lett volna a potencidlgat: valamennyi id6késést szenved. Ezt az
id6késést itt nem szamoljuk ki, az in. Wigner-féle késési idével szamolhato ki.

K'd = nm; E-VW= (40)
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Figure 1: A transzmisszi6 valdszintisége, ahol a témeg az elektron témege, m = m., a potencidlgat
paraméterei Vo = 1 eV, d =1 nm. Az E = Vj értéket és a rezonancidkat a fiigg6leges vonalak
jelolik.
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Figure 2: Amikor E > Vj, a transzmisszié valdsziniisége a hossz fiiggvényében periodikusan
valtozik. Itt m = me, Vo = 1 eV, E = 2 eV. A rezonancidkat a fiiggbleges szaggatott vonalak
jelolik.
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Figure 3: Amikor £ < Vj, a transzmisszié valészinilisége a hossz fiiggvényében kozel expo-
nencialisan csokken. Itt m =me, Vo =1eV, E =0.5 eV.

1.6 Alagutazas

Olyankor, amikor az energia alacsonyabb a potencidlgatndl, is van valamennyi transzmisszié. Ez
az Uin. kvantumos alagutazds. A x'd > 0 esetben ezt kozelithetjiik, figyelembe véve, hogy ilyenkor
sinh(k'd) ~ e* /2,

E (Vb — E) e—2f~c'd

T~16—

—_— 41
AT (41)

Latjuk, hogy a transzmisszié valdszinlisége exponencialisan kicsi a potencidlgat hosszaban.
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