Kvantummechanika gyakorlat 2 1. ZH 2018. oktéber 12.

Név: Neptun kod:

1. FELADAT 20 pont
Tekintstink egy harmonikus oszcilldtort:

21 1
H—p+2mwx2—h¢u<a+a+2> )

2m
ahol g = % (ﬁ + ip%) a lefelé léptetd és a™ = \% (% — z’p%) a felfelé léptetd operdtor (zg = %,
po = Vmwh)

a) Mutassuk meg, hogy Heisenberg képben (9 = 0) a léptet6 operdtorok:

ag () =e™a é af;(t)=e

iwta+ !

Segitség: A gyakorlathoz hasonléan megoldhatjuk az ap (t) operdtor differencidlegyenletét vagy
hasznélhatjuk a Baker-Campbell-Hausdorff formuldt: el de=l = A + [L, A] + L[L,[L, A]] +
il (L, (LAl

b) Legyen a rendszer ¢ = 0 id6pillanatban az |a) koherens dllapotban, amely az a lefelée léptetd
operdtor sajatdllapota:
alay = ala) (aeC).

Hatérozzuk meg a Heisenberg képben az x operdtor varhatéértékének az idofiiggését!

Megoldas:
a) Haszndljuk Heisenberg képben az operdtorok mozgasegyenletét és az ismert [H,a] = —hwa ssze-
fiiggést:
dag (t) _ i i —LHt
=—|H,ag (t)] = -er"" |H,a|le
G = g o (0= el .l
= —iwerTae i 1t = —jway (t)

A megoldést kereshetjiik az
ag (t) = f(t)a
alakban, ahol f (t) egy komplex értéki fiiggvény és f (0) = 1. Ekkor

df(t>_ . __—iw
7_—zwf(t)—>f(t)—e ‘

tehdt '
ag (t) = e ™.

Hasonlé a bizonyitds a felfelé léptetd operdtor esetére is, illetve felhasznalhatjuk, hogy CLE az ag

operétor adjungaltja.

Maisik lehetéségként haszndlhatjuk a Baker-Campbell-Hausdorff kifejtést:

. . 2 AN
o I —th_ 7 1 7 1 7
afg =en'taen —a+ht[H,a]+2!<ht> [H,[H,a]]+3!(ht) [H,[H,[H,ad]]]...



A [H,a] = —hwa felcserélési relaciot alkalmazva:

i i 1 1
ag = e Ttae™ it = 4 — jwt a + (—iwt)? 5@ + (—iwt)? 3%
_ ’ (—iwt)® | (—iwt)’ _ it
= (1 —iwt + ST 3l L)a=¢e"“a
b) Irjuk fel az x operdtort a léptetd operatorok segitségével:
Zo +
r=—(a+a
la+a®)
A véarhatéérték Heisenberg képben:
%0 £

<a|aH (t) + CLE (t) |Oé> _ 0 <O¢’(€_iwta+ etha+)\a> — (e—iwta + eiwta*)

V2

(alzp (1) |a) =

5
N



2. FELADAT 20 pont
A hidrogénatom elektronja a 2p alhéjon (n=2,¢=1) a

6@ =3P (5= homi=pr 1= fomy = -3)

allapotban tartézkodik, ahol j és m; a J=L+8 teljes impulzusmomentum operator kvantumszamai
(J2jm;) = K25 (j + 1) |imy), J.|jm;) = hmj|im;)) és Px (r) a radidlis hullimfiiggvény. Szémitsa ki
ebben az dllapotban az L, operitor varhatéértékét és szérasat!

Megoldas:

A |j = §,m; = £1) dllapotok meghatdrozdsshoz a [j = 3,m; = 3) = |11) |31} &llapotbdl indulunk
ki, ahol |11) az L? és L. operatorok, mig |%%> az S2 és S, operdtorok kozos normilt sajatvektorai.
Lefelé 1éptetéssel nyerjiik a tobbi |7 = %, m;j) sajatvektort:

33 35 3131 31
Tl53 = Va2~ a2l = Vilgy)

11 11 13 1 1 1 1

(Lo + S Ig5) = VIZ= 10100 550+ 55 - 5 (-3 ) 0I5 - 3)
11 1 1
=V2]10) 550 D5 = 3)

4

31 2, 11 1.1 1
Sy =4/210) |5 ey S [
22/ \/;| 0>|22>+\/;| Mg~ 3

(L= + 5100 |55) = VIZ=0 DI - 11350+ /55— 5 (-5 ) 10015 - 5
= VE[L-1)l5;

(L +5 )1y -

)+ 10}~ )
1

1 1
5)=V2]10) |5 - 2)

(L +5) (@m LS - ;>> = 2 n-ninhen2no -5
I
I YLy e

R RCICIE RS

és

(L-+ SN0 5 — ) =VEL-1) 3 — )
(Lo +S) =1 |55y =11 =15 - 2)

(L-+5) (@10>r;—;>+\/;1—1>|§§>) = VBl -1)]5 - 5)



I
3 3 1 1
3-5=1=-DI5-3

bér ez utébbi sajitvektorra nem lesz sziikségiink.

A keresett |3, +3) dllapotok ortogondlisak a fenti |3, +1) dllapotokra. ezért:
11 1 11 2 1 1
SOy = /2 10) |=2) — /S 1) |5 —
22> \/;’ ) 22> \/g‘ >‘2 2>

1 1 1 1 1 2 11

S QY B 1) J i QY e R Y e

2739 \/;’ 013 =% \/;’ 33
A hulldmfiiggvény tehat:

W =320 (155 +13 - 3)
i (oo e Bt

Az L, operdtor varhatéértékének szamitasansl a normalt radidlis hullamfiiggvénnyel nem kell térod-
niink, valamint segitségiinkre van az, hogy [¢) hullamfiiggvény négy ortonormalt dllapot szuperpozi-
cidja, melyek mindegyike az L, operdtor sajatvektora:

és

1 1
(Y|L:|) = §<11|Lz\11> + §<1 —1L,[1 - 1)
1
2 1 2 1 2
(WILZ[) = LI + (1 - L1 - 1)
R R N
=3 (h*+1°) = Sh
XS
AL, = gh

w



3. FELADAT

20 pont

Szémitsa ki Born kozelitésben a differencidlis hatdskeresztmetszetet az alabbi potencidlra:

V(T)=Voe M |

b) Mi a teljes hatdskeresztmetszet ebben a kozelitésben? Teljesiil-e az optikai tétel?

c) Mekkora a teljes hatdskeresztmetszet k < A hatdresetben, ahol k az elasztikusan szér6dé részecske

hulldémszama?

Segitség: A szérési amplitid6 gombszimmetrikus potencidlra f (q) = —3%

q = 2k sin g, valamint

n!

> n f(aJrid)xd _
/0 v "7 (atidyn

Megoldas:
A feladatban megadott potencidlt behelyettesitve:

2mV o0 / ’
— hzo / dr' v e " sin qr’
q 0

f (@)

A szinusz fiiggvény felbontdsdval:

V o0 ! ! . ! - !
flg) = _Zhg/o dr' r'e™ " (e’qr - e_W)
mWo </oo 1. —(A—ig)r’ /OO 1 —(At+ig)r!
=——0 dr'r e — dr're
igh® \ Jo 0

A fenti integralokat parcidlis integraldssal szamithatjuk ki:

J2dr'r'V (') singr’ , ahol

)

) ! [eS)
;o ! T 1 ! — ! 1 — o0 1
/0 drre”:[—ze” +Z/0 d”’ezrz_;[ ZT]OZQ
ahol felhasznéltuk, hogy Im z > 0. Innen
mVy 1 1
fla)=—- ( —5 — ; )
D=5 (A —ig)® (A +ig)”
. ml 1 1 1 1
dgh? \ M —iqg  A+ig) \A—iq A+iq
. mVy  2iq 2N AmWpA 1
- Z‘th 22 +q2 A2 4 q2 - h2 ()\2 + q2)2
A differencialis hataskeresztmetszet:
16m2VEN? 1
_ 2 _ 0
O'(Q) - |f(q)‘ h4 ()\2 + q2)4
illetve a polédrszog fiiggvényében:
16m2N\2V2
o (v) = o

A (A2 4 2k2 — 2k2 cos 9)?

A teljes hatdskeresztmetszet:

Otot = 271'/ o () sin ¥dd
0



327Tm2)\2V02 1 dzx
T /1 (2 + 2k2 — 2k2z)"
_32rmANVE 1 [ 1 T
( )

At 6k [(A2 + 2k2 — 2k22)°
_16mmANVE (1 1
© 3hAk? A (02 4 4k2)?

A o = 4?” Im f (¥ = 0) optikai tétel nyilvanval6an nem teljesiil, mivel a Born kozelitésben gémbszi-
mmetrikus potencidlra f () valds.

A X > k hatdreset szamitdsahoz célszerii az aldbbi dtalakitdsokat elvégezni:

orr 167Tm2V02 B 1
tot — 3h4k22)\4 (1 n 4 (k/)\)2)3
_16mm2VE 64 (k/N)° + 48 (k/N)* + 12 (k/))?
T 3ntk2)4 (1 n 4(,{”)2)3
 64mm2VE 16 (k/N)* + 12 (k/N)* + 3
3RS (1 +4 (k/)\)2>3
amibol: 647rm2V02

lim oot = ————
k/A—0 C HANG



